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概 要

本稿は 2015年度，2016年度の糸健太郎准教授の少人数クラスで行われたセミナー
を通して行った学習を元に執筆したサーベイ論文である．
Einstein宇宙とは，Euclid空間のLorentz幾何における類似であるMinkowski空
間の conformalなコンパクト化として与えられる．また anti-de Sitter空間は双曲
空間の Lorentz幾何における類似である．
近年はこれらの空間の基本領域の研究が特に盛んになされており，多くの論文
が出版されている．Riemann幾何においては等長写像の部分群が離散的であるこ
とと固有不連続であることは一致する．しかしLorentz幾何においては等長写像の
部分群が離散的であるが固有不連続でない例が存在している．そこで，等長写像
の離散部分群が固有不連続かどうかを調べるために基本領域を考える．Minkowski

空間やEinstein宇宙，anti-de Sitter空間の基本領域の構成は一般に簡単ではない．
そこで crooked planeという道具を用いると基本領域を構成することができる．
本稿ではMinkowski空間，Einstein宇宙や anti-de Sitter空間の関係と，各空間
における crooked planeの関係について述べた．また，Minkowski空間，Einstein

宇宙の基本領域についても構成した．
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1 Introduction

私は双曲幾何学の対象である，Einstein宇宙や anti-de Sitter空間について，そ
れらへの群の作用の基本領域を構成する方法について調べた．
まずは Einstein宇宙，anti-de Sitter空間について説明する．もともと双曲幾何
学において，次のような関係がある．

1. Euclid空間E3に 1点を足すと conformalにコンパクト化することができ，こ
れによって S3が得られる．(図左)

2. 双曲空間H3は S3へと conformalに埋め込むことができる．また，H3の二
重被覆を Ĥ3とすると，S3 = Ĥ3 ∪ S2である．（図右）

これによって，E3,H3の等長写像群は S3の conformalな変換の群へと埋め込まれ
る．すなわち，S3で考えることは E3やH3を考えることにつながっている．
似たようなことを Lorentz幾何学で考えよう．すると，次の疑問は自然である．

• Minkowski空間 E2,1を conformalにコンパクト化できないか？

• そして得られる集合，すなわち S3に対応する集合は何か？

• この集合の“半分”に入っている集合，すなわちH3に対応する集合は何か？

これらの疑問に対する答えは次である．

1. Minkowski空間 E2,1に lightconeと呼ばれる集合を足すと conformalにコン
パクト化することができ，この集合は Einstein宇宙 Ein3である．

2. Ein3 \ Ein2 として現れるのは anti-de Sitter空間 AdS3 の二重被覆 ÂdS3 で
ある．

したがって，次のように対応していると分かる．

Riemann幾何学 Lorentz幾何学

Euclid空間 E3 ←→ Minkowski空間 E2,1

球面 S3 ←→ Einstein宇宙 Ein3

双曲空間H3 ←→ Anti-de Sitter空間AdS3
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Riemann幾何の場合と同様に，E2,1,AdS3の等長写像群は Ein3の conformalな変
換の群へと埋め込まれる．すなわち，Ein3を考えることは E2,1やAdS3を考える
ことにつながっている．
次に，群の作用の基本領域の構成について説明をする．まず，次の定理が存在
している．

Theorem 1.1. ([12],Cor7.12) Mを擬Riemann多様体，Γを固有不連続なMの等
長写像群とする．このとき，M/Γは擬Riemann多様体となり，その局所的な構造
はM から決定する．

これは固有不連続な等長写像群Γのに対して局所的にMの性質を持つ多様体が
決定するということである．この Γが変化すれば，M/Γの形も変化する．つまり
離散群 ΓがM に固有不連続に作用するかどうかとを調べることは重要な問題で
ある．
Riemann幾何学においては離散群と不連続群は完全に対応する一方で，擬Rie-

mann幾何学ではそうはならなず，離散的であるが不連続でない群が存在する．そ
ういった部分に難しさが存在する．しかし，擬Riemann多様体において等長写像
の離散群は，基本領域を持てば固有不連続となる．したがって，離散群の基本領
域を調べることは，局所的に良い性質を持つ，様々な形の多様体を調べることに
繋がっている．
また双曲空間H3への等長写像の離散群ΓはH3へ固有不連続に作用し，H3/Γは
局所的にH3の構造を持つ．また，H3における基本領域は，S3における conformal

な写像の離散群の基本領域へと自然に拡張する．このように，双曲幾何学におい
て基本領域に関する研究は基本的かつ重要である．
今は双曲空間の具体例を挙げたが，Lorentz幾何における類似，すなわち，Anti-

de Sitter空間の離散群の作用による基本領域を構成する方法に興味が出てくる．し
かし，Minkowski空間などではRiemann幾何における場合をそのまま適応するこ
とができず，別の方法を用いる必要がある．以下，その歴史を書こう．
最初に Drummが [6]にて，E2,1の離散群への作用の基本領域の構成を行った．
これは Lorentz幾何において最も簡単な場合である．具体的にはH2 ⊂ E2,1と考え
て，H2で基本領域を構成する方法をE2,1全体へと拡張する形で作られた．この際
に考案された道具が crooked planeと呼ばれるいびつな多角形である．本稿ではこ
の crooked planeをしばしばMinkowski crooked planeと呼ぶ．
この後 2003年，Francesが [9]にて crooked surfaceと呼ばれる，Ein3における

crooked planeを構成した．これはMinkowski crooked planeをEin3に埋め込んで
閉包を取ったものとして構成される．
そして 2013年に V. Charette, D. Francoeur, R. Lareau-Dussaultが [2]で Ein3

の基本領域を構成した．その際には上記の crooked surfaceが活用された．
その後は 2014年，J. Danciger， F. Guèritaud， F. Kasselが [5]にてAdS3の基
本領域を構成した．その際に使われた道具はAdS3における crooked plane，AdS-
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crooked planeである．これは，g ∈ AdS3における接空間 TgAdS
3がE2,1と同一視

できることから，E2,1において，vertexが原点である crooked planeを，指数写像
を用いてAdS3へと射影することによって定義される．
そして 2015年，Goldmanが [10]にてMinkowski crooked plane，AdS-crooked

planeと crooked surfaceの三者間で次のような関係を示した．

Theorem 1.2. ([10], Main theorem)

1. AdS-crooked planeをC ⊂ AdS3として，その二重被覆 ÂdS3への逆像を Ĉ

とする．このとき，ĈをEin3へ埋め込んだものは crooked surfaceとなって
いる．

2. 逆に，ある involutionに適合したcrooked surfaceに対して，あるAdS-crooked

planeが存在する．

これによって anti-de Sitter空間の基本領域をEinstein宇宙へと拡張することが
可能になった．
本修士論文の目的はE2,1,Ein3,AdS3の 3つの空間の関係を明瞭にし，E2,1,Ein3

の基本領域を構成することである 1．
本稿の構成は大きく 2つに分かれており，第 1部ではLorentz幾何学の基礎事項
について述べ，第 2部で具体的に基本領域の話をする．
§2では擬 Riemann幾何学について必要な部分に絞って述べる．擬 Riemann幾
何学とはRiemann幾何学の一般化であり，内積 gの値として 0あるいは負も許し
た場合に展開される幾何学である．その中で，特に指数と呼ばれる値が 1であると
きの幾何学が Lorentz幾何学であり，一般相対性理論の中でも重要な意味を持つ．
§3では擬Riemann幾何の知識を用いて双曲空間，anti-de Sitter空間の定義をす
る．具体例としてはこの後も多く登場するH2,AdS3を選んだが，AdS3について
は §7で再び詳しく取り扱う．
§4ではEinstein宇宙の定義について述べる．もともとの定義は，指数 2の (n+3)

次元擬Euclid空間Rn+1,2において計量の値が0となるベクトル全体の集合をR\{0}
1AdS3 の基本領域については学習が及ばなかった．
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で割ったものであり，A.Einsteinが考案した空間である．その後に，Minkowski空
間のコンパクト化としてEinnを構成する．特に重要な対象はEin2,Ein3であるか
ら，度々具体例として取り上げ，性質を確認している．
§5では最も知られている双曲幾何学の事実として，H2における等長写像群の作
用の基本領域を構成する．
§6ではMinkowski空間 E2,1の等長写像群の基本領域をH2の類似として具体的
に構成する方法について述べる．その際に crooked planeの定義も行う．
§7では Einstein宇宙における crooked planeの閉包として crooked surfaceを構
成する．また，あるうまい 4点を取ってくることで，そこから crooked surfaceが
構成できることを確認する．
§8ではAdS-crooked planeの定義を行い，その具体的な形について，AdS3の幾
何学について述べながら確認していく．
§9では [10]で示されたAdS-crooked planeと crooked surface間の対応について
説明する．ただ，Goldmanが示した方法とは別の証明を与える．これによって，
Minkowski crooked planeを直接Ein3に埋め込む場合と，TeAdS

3 ∼= E2,1という対
応を用いてAnti-de Sitter空間を経由して Ein3に埋め込む場合とで，どういった
違いが生まれるかを観察することができる．
§10では crooked surfaceを用いてEin3の等角写像の群による作用の基本領域を
決定する．
本稿を執筆するにあたり，2年間にわたり格別なご指導を賜りました，糸健太
郎先生に深く感謝申し上げます．双曲幾何学も擬Riemann幾何も知らない状態で
あった私が，最新の論文を読めるまで成長できたのはひとえに糸先生のお陰です．
ありがとうございました．また本稿を査読してくださった名古屋大学多元数理科
学研究科の先生にも感謝いたします．未熟な論文であった本稿の完成度を高める
ことができたのは先生方の丁寧な査読ゆえだと考えております．そして，毎週貴
重な時間を割いてセミナーを聴きに来てくださった藤野弘基さんに深く感謝致し
ます．2年間にわたって，専門的な意見で私の思考の手助けをしてくださったこと，
感謝してもしきれません．次に非常に高度な知見から概念の意味を解説してくだ
さった椋野純一さんに感謝します．論文を読む上では 1つ 1つの言葉の意味にこだ
わりすぎることなく，きちんと概念を捉える事が大切だと気づくことができまし
た．そして日常の議論を通じて様々な知見やアイデアを与えてくれた，同じ修士
課程の坂田祥之さん，鴻源空さん，高橋光さんに感謝します．また私の成長を手
助けしてくださった数理学科学生自習室およびその部屋の皆さんに圧倒的感謝致
します．
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大切な図式
本稿を読み進める上では適宜，次の図式を参照して読み進めるとよい．

Êin3

/{±e}

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TTTT

C

∩

ÂdS3 ∼=
/{±e}
��

SL(2;R) � � Ψ //

/{±e}
��
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OO

Ein3 ⊃ Ein2

AdS3 ∼= PSL(2;R) sl(2;R) ∼=exp
oo

exp
eeLLLLLLLLLLL

E2,1 ⊃
?�

ι

OO

S
?�

ι

OO

C

∪
C

∪

各記号は次のような意味である．

• E2,1は 3次元Minkowski空間でありS は Lorentzian unit sphere，すなわち

S = {(x, y, z) ∈ E2,1 ; x2 + y2 − z2 = 1}

である．

• AdS3は 3次元 anti-de Sitter空間であり，ÂdS3はその二重被覆である．

• Ein3は 3次元Einstein宇宙，Ein2は 2次元Einstein宇宙であり，Êin3はEin3

の二重被覆である．

• Ψは ÂdS3から Ein3への埋め込みであり，以下の形で与えられる．

Ψ: ÂdS3 −→ Ein3(
a b

c d

)
7→ [a− d : b+ c : b− c : a+ d− 2 : a+ d+ 2]

• ιは E2,1から Ein3への埋め込みであり，以下の形で与えられる．

ι : E2,1 −→ Ein3

(x, y, z) 7→ [x : y : z : x2 + y2 − z2 : 1]

また，ιとは，ιによって埋め込んだ後に閉包を取るということである．

• C はMinkowski crooked planeであり，C は crooked surfaceである．また，
CはAdS-crooked planeである．

• /{±e}は，矢印の根元の空間を {±e}で同一視すると，矢印の行き先の空間
が得られるということである．
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第 I部

Lorentz幾何学
まずは Lorentz幾何の基礎事項から始めていく．
最初の節では擬Riemann幾何学という，Riemann幾何学の一般化について学習
する．Lorentz幾何学は擬 Riemann幾何学の中の特別な場合である．この節では
今後に必要となる最低限の内容を補う．
次の節では双曲空間と anti-de Sitter空間を定義する．双曲空間はRiemann幾何
学における定曲率−1を持つ空間として定義される．anti-de Sitte空間は Lorentz

幾何学における双曲空間の類似である．それぞれ具体例として，この後にも登場
するH2,Ein3を補った．
その後の節では，Einstein宇宙の定義を行う．Einstein宇宙とは，A.Einsteinが
定義した空間であり，Minkowski空間の conformalなコンパクト化となっている．
Euclid空間は 1点を足すことでコンパクト化できるが，Minkowski空間はそうは
なっていない点に難しさがある．

2 擬Riemann幾何学
まず Riemann幾何学とは，Riemann計量 gと呼ばれる構造を持つ多様体を取
り扱う幾何学の一分野である．言い換えれば，“内積を持つ”多様体を扱うものが
Riemann幾何学である．Riemann計量 gとは，多様体M上の各点に対して，接空
間上に正定値な対称双線形形式を割り当てる対応である．この正定値であること
は非退化かつ半正定値であることと同値になる．そこで，正定値性という仮定を
少し緩めることを考えよう．すなわち，非退化性のみ仮定する．すると，Riemann

幾何学とは似てはいるが，一点に留まり続ける曲線でなくても，その弧長が 0に
なるものが存在する，といった直感に反する様々な結果を得ることができる．こ
れが擬Riemann幾何学であり，中でも Lorents幾何学は擬Riemann計量の指数が
1の場合の幾何学である．
この節では線形代数の基本的な事項について復習し，Riemann幾何学の一般化
である擬Riemann幾何学について述べる．その後に Lorentz幾何学の性質につい
ても紹介し，双曲空間や anti-de Sitter空間と呼ばれる対象の定義への足がかりと
しよう．
この節は主に [12]を参考に執筆した．
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2.1 線形代数の復習

まず最初に擬 Riemann幾何学を考える上で必要となる線形代数の知識を補う．
命題には特に証明を与えないが，必要ならば [12]を参考にするとよい．今節では
V を実ベクトル空間し，b : V × V −→ Rを V 上の対称双線形形式とする．まずは
いくつか道具を定義しよう．

Definition 2.1. ([12], Definition2.17)

1. bが正定値 (positive definite)であるとは，任意の 0でない v ∈ V に対し
b(v, v) > 0が成立することである．

2. bが半正定値 (semipositive definite)であるとは，任意の v ∈ V に対し
b(v, v) ≥ 0が成立することである．

3. bが非退化 (nondegenerate)であるとは，任意の v ∈ V に対して b(v, w) = 0

ならばw = 0が成立することである．

負定値，半負定値についても同様に定義される．正定値であることと半正定値
かつ非退化であることは同値である．

Definition 2.2. ([12], Definition2.18) bの指数 (index)とは，部分空間W ⊂ V

で，b|W が負定値になるようなものの次元の最大値である．この値を Ind V と表す．

指数が 0であることは bが半正定値であることと同値である．
e1, · · · , enをV の基底とする．このとき，bij = b(ei, ej)として，B = (bij)とする．

Lemma 2.3. ([12], Lemma2.19) bが非退化であることと，Bが可逆であることは
同値である．

それでは，内積の一般化となる概念を定義しよう．

Definition 2.4. ([12], Definition2.20) V 上の計量 (metric) gとは，V 上の非退
化な対称双線形形式のことである．

計量についても同様に指数が定義される．指数が 0であるとき，計量は内積と
なる．

Example 2.5. V = R3とする．R3上の計量を

g(v, w) = v1w1 + v2w2 − v3w3

とする．g(v, v) = cで定義される図形を考えよう．c > 0に対して定義される図形
を赤，c < 0に対して定義される図形を青，c = 0に対して定義される図形を黄色
で描くと，次の図のようになる．
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上方向が timelike．右図は左図の断面．

この青，赤，黄の図形を構成するベクトルにそれぞれ名前を付けておきたい．

Definition 2.6. ([12], Definition3.3) v ∈ V について，以下のように定義する．

1. ⟨v, v⟩ > 0であるとき，vは spacelikeであるという．

2. ⟨v, v⟩ < 0であるとき vは timelikeであるという．

3. ⟨v, v⟩ = 0であるとき，vは lightlikeであるとか isotropicであるという．

そしてベクトルの持つ spacelike, timelike, lightlikeといった性質を，causal char-

acterという．

V の lightlikeなベクトル全体を null coneといい，N(V )と書く．また，V を
p+ q次元ベクトル空間とし，Ind V = qとする．このとき，V は (p,q)型ベクト
ル空間であるという．
計量 gに対して v, w ∈ V が直交するとは，g(v, w) = 0となることである．部分
空間W ⊂ V に対して，W に直交する空間は

W⊥ = {v ∈ V ; 任意のw ∈ W に対して g(v, w) = 0}

として定義できる．([12], pp.49) 以下，いくつか性質を与える．

Lemma 2.7. ([12], Lemma2.22)

1. dimW + dimW⊥ = dimV．

2. (W⊥)⊥ = W．

3. g|W が非退化であるとき，V =W ⊕W⊥．
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ベクトル v ∈ V の大きさを

|v| =
√
|g(v, v)|

で定義しよう．([12], pp.50) 根号の中に絶対値が付くのは，計量は負の値を取り得
るからである．
線形空間はその内積に対して正規直交基底を取ることができた．同様に，計量
が定まっていれば，その計量に関して正規直交基底を取ることが可能である．

Lemma 2.8. ([12], Lemma2.24) V ̸= {0}はその計量 gに関する正規直交基底を
持つ．

V の正規直行基底を e1, · · · , enとしたとき，gij = g(ei, ej) = (±δij)ijであるか
らG = (gij)は対角行列となる．

Lemma 2.9. ([12], Lemma2.26) V の gに関する正規直交基底において，timelike

なベクトルの本数は gの指数に一致する．

したがって，非退化な部分空間W ⊂ V に対して，

Ind V = Ind W + Ind W⊥

が成立する．したがって次の系が成立する．

Corollary 2.10. V を (p, q)型ベクトル空間，W ⊂ V を非退化な部分空間とし，
W は (p1, q1)型ベクトル空間，W⊥は (p2, q2)型ベクトル空間とする．このとき，

p = p1 + p2,

q = q1 + q2

が成立する．

また，V は上手く基底をとって，p本の spacelikeなベクトルと q本の timelikeな
ベクトルによって張られるようにできる．
最後に，計量を保つような写像を定義しよう．

Definition 2.11. ([12], pp.51) 線形空間 V1, V2 の計量をそれぞれ g1,g2 とする．
線形写像 f が線形等長写像 (linear isometry)であるとは，f が全単射であり，
v, w ∈ V1に対して次を満たすことである．

g1(v, w) = g2(f(v), f(w))

以上で線形代数の復習を終える．それでは多様体の話に入って行こう．
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2.2 擬Riemann多様体

M を滑らかな多様体とする．

Definition 2.12. ([12], Definition3.1) 滑らかな多様体M 上の計量 (metric) gと
は，任意の p ∈M に対して接空間 TpM 上の非退化な双線形形式

gp : TpM × TpM −→ R

でその指数が一定となるようなものを定める対応である．

Definition 2.13. ([12], Definition3.2) 滑らかな多様体M と計量 gの組 (M, g)

を擬 Riemann多様体 (semi Riemannian manifold，pseudo Riemannian

manifold)という．

gpの指数 νをM の指数という．ν = 0のとき，M をRiemann多様体といい，
dimM ≥ 2かつν = 1のとき，MをLorentz多様体という．すなわち，擬Riemann

多様体はRiemann多様体の一般化となっている．
v, w ∈ TpM に対して，gp(v, w) = ⟨v, w⟩と書く．

Example 2.14. ([12], pp.44-57. [1], §2.2) p + q次元 Euclid空間 Rp+q を考える．
任意の x ∈ Rp+qに対して，

Rp+q ↔ TxM

v =

 v1
...

vp+q

 ↔ vx =

p+q∑
i=1

vi
∂

∂vi

と対応を作ることでRp+q ∼= TxRp+qであった．
ν = qとしたとき，vx, wx ∈ TxRp+qに対して，

⟨v, w⟩ = v1w1 + · · · vpwp − vp+1wp+1 − vp+qwp+q

は計量となる．
この g を持つ Rp+q を Rp,q と書き，擬 Euclid空間 (semi Euclidian space,

pseudo Euclidian space)という．ν = 0のとき，Rp,0 = Rp．n ≥ 2のとき，
Rn−1,1を n次元Minkowski空間 (Minkowski n-space)という．
また計量は行列と自然に対応し，上の計量であれば

1 0 · · ·
0

. . .
... 1

−1 0 · · ·
0

. . .
... −1


∼= Ip ⊕−Iq
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と表せる．
また，擬 Euclid空間Rp,qの nullcone N(Rp,q)をNp,qと表す．
また，Rp,qでベクトルの始点として原点以外も許した空間を affine空間といい，

Ep,qと書く．

さて，M をRiemann多様体とする．このとき，M の部分多様体N もまたRie-

mann多様体となる．実際，各 p ∈ N に対して，TpN ⊂ TpM であり，gpを TpN

へと制限することによってN の計量が得られる．一方で，M が擬Riemann多様
体であるとき，その部分多様体Nは必ずしも擬Riemann多様体になるとは限らな
い．なぜなら，gpの部分空間への制限は必ずしも非退化性を保つとは限らないか
らである．そこで，次の定義を与える．

Definition 2.15. ([12], Definition3.4) NをMの部分多様体とする．M の計量 g

の包含写像 j : N −→M による引き戻し j∗gがN の計量となっているとき，N は
擬Riemann部分多様体 (semi Riemannian submanifold)であるという．

事実として次の補題を与える．

Lemma 2.16. ([12], Lemma3.5) (M,gM), (N,gN)を擬 Riemann多様体とし，π
と σをそれぞれM ×N からM,N への射影とする．このとき

g = π∗(gM) + σ∗(gN)

とすると，(M ×N,g)は擬Riemann多様体となる．

これによって，擬 Euclid空間Rp,qについて，

R1 × · · · × R1︸ ︷︷ ︸
p 個

×R0,1 × · · · × R0,1︸ ︷︷ ︸
q 個

= Rp,q

が成立している．
次に線形等長写像を擬Riemann多様体の話へ拡張しておく．

Definition 2.17. ([12], Definition3.6) 微分同相写像 ϕ : M −→ N が等長写像
(isometry)であるとは，

ϕ∗gN = gM

となっていることである．このような ϕが存在するとき，MとNは等長的である
(isometric)という．

等長写像は微分同相性を仮定しているが，もう少し緩めた概念を定義する．

Definition 2.18. ([12], Definition3.60) 滑らかな写像 ϕ : M −→ N が局所等長写
像 (local isometry)であるとは，任意の p ∈ M に対し，微分写像 dϕpが線形等
長写像となっていることである．
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これは逆関数の定理より，任意のp ∈Mに対してある近傍U ⊂Mでϕ |U : U −→
ϕ(U )が等長写像になっているということである．
次に，等長写像をより一般化した概念について定義をする．

Definition 2.19. ([12], pp.92) 恒等的に正または負であるM 上の滑らかな関数 h

に対し，微分同相写像 ϕ : M −→ N が等角写像 (conformal map)であるとは，

ϕ∗gN = hgM

となっていることである．このとき，M とN は等角である (conformal)という．

特に h = 1のときが等長写像であり，h = −1のときを反等長写像 (anti isom-

etry)という．

2.3 Lorentz線形空間

Definition 2.20. ([12], pp.140) 計量を持つ線形空間 V (dimV ≥ 2)の指数が 1で
あるとき，V をLorentz線形空間 (Lorentzian vector space)であるという．

W をLorentz線形空間 V の部分空間とし，gを V の計量とする．gのW への制
限について次の 3つに分類ができる．([12], pp.141)

1. g |W が正定値であるとき，W は spacelikeであるという．

2. g |W が非退化であるが半正定値でないとき，W は timelikeであるという．

3. g |W が退化しているとき，W は nullであるとか退化 (degenerate)してい
るという．

これらの分類をW の causal characterという．
以降述べる 3つの補題はLorentz幾何のイメージを掴むために役立つ．次のペー
ジの図を参考にしながら証明を読むと分かりやすい．

Lemma 2.21. ([12], Lemma5.26) 次の 3つの主張は同値である．

1. W は timelikeである（すなわちW自身も Lorentz線形空間）．

2. W は 2つの線形独立な nullなベクトルを持つ．

3. W は timelikeなベクトルを含む．

Proof. (1)から (2)を示そう．e1, · · · emをW の正規直交基底とし，e1を timelike

なベクトルとする．このとき，e1 ± e2はどちらも nullとなる．
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Spacelike

Timelike Null

次に (2)から (3)を示す．u, vを線形独立で nullなベクトルとする．このとき，
u± vのいずれかが timelikeとなる．実際，

g(u± v, u± v) = ±2g(u, v)

であり，u, vの線形性から g(u, v) ̸= 0である．
最後に (3)から (1)を示す．z ∈ W を timelikeとしたとき，W⊥ ⊂ z⊥である．z⊥

は spacelikeであるから，その部分空間W⊥も spacelikeとなり，したがってW は
timelikeとなる．

Lemma 2.22. ([12], Lemma5.27) 次の 3つの主張は同値である．

1. W は lightlikeである．

2. W は nullなベクトルを含むが，timelikeなベクトルを含まない．

3. W ∩N(V )は V の nullな直線である．

Proof. (1)から (2)はW に lightlikeなベクトルが 1つしか存在しないことから，前
の補題を適用すればよい．
(2)から (3)もW に lightlikeなベクトルが 1つしか存在しないことから従う．
(3)から (1)を示そう．これは，W は spacelikeにはなり得ず．また前の補題よ
り，timelikeにもならないから，W は lightlikeであると分かる．

次に，Lorentz線形空間の時間的向き付けの話をする．([12], pp.143)

T を Lorentz線形空間 V の timelikeなベクトル全体の集合とする．このとき，
u ∈ T に対して，

Cone(u) = {v ∈ T ; ⟨u, v⟩ < 0}
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を uを含む V の timeconeという．逆側の timeconeは，

Cone(−u) = {v ∈ T ; ⟨u, v⟩ > 0}

で表される．u⊥は spacelikeであるから，T はこれら 2つの timeconeの非交和で
ある．すなわち，

Cone(u) ∪ Cone(−u) = T

である．

Lemma 2.23. ([12], Lemma5.29) v, wを Lorentz線形空間 V の timelikeなベクト
ルとする．v, wが同じ timeconeに含まれることと ⟨v, w⟩ < 0は同値である．

Proof. u ∈ V を timelikeなベクトルで v, wがCone(u)に含まれるようなものとす
る．このとき，

Cone(u) = Cone(v) = Cone(w)

であるから，v ∈ Cone(w)を考えればよい．逆を示そう．仮定より Cone(v) =

Cone(w)は容易に分かり，さらに v ∈ Cone(w)かつw ∈ Cone(v)であることから
分かる．

V の timeconeには 2つの連結成分が存在するが，そのうちどちらか一方を選ぶ
ことを V を時間的に向き付ける (time orient)という．
さて，線形空間の話を一般化しよう．M を Lorentz多様体とし，τ をM 上の関
数で，各 pに対して TpM の timecone τpを割り当てる関数とする．

Definition 2.24. ([12], pp.144-145) 各 p ∈ M に対し，pのある近傍 U 上で滑
らかなM のベクトル場 V で，各 q ∈ U に対して，Vq ∈ τq であるようなものが
存在するとき，τ は滑らかであるといい，このとき τ をM の時間的向き (time-

orienrarion)という．
M上に時間的向きが存在するならば，Mは時間的向き付け可能 (time-orientable)

であるといい，M 上のある時間的向きを選ぶことを，M を時間的に向き付ける
(time orient)という．

Example 2.25. Minkowski空間 Rn,1は時間的向き付け可能である．滑らかなベ
クトル場としては，u1, · · ·un+1をRn+1の自然な座標系としたとき， ∂

∂un+1 成分を
持つものを選んでこればよい．

Lemma 2.26. ([12], Lemma5.32) Lorentz多様体Mが時間的向き付け可能である
ことは，M 上に timelikeなベクトル場Xが存在することと同値である．

Proof. M 上に timelikeなベクトル場が存在するならば，各 p ∈ M に対して，Xp

を含むような timeconeを割り当てればよい．
逆に，τ をM 上の時間的向きとする．τ は滑らかであることより，M の各点 p

に対し，ある近傍U 上に，各 q ∈ U に対して Vq ∈ τqとなるような timelikeなベ
クトル場Xuが存在する．あとは 1の分割を用いて張り合わせればよい．

16



多様体の向き付け可能性と時間的向き付け可能性は独立した概念である．Möbius

の輪と S1 × [0, 1]を考えよ．

Remark 1. ([12], pp.240-241) 時間的向きに対して，空間的向き (space orienta-

tion)という概念もある．これは timelike成分を除いた正定値部分空間に対してベ
クトル空間の通常の向き付けと同様に定義される概念である．

2.4 擬Riemann被覆写像，擬直交群

Γを滑らかな多様体M の微分同相写像群とする．各 p ∈M に対し，

Γp = {φ(p);φ ∈ Γ}

を pの Γによる軌道 (orbit)という．ここで，M を Γによる軌道で同一視した集
合M/Γを次で定義する．

M/Γ = {Γp ; p ∈M}

このとき，k: M −→ M/Γを自然な射影とする．このM/Γが多様体の構造を持
ち，kを被覆写像となるような条件を与える．

Definition 2.27. ([12], Definition7.6)多様体Mの微分同相写像群Γが固有不連続
(properly discontinuous)であるとは，任意のコンパクト集合K ⊂ Xに対し，

{g ∈ Γ ; g(K) ∩K ̸= ∅}

が有限となることである．

被覆変換群は固有不連続である．

Proposition 2.28. ([12], Proposition7.6) Γを固有不連続なMの微分同相写像群と
する．このとき，M/Γには一意的に多様体の構造が入り，そのときk: M −→M/Γ

は被覆写像となる．特に，M が連結のとき，その被覆変換群は Γとなる．

特に，M が単連結であるとき，π1(M/Γ) ∼= Γである．
では，擬Riemann多様体の構造まで入れることを考えよう．

Definition 2.29. ([12], Definition7.11)擬Riemann多様体Mの被覆写像k: M̃ −→
M で，局所等長写像でもあるものを擬Riemann被覆写像という．

Corollary 2.30. ([12], Corollary7.12) Γを固有不連続な擬Riemann多様体M の
等長写像群とする．このとき，M/Γには一意的に擬 Riemann多様体の構造が入
り，そのとき k: M −→ M/Γは擬Riemann被覆写像となる．またM が連結のと
き，その被覆変換群は Γとなる．
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被覆写像と向き，時間的向きの関係について与えた補題が次である．

Lemma 2.31. ([12], Proposition9.11) M を連結な擬Riemann多様体，ΓをM に
固有不連続に作用する等長写像の離散群， : M −→ M/Γを擬 Riemann被覆とす
る．このとき，M/Γが向き付け可能 [resp. 時間的向き付け可能]であることは，M
が向き付け可能 [resp. 時間的向き付け可能]かつ Γが向き [resp.時間的向き]を保
つことと同値である．

次に，M = Rp,qの等長写像群O(p, q)を次で定義する．([12], pp.234)

{g ∈ GL(p+ q;R) ; ⟨gv, gw⟩ = ⟨v, w⟩}

ただし，⟨ , ⟩はRp,qの計量とする．これは一般線形群 GL(p+ q;R)の閉部分群と
なっているから，Lie群である．これを擬直交群 (Semi orthogonal group)とい
い，直交群の一般化となっている．
ここで，εを

ε = Ip ⊕−Iq
と定める．

Lemma 2.32. ([12], Lemma9.2) 次は同値である．

1. g ∈ O(p, q)．

2. gT εg = ε．

3. gの列ベクトルまたは行ベクトルはRp+qの正規直交基底となる．ただし，最
初の p本のベクトルは spacelikeであり，後ろの q本のベクトルは timelikeで
ある．

4. gは正規直交基底を正規直交基底へと移す．

では q ̸= 0として，a ∈ O(p, q)を

a =

(
aS b

c aT

)
と表す．ただし，aT は q × q行列で，aSは p× p行列とする．

Definition 2.33. ([12], Definition9.5) a ∈ O(p, q)を上記のように分割したとき，a
が time orientationを保つ [resp. 保たない]とは，det aT > 0[< 0]となることで
ある．また，aがspace orientationを保つ [resp. 保たない]とは，det aS > 0[< 0]

となることである．

実はO(p, q)は 4つの連結成分に分割できるが，これは det aT と det aSの符号と
対応している．これをそれぞれO++(p, q), O+−(p, q), O−+(p, q), O−−(p, q)と表す．
ただし，1つ目の符号は det aSの，2つ目の符号は det aT の符号と対応している．
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3 双曲空間とanti-de Sitter空間
この節では双曲空間 Hnと anti-de-Sitter空間 AdSnについて定義をする．
まず，双曲空間Hnとは定曲率−1を持つRiemann多様体であり，定曲率 1を持
つRiemann多様体である球面 Snと同様に自然な概念である．Lorentz幾何におけ
るEuclid空間としてMinkowski空間が定義されたが，anti-de Sitter空間はいわば
Lorentz幾何における双曲空間である．それゆえ双曲空間と anti-de Sitter空間の
間には似た性質が成り立っている．
いずれも最初は一般の形で定義を行い，具体例としてH2およびAdS3の場合を
考察する．この 2つのモデルは後々にも深く考察を行うが，この節においては一
般的な話に留めている．
この節は主に [4]を参考に執筆した．

3.1 双曲空間

この節の定義や性質は主に [4]の §2.2.1, §2.2.2による．
p = n, q = 1とし，このとき Rn,1 の計量を η = In ⊕ −I1 とする．双曲空間

(hyperbolic space) Hnを以下で定義する．

Hn := {x ∈ Rn,1 ; xTηx = −1, xn+1 > 0}

xTηx = −1は連結成分が 2つの双曲面を定義し，その一方をHnとするのである．
したがって xn+1 > 0の仮定については，xn+1 < 0としても問題ない．
x ∈ Hnにおける接空間 TxHnは x⊥ ⊂ Rn,1に一致する．ただし，

x⊥ = {y ∈ Rn,1 ; xTηy = 0}

である．したがって，TxHnの計量はRn,1の計量を x⊥に制限したものとして定義
できる．また x ∈ Hnは timelikeであるから，x⊥では計量が正定値となることを
確認しておく．つまり，HnはRiemann多様体となる．
Hnの等長写像群を考えよう．Rn,1の等長写像群は

O(n, 1) = {g ∈ GL(n+ 1;R) ; gTηg = η}

である．よって，Hnの等長写像は，O(n, 1)を {±e}で割ったものである．すなわち

Isom(Hn) = PO(n, 1)

= O(n, 1)/{±e}
= {g ∈ GL(n+ 1;R) ; gTηg = η}

である．
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定義から，HnはRnの 1次元部分空間と交わる時，その交点の数は 1である．し
たがって，双曲空間は

Hn := {x ∈ Rn+1 ; xTηx < 0}/R× ⊂ RPn

とも定義できる．ただし，R× = R \ {0}である．したがって，双曲空間とは射影
空間の部分集合として考えることもできる．
さて，Hnの理想境界 (ideal boundary) ∂∞Hnを次で定義する．

∂∞Hn := {x ∈ Rn+1 ; xTηx = 0}/R× ⊂ RPn

PO(n, 1)はHnも保つから，∂∞Hnも保つ．

Proposition 3.1. ([4], Proposition2.4) Hn の測地線は ∂∞Hn 上の異なる 2点に
よってただ 1つに決定される．

n = 2とする．このとき双曲空間の測地線は簡単に調べることができる．
v ∈ R2,1を spacelikeなベクトルとする．このとき，v⊥とH2は必ず交わりを持
ち，その交わりがH2の測地線となる．

双曲空間H2にはいくつかの等価なモデルが存在しており，どれもよく活用する．

Example 3.2. (上半平面モデル, [4], §2.2.3. [15], §2.1)
H2はCの上半平面にある計量を入れたものと等長的である．すなわち，

H2 ∼= {z = x+ iy ∈ C ; Im z = y > 0}

であり，対応する計量は

h =
dx2 + dy2

y2

である．これを上半平面モデル (upper half-plane model)という．
上半平面モデルの等長写像類群はPSL(2;R)であり，これはMöbius変換として
作用する．すなわち (

x y

u v

)
(z) =

xz + y

uz + v

である．また，このモデルにおける測地線は，上半平面の理想境界である実軸上
に中心を持つ円，または虚軸に平行な直線と上半平面の共通部分である．
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Example 3.3. (Poincaré円板モデル, [15], §2.2)
H2はCの単位円板とも等長的である．すなわち，

H2 ∼= {z ∈ C ; |z| < 1}

であり，対応する計量は

h =
4(dx2 + dy2)

(1− |z|2)2

である．
このモデルは簡潔にいえば最初に定義したH2と (0, 0,−1)を結ぶ直線と xy平面
の交点である．
また，このモデルにおける測地線は円板の理想境界である S1と直行するような
直線や円と円板の共通部分である．

3.2 Anti-de Sitter空間

この節の定義や性質は主に [4]の §2.3.1, §2.3.2による．
Anti-de Sitter空間は双曲空間の類似として構成することができる．
Rn,1の計量を θ = In ⊕−I1とする．まず先ほどの定義で双曲空間は 2枚の双曲
面の一方のみとして

Hn := {x ∈ Rn+1 ; xT θx = −1, xn+1 > 0}
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のように定義された．すなわち，対蹠点どうしを同一視することによって

Hn := {x ∈ Rn,1 ; xT θx = −1}/{±e}

と双曲空間を定義することもできる．
ここで，Rn−1,2の計量を

η = In−1 ⊕−I2

とする．このとき，

AdSn := {x ∈ Rn−1,2 ; xTηx = −1}/{±e}

を anti-de Sitter空間 (anti-de Sitter space)という．
x ∈ AdSn における接空間 TxAdS

n は x⊥ ⊂ Rn−1,2 に一致する．したがって，
TxAdS

n の計量は Rn−1,2 の計量を x⊥ に制限したものとして定義できる．ここで
x ∈ AdSnは timelikeであるから，x⊥は Lorentz計量を持つことを確認しておく．
つまり，AdSnは Lorentz多様体となる．
AdSnの二重被覆 ÂdSnは

ÂdSn := {x ∈ Rn−1,2 ; xTηx = −1}

で与えられる．Rn−1,2の座標系を x1, · · · , xn+1とすると，

xTηx = −1⇐⇒ x21 + · · · x2n−1 + 1 = x2n + x2n+1

これは各 (x1, · · · , xn−1)に対して S1が決定することを主張している．したがって，
ÂdSnはRn−1 × S1に微分同相である．

Proposition 3.4. ([4], pp.22) AdSnは nが偶数のとき向き付け可能でないが，n
が奇数のときは向き付け可能である．また，AdSnは時間的向き付け可能である．

Proof. 補題 2.31を用いる．今回はM = ÂdSn,Γ = {±e}である．また，ÂdSnは
向き付け可能かつ時間的向き付け可能である．
det(−e)の符号は nの偶奇によって変化するから，向き付け可能性も変化する．
しかし，いずれの場合も timelike成分の行列式の値は 1であるため，時間的向き
付け可能である．

AdSnの等長写像は，ηを保つ線形変換全体を {±e}で割ったものである．すな
わち

Isom(AdSn) = PO(n− 1, 2)

= O(n− 1, 2)/{±e}
= {g ∈ GL(n+ 1;R) ; gTηg = η}/{±I}
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である．
定義から，ÂdSnはRnの 1次元部分空間と交わる時，その交点の数は 2である．
したがって，双曲空間と同様に，anti-de Sitter空間を

AdSn := {x ∈ Rn+1 ; xTηx < 0}/R× ⊂ RPn

とも定義できる．
さて，AdSnの理想境界 (ideal boundary) ∂∞AdSnを次で定義する．

∂∞AdSn := {x ∈ Rn+1 ; xTηx = 0}/R× ⊂ RPn

PO(n− 1, 2)はAdSnを保つから，∂∞AdSnも保つ．

Example 3.5. (PSL(2;R)モデル, [4], §2.3.3)
n = 3の場合を考える．簡単な座標変換を行う．

R2,2 ∼= M(2;R)
x1
x2
x3
x4

 ←→

(
x3 + x1 x2 + x4
x2 − x4 x3 − x1

)
=: g

この変換によって，xTηx = − det gとなる．したがってAdS3は，行列式の値が
1となるような行列全体を {±e}で割ったものであると考えられる．すなわち，

AdS3 ∼= PSL(2;R)

である．
AdS3の計量を計算すると，g1, g2 ∈ PSL(2;R)に対して，

⟨g1, g2⟩ = −
1

2
tr(g1g

−1
2 )

となる．したがって，

G0 := PSL(2;R)× PSL(2;R)

のAdS3への共役作用，すなわち (g1, g2)h = g1hg
−1
2 の作用は計量を保つ．実際，

⟨(g1, g2)h1, (g1, g2)h2⟩ = ⟨g1h1g−1
2 , g1h

−1
2 g−1

2 ⟩

= −1

2
tr(g1h1g

−1
2 g2h

−1
2 g−1

1 )

= −1

2
tr(g1h1h

−1
2 g−1

1 )

= −1

2
tr(h1h

−1
2 )

= ⟨h1, h2⟩
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である．
e ∈ PSL(2;R)を取リ，eのイソトロピー群をH < G0とする．ただし，イソト
ロピー群とは eを固定するような作用を与えるG0の部分群である．これを計算す
ると，

H = {(X, Y ) ∈ G0 ; X = Y } ∼= PSL(2;R)

である．よって，PSL(2;R)は PSL(2;R)に内部自己同型として作用する．
また ÂdS3 = SL(2;R)であり，R2 × S1に微分同相であるから，ÂdS3はしばし
ばソリッドトーラスの内部として描かれる．

4 Einstein宇宙 Einn+1

この節では Einstein宇宙と呼ばれる対象を定義する．これはA.Einsteinが模範
的な宇宙のモデルとして考案した空間であり，したがって Einstein宇宙はしばし
ば Einstein宇宙とも呼ばれる．これはMinkowski空間の conformalなコンパクト
化にもなっており，Riemann幾何における Euclid空間の conformalなコンパクト
化の類似として考えることができる．
特に重要な対象は Ein2,Ein3であり，anti-de Sitter空間との関連も深い．した
がって何度も具体例として取り上げ，その性質を確認していく．
この節は主に [1]を参考に執筆した．

4.1 Einstein宇宙の定義

この節の定義や性質は主に [1]の §2.3による．
Rn+1,2の計量を In+1 ⊕−I2と定義すると，Nn+1,2は以下で定義される．

x21 + · · ·+ x2n+1 = x2n+2 + x2n+3

この nullconeから原点を取り払ってR×で割ったものをEinstein宇宙 (Einstein

space, Einstein universe)といい，Einn+1と書く．すなわち

Einn+1 := (Nn+1,2 \ {0})/R× ⊂ RPn+2

である．Einstein宇宙を考える上で，その二重被覆 Êinn+1を考えると便利である．
すなわち

Êinn+1 := (Nn+1,2 \ {0})/R+ ⊂ Sn+2

である．
(x1, · · · , xn+3) ∈ Rn+1,2をR+で割った空間の座標を (x1 : · · · : xn+3)と表し，R×

で割った空間の座標を [x1 : · · · : xn+3]と表す．特に，R×で割った空間の座標を斉
次座標 (homogeneous coordinate)という．
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では Êinn+1の具体的な形を調べよう．最後に R+で割ることを考えるから x ∈
Nn+1,2 \ {0}をとると，x2n+2 + x2n+3 ̸= 0である．各座標を

√
x2n+2 + x2n+3で割るこ

とで，
x21 + · · ·+ x2n+1 = x2n+2 + x2n+3 = 1

としてよい．したがって，Êinn+1 ∼= Sn × S1．
以上より，Einn+1 = Êinn+1/{±e} ∼= (Sn × S1)/{±e}となる．これは Sn × S1

をそれぞれの対蹠点で同一視することである．
Einn+1には具体的な計量は定められていない．しかし Einn+1はRn,1の confor-

malなコンパクト化となっている (後の節で確かめる)ため，spacelikeや timelike，
lightlikeといった言葉は意味を持つ．
では Einn+1で扱う対象についていくつか定義をしよう．

Definition 4.1. P をRn+1,2の 2次元部分空間で，任意の v ∈ P に対し ⟨v, v⟩ = 0

であるものとする．この P を Einn+1へ射影したものを photonという．

各 photonはEinn+1の曲線に対応しており，RP1と同一視できる．また，p, q ∈
Ein3がある 1つの photonに含まれているとき，incidentであるという．

Definition 4.2. Rn+1,2のベクトル vに対して決定する 3つの対象がある．その対
象は vの causal characterによって変化する．

v ∈ Rn+1,2を nullなベクトルとすると，Rvは nullな直線である．RvのEinn+1へ
の射影は，Einn+1の 1点に対応する．これを pとする．このとき，

L(p) = (v⊥ ∩Nn+1,2)/R×

を lightconeという．

次に v ∈ Rn+1,2を spacelikeなベクトルとしたとき，

(v⊥ ∩Nn+1,2)/R×

をEinstein hypersphereという．

最後に，v ∈ Rn+1,2を timelikeなベクトルとしたとき，

(v⊥ ∩Nn+1,2)/R×

を spacelike hypersphereという．

それぞれの対象の性質を見ていこう．

1. v⊥ ⊂ Rn+1,2はRvを含む，計量が退化した n+2次元空間となる．L(p)の特
異点は pのみであり，L(p) \ {p} ∼= R× Sn−1である．
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また，photon全体を Phon,1としたとき，

L(p) = {ϕ ∈ Phon,1; p ∈ ϕ}

と定義することもできる．

2. Einstein hypersphereは一つ次元が下がったEinstein宇宙，すなわちEinnと
同一視できる．実際，v⊥ ⊂ Rn+1,2 は (n, 2)型部分空間となっているから，
v⊥ ∩Nn+1,2 ∼= Nn,2である．

3. Speacelike hypersphereは Snに同相である．実際，v⊥ ⊂ Rn+1,2は (n+ 1, 1)

型部分空間となっており，v⊥ ∩ Nn+1,2 ∼= Nn+1,1である．したがって，x =

(x1, · · · xn+2) ∈ Nn+1,1 \ {0}に対して，

x1
2 + · · ·+ xn+1

2 = xn+2(
x1
xn+2

)2

+ · · ·+
(
xn+1

xn+2

)2

= 1

であるから，これは Snに同相である．

最後に，Einn+1 \ L(p)は En+1に conformalに同型である．これをMinkowski

patchという．

4.2 Ein2

それでは n = 1，すなわち Ein2について調べていく．この節の定義や性質は主
に [1]の §2.4による．

4.2.1 Ein2の位相

Ein2 ∼= (S1 × S1)/R×であり，これはトーラスに微分同相となる．
実際に計算してみよう．

N2,2 = {(x, y, u, v) ∈ R2,2 ; x2 + y2 = u2 + v2}

を射影化する．原点は省くので，先ほどまでと同様の議論で

x2 + y2 = u2 + v2 = 1

としてよい．すなわち，

N2,2/R+ = {(cos θ : sin θ : cosϕ : sinϕ) ; θ, ϕ ∈ R} ⊂ Êin2

である．もう一段階射影したとき，同一視されるのは次．

(cos θ : sin θ : cosϕ : sinϕ)～(cos(θ + π) : sin(θ + π) : cos(ϕ+ π) : sin(ϕ+ π))

よって，Ein2は以下の基本領域を矢印に沿って貼り合わせて得られる．
したがって，Ein2はトーラスに微分同相となる．
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4.2.2 Ein2の lightcone

L(p)は pに交わる 2つの photonから成る．
これも実際に計算してみよう．p ∈ Ein2を代表する lightlikeなベクトルを v =

(1, 0, 1, 0)とすると，

v⊥ ∩N2,2 = {(x, y, x, v) ∈ R2,2; y2 = v2}

である．これを射影すると，

(v⊥ ∩N2,2)/R+ = {(cos θ : sin θ : cos θ : ± sin θ)}

あとは上図と同じ矢印によって張り合わせを行えばよい．これは，トーラスのmerid-

ianと longitudeとなっており，確かに pに交わる 2つの photonから成っている．
これより，Ein2は L(p)を構成する 2つの photonによる葉層構造を持つ．各葉層
構造の leaf spaceはRP1と特徴づけることができる．

4.2.3 2つの hypersphere

Einstein hypersphereと spacelike hypersphereについても同様にして計算可能で
ある．詳しい計算過程は省略するが，Êin2において，spacelike hypersphereに対
応するものを赤線，Einstein hypersphereに対応するものを青線，light coneに対
応するものを黄線として以下に示した．あとは基本領域を考え，矢印に沿った貼
り合わせを行えば Ein2における図を得ることができる．

4.3 Ein3

次に n = 2，すなわちEin3について調べていく．この節の定義や性質は主に [1]

の §2.5による．
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4.3.1 Ein3の lightcone

Ein3の lightconeはpinched torusに同相である．実際に確かめてみよう．lightlike
なベクトルとして v = (1, 0, 0, 1, 0)を取る．このとき

v⊥ ∩N3,2 = {(x, y, z, x, v) ; y2 + z2 = v2}

である．これをR+で割ると，

(v⊥ ∩N3,2)/R+ = {(x
v
: cos θ : sin θ :

x

v
: 1)} ∪ {(±1 : 0 : 0 : ±1 : 0)}

ここで，t = x
v
とすると，上の集合は

{(t : cos θ : sin θ : t : 1)} ∪ {(±1 : 0 : 0 : ±1 : 0)}

あとは t → ±∞を考えると，(t : cos θ : sin θ : t : 1)は (±1 : 0 : 0 : ±1 : 0)へと収
束する．最後にEin3に射影することで (±1 : 0 : 0 : ±1 : 0)は同一視され，pinched

torusが見える．

4.3.2 2つの lightconeの交わり

Ein3でのみ現れる対象について定義を行う．

Definition 4.3. R3,2の (2,1)型部分空間の null coneを射影したものを spacelike

circleという．同様にR3,2の (1,2)型部分空間の null coneを射影したものを time-

like circleという．

実際，(2,1)型部分空間W を次のように定める．

W = {(x, y, 0, u, 0) ; x, y, u ∈ R} ⊂ R3,2

このとき，
N(W ) =

{
(x, y, 0, u, 0) ; x2 + y2 = u2

}
⊂ R3,2
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であり，これを Ein3へ射影して斉次座標で見よう．

[x : y : 0 : u : 0] =
[x
u
:
y

u
: 1 : 0 : 0

]
であって，

(
x
u

)2
+
(
y
u

)2
= 1だから，{

x
u
= cos θ

y
u
= sin θ

とすることで，(N(W ) \ {0})/R×は，

{[cos θ : sin θ : 1 : 0 : 0] ; θ ∈ R} ⊂ Ein3

となり，これは円となっている．
さて，p ̸= qであるような p, q ∈ Ein3を取る．p, qが incidentでないとき，L(p)∩

L(q)は spacelike circleとなっている．実際に確かめよう．lightlikeな 2本のベク
トル

v = (1, 0, 0, 1, 0), w = (1, 0, 0, 0, 1)

が，それぞれ p, q ∈ Ein3を代表しているとする．このとき

v⊥ ∩ w⊥ ∩N3,2 = {(x, y, z, x, x); y2 + z2 = x2}

であり，R×で割ると，

{[1 : cos θ : sin θ : 1 : 1] ; θ ∈ R} ⊂ Ein3

これは spacelike circleとなっている．
また，p, qが incidentである，すなわち同じphotonに含まれるとき，L(p)∩L(q)
は p, qを含む唯一の photonとなる．

4.3.3 Einstein hypersphere

Ein3の Einstein hypersphereを求めよう．spacelikeな v = (1, 0, 0, 0, 0)に対し，

v⊥ ∩N3,2 = {(0, y, z, u, v); y2 + z2 = u2 + v2}

となる．これをR×で割ると，

(v⊥ ∩N3,2)/R× = {[0 : cos θ : sin θ : cosϕ : sinϕ] ; θ, ϕ ∈ R}}

となり，これはN2,2/R×の時と同様に，S1 × S1とみなせる．すなわち，Ein2と
同じものが出てくる．
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4.4 Rn,1の conformalなコンパクト化

Rnは conformalにSnに埋め込むことができ，更に 1点を補うことでコンパクト
化も可能である．では Lorentz幾何においてこの操作はどうなっているだろうか．
実はRn,1は conformalにEinn+1に埋め込むことができ，また点を補うことによっ
てコンパクト化が可能である．これは Penrose [13]のアイデアによる
まず最初にRiemann幾何の場合で埋め込み，コンパクト化がどうなっているか
を調べ，その後にMinkowski空間の場合で調べる．その後は実際に n = 1, 2の場
合でMinkowski空間の埋め込みがどうなっているかを調べる．

4.4.1 Riemann幾何の場合 Sn

この節の定義や性質は主に [1]の §3.1による．
Comformal Riemannian sphere SnはNn+1,1の射影化によって定義される．実際，

Nn+1,1/R× = {[v1 : · · · : vn+1 : 1] ; v
2
1 + · · ·+ v2n+1 = 1} ∼= Sn

である．
この Sn に conformalな構造を定義しよう．Sn の開集合 U に対し，局所切断

σ : U −→ Rn+1,1 \ {0}を取る．これによってU 上には σによる Lorentz計量の
引き戻しとして計量が定まる．この計量は σの取り方によって変化するが，その
comformal classは σの取り方によらない．実際，任意の局所切断はR×に値をと
るU 上の関数を用いて σ′ = fσと書ける．そのとき，

gσ′ = f 2gσ

となるから，誘導された計量は conformalに同値となる．したがって Sn上に con-

formalな構造を定義することができた．
Nn+1,1はO(n+1, 1)によって不変であるから，その射影であるSnはPO(n+1, 1)

の作用によって不変である．すなわち，PO(n+ 1, 1)は Snの conformalな自己同
型写像の群である．
では Enを Snに conformalに埋め込むことを考える．その前に，まずはNn+1,1

に埋め込む．Rn+1,1の計量を

In ⊕−
1

2

(
0 1

1 0

)
とする．このとき，埋め込み En ↪→ Nn+1,1を

En −→ Nn+1,1

x 7→

 x

⟨x, x⟩
1


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とすると，これは埋め込みになっている．この埋め込みとNn+1,1 −→ Snの射影を
合成することで，Enを Snに conformalに埋め込むことができる．
Enを Snへ埋め込んだ際の像の補集合は 1点である．それではこの“穴”を補
うことを考えよう．これはEnの単位球についての反転 (inversion)を用いて考え
ることができる．これは En \ {0}上で

x 7→ 1

⟨x, x⟩
x

として表される．
これはRn+1,1上で

In ⊕

(
0 1

1 0

)
と表される．実際，

1

x2 + y2 + z2

xy
z

 7→


x
x2+y2+z2

y
x2+y2+z2

z
x2+y2+z2

1
x2+y2+z2

1

 =


x

y

z

1

x2 + y2 + z2


である．
ここで，“穴”とは原点の inversionであり，その斉次座標は

[0n : 1 : 0]

である．これを無限遠点 (improper point)といい，p∞で表す．したがって，

En ∪ {p∞} = Sn

となる．

4.4.2 Lorentz幾何の場合 Einn+1

この節の定義や性質は主に [1]の §3.2による．
ここからが本題である．基本的には先ほどのケースと同様に議論が進む．まず，

Rn+1,2の計量を

In ⊕−I1 ⊕−
1

2

(
0 1

1 0

)
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とする．このとき，先ほどの場合と似たように，ι : En,1 −→ Einn+1を作る．先ほ
どと同様に

En,1 −→ Nn+1,2

x 7→

 x

⟨x, x⟩
1


とすると，これはEn,1のNn+1,2への埋め込みである．あとはこれをR×で割る
ことによって Einn+1への埋め込みを考えることができる．
再び先ほどのケースと似たように，PO(n + 1, 2)は Einn+1の conformalな自己同
型写像の群である．
さて，では En,1を Einn+1へ埋め込んだ時の像の補集合について考察をしてい
こう．
p0 ∈ Einn+1を斉次座標 [0n+1 : 0 : 1]に対応する原点とする．Lorentzian unit

sphere

S = {x ∈ En,1 ; ⟨x, x⟩ = 1}

に関する En,1 \Nn,1上の inversionを

IS : x 7→ 1

⟨x, x⟩
x

と定義する．これは Einn+1において，

In+1 ⊕

(
0 1

1 0

)

である．IS は本来は En,1 \Nn,1上の写像であるが，Einn+1における inversionも
同じ記号で表すとする．
IS によって Einn+1 \ ι(En)の点へ飛ばされる点全体の集合を考えよう．
まず，Riemann幾何の場合の類似から，En,1において計量が 0になるような点
全体の埋め込みを inversionで飛ばそう．
まず，

Laff(p0) = {v ∈ En,1; ⟨v, v⟩ = 0}

を 0のまわりの affine lightconeという．
したがって，

IS (ι(Laff(p0))) = {[v : 1 : 0] ; ⟨v, v⟩ = 0}

である．
しかし，まだ補集合には inversionによって埋められていない点が存在している．
今ここまでで議論していたのは En+1 ∪ ι(En,1)の点である．これは，n+ 2または
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n+3番目の成分が 0とならないような点全体である．したがって，残る点は n+2

かつ n+ 3番目の成分が 0であるような点の集合である．すなわち

{[v : 0 : 0] ; ⟨v, v⟩ = 0} ⊂ Einn+1

であり，これは実質 Rn,1の null coneである．上の集合の射影化を ideal sphere

といい，S∞と表す．ここで，S∞ ∼= Sn−1である．実際，

v = (v1, · · · , vn+1)

としたとき，ideal sphereは

S∞ = {[v1 : · · · : vn+1 : 0 : 0] ; v21 + · · · v2n = v2n+1} ⊂ Einn+1

である．条件式の両辺を v2n+1で割って，

vi
vn+1

= Vi (i = 1, · · · , n)

とすると，

S∞ = {[V1 : · · · : Vn : 1 : 0 : 0] ; Vi ∈ R (i = 1, · · · , n)} ⊂ Einn+1

であり，これは Sn−1に同相である．
また，

S∞ ∪ IS ι(Laff(p0)) = L(p∞)

である．S∞と IS (Laff(p0))は先ほど計算したから，L(p∞)を計算する．

p∞ = [0 : · · · : 0 : 1 : 0]

であり，対応するR3,2の nullな直線は

v = (0, · · · , 0, 1, 0)

によって張られる．したがって，

v⊥ ∩N3,2 = {(v1, · · · , vn+2, 0) ; v
2
1 + · · · v2n = v2n+1} ⊂ R3,2

であるから，これを Einn+1へ射影して，

L(p∞) = {[v1 : · · · : vn+2 : 0] ; v
2
1 + · · · v2n = v2n+1}

= {[v1 : · · · : vn : vn+1 : 1 : 0] ; v21 + · · · v2n = v2n+1}
∪{[V1 : · · · : Vn : 1 : 0 : 0] ; V 2

1 + · · ·V 2
n = 1}

= IS (Laff(p0)) ∪ S∞

33



である．ただし，
Vi =

vi
vn+1

(i = 1, · · ·n)

とした．
また，次の命題は Einn+1がMinkowski空間に lightconeを補ったものだという
ことを示している．

Corollary 4.4.

Einn+1 = En+1 ∪ L(p∞)

Proof.

Einn+1 = En,1 ∪ IS ι(Laff(p0)) ∪ S∞ = En,1 ∪ L(p∞)

4.4.3 具体例による確認

この節では具体的に n = 2, 3の場合で E2,1のコンパクト化を見ていく．

Example 4.5. (n = 2の場合)

R2,2の計量を

I1 ⊕−I1 ⊕−
1

2

(
0 1

1 0

)
とする．

E1,1 −→ N2,2 −→ Ein2

(x, y) 7→


x

y

x2 − y2

1

 7→


x

y

x2 − y2

1


という conformalな埋め込みを考える．
まず，この少し変わった計量が入ったR2,2において null coneは

N2,2 = {(x, y, u, v) ; x2 = y2 + uv}

で定義されている．ここで {
U = 1

2
(u+ v)

V = 1
2
(u− v)

とすると， {
u = U + V

v = U − V
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である．このとき，N2,2は

N2,2 = {(x, y, U + V, U − V ); x2 + V 2 = y2 + U2}

と表せる．これをR+で割ると，
x = cos θ

y = cosϕ

U = sinϕ

V = sin θ

とでき，

N2,2/R+ = {(cos θ : cosϕ : sin θ + sinϕ : sinϕ− sin θ) ; θ, ϕ ∈ R}

である．
まず E1,1の像は Êin2において次の図の薄青部 (+1成分)と薄赤塗部 (−1成分)

のようになっている．

これを示していく．まず，E1,1における spacelike, timelike, lightlikeな直線がそれ
ぞれ Êin2においてどこに対応しているかを調べよう．まず，E1,1における spacelike

な直線で最も自明なものは，

{(t, 0) ∈ E1,1; t ∈ R}

で表すことができる．これをN2,2へ埋め込むと，

{(t, 0, t2, 1) ∈ R2,2; t ∈ R}

となり，R+で割ると各成分を三角関数を用いて表すことができる．．k > 0なる定
数 kを用いて， 

kt = cos θ

0 = cosϕ

kt2 = sinϕ+ sin θ

k = sinϕ− sin θ
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とすると，k = 2
t2+1
となり，

ϕ ≡ π

2
(mod π)

cos θ =
2t

t2 + 1
, sin θ =

t2 − 1

t2 + 1

すると，次のようになる．

Êin2は二重被覆であるから，もう一方に対応する方も書き入れると以下のよう
になる．

同様に timelikeな直線で自明なもの，lightlikeな直線を書き込んでいこう．計算
を省略して結果だけ記述すると，下のようになる．ただし，青い直線が timelikeな
直線，黄色い直線が lightlikeな直線である．

ではより一般にE1,1をN2,2へと埋め込んでR+で割ったとしよう．そのとき，各
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成分は三角関数を用いて表すことができ，k > 0なる定数 kを用いて
kx = cos θ

ky = cosϕ

k(x2 − y2) = sinϕ+ sin θ

k = sinϕ− sin θ

となる．実はこのようにE1,1を埋め込んだとき，Êin2上には定義されない点が存
在している．すなわち，ある k ̸= 0と x, y ∈ Rに対して上の式が成立しないよう
な θ, ϕが存在している．それは次の点である．

1. sinϕ− sin θ = 0なる点

2. x2 − y2 ̸= 0 かつ sinϕ+ sin θ = 0なる点

である．
(2)を満たすような点は存在しない．実際，sin θ + sinϕ = 0を満たす θ, ϕの条
件は，

ϕ = −θ + 2nπ , θ + (2n+ 1)π (n ∈ Z)

である．しかし，このとき x2 − y2 = cos2 θ − cos2 ϕ = 0となる．
次に，(1)を満たす点は，

ϕ = θ，π − θ

である．これも図に書き込んでいこう．ただし白い穴抜きの点および紫の線で記
入した．

ではこれらを埋めていくことを考えよう．

1. 紫の線と p∞については，lightconeの θを−θと置換することで埋めること
ができる．これによって，

cos θ 7→ cos θ,

cosϕ 7→ cosϕ,

sinϕ+ sin θ 7→ sinϕ− sin θ,

sinϕ− sin θ 7→ sinϕ+ sin θ
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と座標は移され，これは lightconeの inversionに対応している．ここで，p∞ =

[0 : 0 : 0 : 1 : 0]である．

2. 残る点は θ = kπ，ϕ = lπの点であるが，これは x2 − y2 = 0であるような
(x, y)に対して 

kx = cos θ

ky = cosϕ

0 = sinϕ+ sin θ

0 = sinϕ− sin θ

を計算すればよい．これは ideal circle S∞上の点に対応している．

よって Ein2 = E1,1 ∪ L(p∞)であることは示された．

上の結果を踏まえると，

1. spacelike(timelike)な直線で自明なものの閉包を考えたとき，境界として現
れるのは p∞．

2. lightlikeな直線で自明なものの閉包を考えたとき，境界として現れるのはS∞

上の点である．

一般の spacelike(timelike)な直線の閉包を考えたときの境界もまた p∞となってい
るが，簡単に示せるため証明は省略する．

Example 4.6. (n = 3の場合)

R3,2の計量を

I2 ⊕−I1 ⊕−
1

2

(
0 1

1 0

)
とする．

E2,1 −→ N3,2 −→ Ein3

(x, y, z) 7→


x

y

z

x2 + y2 − z2

1

 7→


x

y

z

x2 + y2 − z2

1


38



という conformalな埋め込みを考える．この埋め込みを理解するために，簡単な座
標変換を行う．

N3,2 = {(x, y, z, u, v); x2 + y2 = z2 + uv}

において {
U = 1

2
(u+ v)

V = 1
2
(u− v)

とすると {
u = U + V

v = U − V

である．これによって，R3,2は自然な計量の入った擬 Euclid空間と見ることがで
きる．したがってN3,2は

N3,2 = {(x, y, z, U + V, U − V ); x2 + y2 + V 2 = z2 + U2}

と表せる．R+で割ったとき，各座標は

x = sin θ cosϕ

y = sin θ sinϕ

V = cos θ

z = cosψ

U = sinψ

とできる．
この座標変換のもと，E2,1は Êin3 ∼= S2 × S1にどう埋め込まれているかを計算
すると，次の図のようになる．
(外側の円が S1で，中に書かれているのが S1の各点に対応する S2の様子であ
る．図中の赤い矢印はS1上の点を反時計回りに動かしていったときの lightconeの
変化の仕方を示している．）
一方の Minkowski patchに注目しよう．S1 の点を 1つ固定したとき，片方の

Minkowski patchの埋め込みに対応するのは，S2の”南極”の点からL(p∞)上の点
までの部分である．これは円板とみなすことができる．(ちなみに”南極”の点から
L(p0)上の点までの部分は timelikeな成分に対応している．)

ここで S1上の点を動かして円板を重ねていくと，次のような図ができる．Ein3

はこの図の p∞をすべて 1点に同一視し，L(p∞)に適切に同値関係を入れたものに
なっている．
ではE2,1の平面で spacelikeなもの，timelikeなもの，nullなものをそれぞれEin3

に埋め込み，閉包を取ろう．([1], §3.3.2)
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Ein2の場合と同様に，spacelike(timelike)な直線の閉包における境界は p∞で，
lightlikeな直線の閉包における境界は S∞上の点である．spacelike(timelike)な直
線の閉包は spacelike(timelike) circleとなっている．

1. spacelikeな平面において任意の直線は spacelikeであるから，閉包における
境界は p∞となる．また，簡単な計算によって閉包は spacelike hypersphere

となっていることが分かる．

2. timelikeな平面において，その閉包における境界は p∞で交わる二つの ideal

photonである．また，簡単な計算によって閉包は Einstein hypersphereと
なっていることが分かる．

3. lightlikeな平面 (すなわち退化した平面)において，その閉包における境界は
1つの ideal pohotnである．したがって閉包は pinched torusとなっており，
すなわち lightconeである．
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第 II部

離散群と基本領域
まず最初に Isom(H2)の離散部分群の基本領域と呼ばれる領域を決定する手法に
ついて紹介する．その後にその手法を E2,1へと拡張することを考えたい．拡張の
際に用いる道具がMinkowski crooked planeというR2に同相な折れ曲がった平面
である．Crooked planeを用いることで，En,1における Isom(E2,1)の離散部分群の
基本領域を決定することができる．

5 H2への作用の基本領域
この節では，H2を上半平面モデルを用いて考察する．この節は主に [8],[15]を参
考に執筆した．
最初に言葉の定義を行う．

Definition 5.1. ([15], 定義 4.17) Xを多様体，GをXに作用する等長写像の離散
群とする．∆ ⊂ XがGの基本領域 (fundamental domain)であるとは，次の二
つを満たすことである．

1. ∪g∈Gg(∆) = X

2. g ∈ Gに対して int ∆ ∩ int g(∆) ̸= ∅ならば g = id

さて，双曲空間の話へ移ろう．すなわち，X = H2とし，Gは Isom(H2)の離散
部分群であるとする．
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上半平面モデルにおいて Isom(H2) ∼= PSL(2;R)と見ることができた．PSL(2;R)
の離散部分群をフックス群 (Fuchsian group)という．
g ∈ PSL(2;R)の分類について述べよう．([15], §1.3 (b))

g =

[
a b

c d

]

の固有値を λとしたとき，固有多項式は，

λ2 − tr(g)λ+ 1

である．よって，gの固有値は

λ =
tr(g)±

√
tr(g)2 − 4

2

であるから，gは固有値の値によって次の 3つに大別することができる．

1. tr(g) > 2のとき，gは双曲的 (hyperbolic)であるという．

2. tr(g) = 2のとき，gは放物的 (parabolic)であるという．

3. 0 < tr(g) < 2のとき，gは楕円的 (elliptic)であるという．

ただし，PSL(2;R)の元は楕円的になり得ない．この言葉が意味を持つのは，
PSL(2;C)の場合においてである．
ではH2の測地線 γに対する各 gの作用の仕方を次の具体例を通して確認しよう．

Example 5.2. ([8], §5.5.1)

1. gが双曲的の場合を考えよう．

g =

(
2 0

0 1
2

)

とすると，これは g(z) = 4z として作用するから，次の図のようになる．

↑ ↑↑
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↑ ↑

2. gが放物的の場合を考えよう．

g =

(
1 1

0 1

)
とすると，これは g(z) = z + 1 として作用するから，次の図のようになる．

ではH2上に二点間の距離を与える関数を定めよう．H2上の曲線 γ : [a, b] −→ H2

を γ(t) = γ1(t) + iγ2(t)とする．この曲線の長さ L(γ)は，簡単な計算から

L(γ) =

∫ b

a

1

γ2(t)

√(
dγ1
dt

)2

+

(
dγ2
dt

)2

dt

だと分かる．ここで，x, y ∈ H2の距離 d(x, y)を

d(x, y) = inf{L(γ) ; γ : [a, b] −→ H2, γ(a) = x, γ(b) = y}

によって定義する．
さて，x, y ∈ H2に対してH2の半空間H(x, y)を次で定義する．

H(x, y) = {z ∈ H2 ; d(z, x) ≤ d(z, y)}

次に，Gを楕円的でない元からなるフックス群とする．すなわち，GはH2に固
有不連続に作用しているとする．このとき，x0 ∈ H2に対し，GのDirichlet領域
(Dirichlet domain)とは，

∆G(x0) = {z ∈ H2 ; 任意の g ∈ Gに対し，d(z, x0) ≤ d(z, g(x0))}
= ∩g∈GH(x0, g(x0))

で定義される領域であり，これはGの基本領域となっている．

Example 5.3. ([8], §5.5.1) 先ほどの例で扱った g ∈ PSL(2;R)について考えよう．
すなわち，

g =

(
2 0

0 1
2

)
としてG = ⟨g⟩とする．このとき，i ∈ H2に対して，∆G(i)は次の斜線部の領域
である．
これは基本領域となっている．
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また，より一般に次の定理が成立している．

Theorem 5.4. ([9]) G = ⟨γ1, · · · , γn⟩を Isom(H2)0の離散部分群とする．また，
D±

1 , · · ·D±
n を2n個のhalf spaceで，任意の i, jに対してD±

i ∩D±
j = ∅かつγ(D−

i ) =

D+
i になるようなものとする．∆をこれらの half spaceで囲まれた単連結領域とし
たとき，Gの基本領域は∆となる．

これは双曲幾何学において基本的かつ重要な定理である．

6 Minkowski crooked plane

ΓをE2,1の等長写像の離散群とする．Γの基本領域を考えたいが，H2と同様の
手法をそのままは使えない．これはLorentz計量からは距離を上手く定義できない
からである．例えば，Lorentz計量では異なる二点間のベクトルのノルムが 0とな
ることがある．しかし crooked planeを用いることによってH2のケースの類似と
して扱うことができる．
この節は主に [1],[3],[8]を参考に執筆した．

6.1 E2,1の crooked plane

最初に次のページの図のような図形，Minkowski crooked planeの定義から行う．
この定義は [1], §8.1による．
まず，青い部分から定義をする．v ∈ R2,1を spacelikeなベクトルとする．この
とき，v⊥はR2,1の (1, 1)型部分空間である．v⊥の基底として lightlikeなベクトル
v+, v−を {v+, v, v−}が右手系を成し，かつ同じ causal cone，すなわち

{u ∈ R2,1; ⟨u, u⟩ ≤ 0}
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に含まれるように取ってくる．このとき，p ∈ E2,1に対して，

S(p, v) := J(p) ∩ (p+ v⊥)

を pを錐とする stemと呼ぶ．ただし，J(p)は pを特異点に持つ causal cone，す
なわち

J(p) = {p+ u ∈ E2,1; ⟨u, u⟩ ≤ 0}

とする．
次に，赤い部分を定義する．pを通る 2本の lightlikeな直線を

l+ = p+ Rv+

l− = p+ Rv−

と定義する．l±は lightlikeであるから，l± ⊂ (l±)⊥ := p+ (v±)⊥である．そして，
(l±)⊥は 2次元であるから，l±によってそれぞれ 2分割される．v±と同じ causal

coneに含まれる timelikeなベクトルw ∈ R2,1をとる．
このとき，(l±)⊥で l±によって分割された各成分は次のように表せる．

W+(l±) := {p+ u ∈ l⊥; det(u, v, w) > 0}
W−(l±) := {p+ u ∈ l⊥; det(u, v, w) < 0}

これは明らかにwの選び方によらず定まる．このW±(l±)をwingと呼ぶ．
ここで，

C(p, v)+ := W+(l+) ∪ S(p, v) ∪W+(l−)

をpositively oriented crooked planeという．negatively oriented crooked plane

C(p, v)−も同様に定義される．
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以上の定義から，crooked planeは p ∈ E2,1と spacelikeなベクトル v ∈ R2,1 に
よって決定していると分かる．これらに名前を付けておこう．

1. pを crooked planeの vertexという．実際，4つの成分の交わりは pである．

2. σ := p + Rv は pを通る spacelikeな直線であり，これを crooked planeの
spineという．

このC(p, v)±はR2に同相である．

6.2 具体例の計算

実際に vertexと spineから crooked planeを構成してみよう．この具体例は [1],

§8.2を参考にした．
vertex pと spacelikeなベクトル vを次のように定める．

p =

 0

0

0

 , v =

 1

0

0


とする．このとき，spine σは

σ = Rv = R

 1

0

0


である．σ⊥に含まれる 2つの lightlikeな直線は

l+ = R

 0

−1
1

 , l− = R

 0

1

1


である．それぞれの方向ベクトルを v+, v−とする．よって，stemは

S(p, v) =


 0

y

z

 ; y2 − z2 ≤ 0


となる．ここからまずはW+(l+)を計算する．

u =

 0

0

1


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をとると，⟨u, v+⟩ = −1 < 0より，uは vと同じ causal coneに含まれる．また，

(l+)⊥ =


 1

0

0

 ,

 0

−1
1




である．ここから，行列式を計算して，

W+(l+) =


 x

y

−y

 ; x > 0


となる．同様にして

W+(l−) =


 x

y

y

 ; x < 0


となる．よって crooked planeを計算できた．
E2,1の等長写像全体 Isom(E2,1)を考える．wingの符号は，向きを保つ等長写像に
よって保たれ，向きを逆にする等長写像によって入れ替わる．ここで，Isom(E2,1)

の単位元成分，すなわち向きを保つ等長写像全体 Isom(E2,1)0は vertexと spacelike

なベクトル，したがって spineの組全体に推移的に作用する．すなわち

{C(p, v)+ ; p ∈ E2,1, v ∈ R2,1}
{C(p, v)− ; p ∈ E2,1, v ∈ R2,1}

にそれぞれ推移的に作用する．向きを逆にする等長写像は C(p, v)+ −→ C(p, v)−

およびC(p, v)− −→ C(p, v)+の対応を与えるから，Isom(E2,1)は crooked plane全
体の集合に推移的に作用する．したがって，crooked planeの性質についてはここ
で考えた具体例を考えれば十分である．以降，C(p, v)と書いたときは positively

oriented crooked planeを指すものとする．

6.3 H2と crooked plane

この節の内容は [8], §5.5.2に基づいている．
H2においてDirichlet領域の境界となっているのはH2の測地線であった．H2の
測地線は spacelikeな v ∈ R2,1に対し，v⊥∩H2として定義できたことを思い出そう．
したがって，H2の測地線に対し，その測地線が S(0, v) ∩H2であるような，ある
crooked plane C(0, v)がただ一つ定まる．では，crooked planeを用いてDirichlet

領域の考え方を拡張し，E2,1における基本領域を計算していこう．
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Isom(E2,1)0 ∼= SO(2, 1)0 ⋉ R2,1 であるから，任意の γ ∈ Isom(E2,1)は，g ∈
SO(2, 1)0と u ∈ R2,1を用いて

γ(x) = g(x) + u

と書くことができる．ここで，gはγの linear partといい，uはγの translational

partという．また，射影 L : Isom(E2,1)0 −→ SO(2, 1)0を L(γ) = gと定義する．
次に，SO(2, 1)0 ∼= PSL(2;R)である．実際，

PSL(2;R) → SO(2, 1)0[
a b

c d

]
7→

a2 2ac c2

ab ad+ bc cd

b2 2bd d2


である．したがって g ∈ SO(2, 1)0はPSL(2;R)における元の分類に対応する．す
なわち，gは次の 3つに大別することができる．

1. tr(g) > 3のとき，gは双曲的 (hyperbolic)である．

2. tr(g) = 3のとき，gは放物的 (parabolic)である．

3. 0 < tr(g) < 3のとき，gは楕円的 (elliptic)である．

すなわち，gがhyperbolic[resp. elliptic, parabolic]であることとγがhyperbolic[resp.

elliptic, parabolic]であることは同値である．
ではまずは線形写像の場合，すなわち u = 0の場合について考察しよう．g ∈

SO(2, 1)0が双曲的であるとき，巡回群 ⟨g⟩の作用によるE2,1 \ {0}の基本領域を求
める．(原点は線形写像に対して固定点となってしまうため，省いてある．)

gは双曲的であるから 3つの固有値を λ < 1 < λ−1 (0 < λ < 1)をもつ．それぞ
れに対応する固有ベクトルを v+, v, v−とする．ただし，{v+, v, v−}は右手系を成
すとする．この v+, v−は lightlikeであり，vは spacelikeである．また，これらの
ベクトルはR2,1の通常の計量について直行している．
まず命題 3.1より，v+, v−は ∂∞H2上の 2点に対応しているから，H2上の測地
線 lを定義する．次に gはH2を保ち，g(v) = vであるから，gの作用によって lは
固定される．
ここで，uを spacelikeなベクトルとしたとき，g(u)もまた spacelikeである．以
上から，gはH2上で，uに対応する測地線を g(u)に対応する測地線へと移す．
H2を上半平面モデルで見ると，lは虚軸に対応し，gは(

λ 0

0 λ−1

)
∈ PSL(2;R)

の作用に対応する．
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→

→
→

したがって uに対応する測地線が lと横断的に交わるとしたとき，g(u)に対応
する測地線は uに対応する測地線と交わらない．また，gは計量を保つから，stem

とwingも保つ．以上から，G = ⟨g⟩の基本領域はC(0, u), C(0, g(u))に囲まれた領
域となる．
視覚的に捉えよう．次の図における，3つの平面による断面を考察すると理解し
やすい．

このそれぞれの断面において 2つの crooked planeに囲まれた領域は，次の図に
おけるピンク色の領域である．ただし，赤線でC(0, u)を，青線でC(0, g(u))を記
述した．
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では次に u ̸= 0の場合，すなわち affine変換の場合について調べよう．実は，次
の定理が成立している．

Theorem 6.1. ([6], Theorem3.5) G = ⟨γ1, · · · , γn⟩を Isom(E2,1)0の双曲的離散部
分群とする．また，C±

1 , · · ·C±
n を 2n個の crooked planeで，任意の i, j に対して

C±
i ∩ C±

j = ∅ かつ γ(C−
i ) = C+

i になるようなものとする．∆をこれらの crooked

planeで囲まれた単連結領域としたとき，Gの基本領域は∆となる．

これは定理 5.4の crooked planeにおける類似である．
したがって，C− ∩C+ = ∅となるような 2つの crooked planeの作り方を調べれ
ば，基本領域を調べることに繋がる．そのためにいくつか道具を定義する．
まず crooked half spaceを定義しよう．crooked planeは E2,1を二分割する．
そのうち一方の半空間を croked half spaceと定義するのだが，その決定には次の
道具を用いる．

Definition 6.2. ([3], Definition3.16) v ∈ R2,1を spacelikeなベクトル，p ∈ E2,1と
する．このとき，stem quadrant Q(p, v)とは，

Q(p, v) = {p+ av− − bv+ ∈ E2,1 ; a, b ≥ 0}

で定義される三角形領域である．
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Definition 6.3. ([3], Definition3.17) C(p, v)の補集合であり，Q(p, v)を含む方を
crooked half spaceといい，H(p, v)で表わす．

次の図においてQ(p, v)は緑色の領域で，H(p, v)は薄黄色の領域である．

Crooked half spaceもまた，spineとvertexから決定する．これより二つのdisjoint

crooked planeで，crooked half spaceも disjointであるようなものを決定するため
にいくつか道具を定義する．

Definition 6.4. ([3], Definition3.18) 2つの spacelikeなベクトル v1, v2 ∈ R2,1が
consistently orientedであるとは，ある点 p ∈ E2,1で

H(p, v1) ∩H(p, v2) = {p}

を満たすことである．

この定義は pの取り方によらないから，p = 0として問題ない．以降特に断りが
ない限りは p = 0とする．

Example 6.5.

v1 =


√
2

0

1

 , v2 =

−
√
2

0

1


は consistently orientedなベクトルの組である．

実は，consistently orientedな 2つのベクトルの stem quadrantによって，2つ
の crooked planeをどのように動かせば disjointになるかが決定する．
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Definition 6.6. ([3], Definition3.19) v1, v2を consistently orientedで spacelikeな
ベクトルの組とする．まず，2つの stem quadrantから作られる四角錐型の領域

P (v1, v2) = int{z1 − z2 ∈ R2,1 ; z1 ∈ Q(0, v1), z2 ∈ Q(0, v2)}
= {a1v−1 − b1v+1 − a2v−2 + b2v

+
2 ; ai, bi > 0 (i = 1, 2)}

を stem quadrant pyramidと定義する．また，v1, v2に対する allowable pair

の集合を

AP (v1, v2) = {(z1, z2) ∈ Q(0, v1)×Q(0, v2) ; z1 − z2 ∈ P (v1, v2)}

と定義する．

ここで次の定理を使うことで disjointな crooked planeを作ることができる．

Theorem 6.7. ([6], Theorem1.42) v1, v2を consistently orientedで spacelikeなベ
クトルの組とする．p ∈ E2,1, z1, z2を p+ zi ∈ Q(p, vi) (i = 1, 2)なるベクトルとす
る．このとき，C(p+ zi, vi) ⊂ H(p, vi)である．また，(z1, z2) ∈ AP (v1, v2)である
とき，C(p+ z1, u1) ∩ C(p+ z2, u2) = ∅.

これは，vertexで重なっている 2つの crooked planeを上手くほどくと disjoint

にできるというイメージである．

Example 6.8. 双曲的な affine変換からなる巡回群 G = ⟨γ⟩ < Isom(E2,1)0の基本
領域を具体的に考えてみよう．具体的に，

γ


xy
z


 =

1
2

0 0

0 1 0

0 0 2


xy
z

+

0

1

0


とする．linear partの固有値は 1

2
, 1, 2である．このとき固有値 1に対する固有ベク

トルは

s =

0

1

0


であり，

s⊥ = span


−10

1

 ,

1

0

1




である．

v1 =

6

0

1

 , v2 = −L(γ)(v1) =

−30
−2


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とする．ただし，L : Isom(E2,1)0 −→ SO(2, 1)0は affine変換の linear partへの射
影である．実は v1, v2は consistently orientedなベクトルの組となっている．
次に，AP (v1, v2)を調べよう．v⊥1 を調べることによって，

v+1 =

 1√
35

6

 , v−1 =

 1

−
√
35

6


がわかり，v⊥2 を調べることによって，

v+2 =

 2√
5

3

 , v−2 =

 2

−
√
5

3


がわかり．よって，AP (v1, v2)を調べることができた．次に，(z1, z2) ∈ AP (v1, v2)
を

z1 =

 0

−1
2

0

 , z2 =

 0

−1
0


とする．このとき，γ(z1) = z2であり，かつ定理から C(z1, v1) ∩ C(z2, v2) = ∅で
ある．したがって γの作用によりC(z1, v1)は disjointな crooked plane C(z2, v2)へ
と移る．

7 Ein3におけるcrooked plane

次にEin3における crooked planeとして crooked surfaceという概念を導入する．
まずは incidentでない，すなわち同じ photon上にない 2点 p0, p∞をとり，その後
にL(p0)∩L(p∞)で定義される spacelike circleから異なる 2点をとってくる．この
4点を stem configurationあるいは torus dataという．この 4点から上手く stemと
wingを定義することができる．これを crooked surfaceといい，Minkowski crooked

planeのEinstein宇宙における一般化となっている．すなわち，Minkowski crooked

planeを Einstein宇宙に埋め込んで閉包をとったものは crooked surfaceとなって
いる．
まずはMinkowski crooked planeをEinstein宇宙へと埋め込んで閉包をとって得
られる最も基本的な crooked surfaceを通して，その性質をつかんでいく．
筆者は [1],[2],[10]を通して crooked surfaceを学習した．この節は主に上記論文
を参考に執筆されている．
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7.1 最も簡単な例

Minkowski crooked plane C(p, v) ⊂ E2,1をEin3に埋め込み，その閉包を取るこ
とから考えていこう．これを C(p, v)と表す．この C(p, v)について，次の定理の
証明を通して見ていこう．

Theorem 7.1. ([1], Theorem8.3.1) C(p, v) ⊂ Ein3は位相多様体であり，Kleinの

壺に同相である．また，C(p, v)の Êin3への持ち上げは，C(p, v)の二重被覆であ
り，トーラスに同相である．

Proof. Isom(E2,1)が crooked planeの集合に推移的に作用することから，1つの
crooked planeを考えれば十分であった．よってCは先ほどの節で定義した crooked

planeとする．すなわち，

p =

 0

0

0

 , v =

 1

0

0


としておく．E2,1 −→ N3,2の埋め込みを以前のチャプターで用いたもので定める．
すなわち，

E2,1 −→ N3,2

 x

y

z

 7→


x

y

z

x2 + y2 − z2

1


とする．ここで

p0 := ι(p) =


0

0

0

0

1

 , p∞ := IS (p0) =


0

0

0

1

0


としておく．
それでは，Cの各部品の閉包がどのようになっているかを考えよう．

1. Stem S(p, v)

stemの内部から考える．これはすなわち，p ∈ E2,1を通り vと直交する time-
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likeな測地線上の点の全体である．

int S(p, v) =


 0

y

z

 ; y2 − z2 < 0



↪→




0

y

z

y2 − z2

1

 ; y2 − z2 < 0


⊂ Ein3

である．ここで， {
y = r sinh θ

z = r cosh θ

と置換を行う．

すると，上の集合は 


0

r cosh θ

r sinh θ

−r2

1

 ; r ̸= 0


⊂ Ein3

となる．この集合を Ein3で閉包をとろう．

まずは r, θに関する極限を考える．すると，斉次座標で
0

r cosh θ

r sinh θ

−r2

1

 r→∞−→


0

0

0

1

0

 ,


0

r cosh θ

r sinh θ

−r2

1

 θ→∞−→


0

1

1

0

0

 ,


0

r cosh θ

r sinh θ

−r2

1

 θ→−∞−→


0

1

−1
0

0


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となる．ここで，

p1 =


0

−1
1

0

0

 , p2 =


0

1

1

0

0


とする．これはそれぞれ ideal pointである．

また境界には，i = 1, 2に対して p0, piと p∞, piを通る photonも現れ，この
photonは一意的に決定する．

まず，p0, p1 通る photonは l+ を埋め込んで閉包をとったもので，p0, p2 を
通る photonは l−を埋め込んで閉包をとったものである．ただし，l+, l−は
S(p, v) ⊂ E2,1の境界に現れる lightlikeな直線である．実際，

l+ =


 0

−s
s

 ; s ∈ R



↪→




0

−s
s

0

1

 ; s ∈ R


⊂ Ein3

であり，これは s = 0のとき p0に対応する．また s → ±∞を考えると，そ
の極限は p1である．l−に関しても同様であるから，省略する．ここで

ϕ1 := ι(l+) = ι(l+) ∪ {p1},
ϕ2 := ι(l−) = ι(l−) ∪ {p2}

としておく．

次に，p∞, p1を通る photonは l+を埋め込んで閉包をとったものの inversion

による像で，p∞, p2 を通る photonは l− を埋め込んで閉包をとったものの
inversionによる像である．実際，

ι(l+) =




0

−s
s

1

0

 ; s ∈ R


⊂ Ein3
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であり，これは s = 0のとき p∞に対応する．また s→ ±∞を考えると，そ
の極限は p1である．したがって，l−に関しても同様であるから，省略する．
ここで，

ψ1 := IS ι(l+) = IS ι(l
+) ∪ {p1},

ψ2 := IS ι(l−) = IS ι(l
−) ∪ {p2}

としておく．

したがって，
ι(S(p, v)) = ι(S(p, v)) ∪ ψ1 ∪ ψ2 ⊂ Ein3

である．

各 iに対して，ψiと ϕiは inversion IS で移りあう．

2. Wing W+(l+), W+(l−)

W+(l+)について，W+(l+)∪ l+を埋め込む．この方が考えやすいためである．

W+(l+) ∪ l+ =


 x

y

−y

 ; 0 ≤ x

 ↪→




x

y

−y
x2

1

 ; 0 ≤ x


Ein3における閉包をとろう．これもまずは stemの場合と同様に極限を考え
ればよい．ι(l+)の極限は p1である．次に，yを固定して xに関する極限を考
えると，極限は p∞である．したがって，境界には p∞, p1を通る photon ψ1

も現れる．以上から，

ι(W+(l+)) = ι(W+(l+)) ∪ ϕ1 ∪ ψ1 ⊂ Ein3

である．

同様にして，

W+(l−) ∪ l− =


 x

y

y

 ; x < 0

 −→



x

y

y

x2

1

 ; x ≤ 0


である．ι(l−)の極限は p2であり，yを固定した xに関する極限は p∞である
から，境界には p∞, p2を通る photon ψ2も現れる．以上から，

ι(W+(l−)) = ι(W+(l−)) ∪ ϕ2 ∪ ψ2 ⊂ Ein3

である．
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以上から，crooked surface Cは次のように定義されると分かる．

C = ι(C(p, v)) ∪ ψ1 ∪ ψ2

したがって，
C \ C = ψ1 ∪ ψ2

である．
つまり，Cは次のような部品に分解することができる．

1. 4つの点 vertex p0，improper point p∞，ideal point p1, p2．

2. 8つの線分 ϕi \ {p0, pi}, ψi \ {p∞, pi} (i = 1, 2)．

3. W+(l+), W+(l−)の内部．

4. S(p, v)の内部．

また，元の crooked planeは

{p0} ∪ (ϕ1 \ {p1}) ∪ (ϕ2 \ {p2}) ∪ int(W1) ∪ int(W2) ∪ int(S(p, v))

とも表すことができる．
crooked surface Cは図を描くと，次のようになっている．

1. p0を中心に見た図

ただし，p∞を中心に見ても同様の図が描ける．
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2. p1を中心に見た図

ただし，p2を中心に見ても同様の図が描ける．

図から，Cにうまく座標系を張れることは明らかであるが，次のページからは
厳密な証明を行う．興味がなければ読み飛ばしてもよい．
まずCはR2に同相であるから，明らかに位相多様体である．丁寧に座標系を定
めるならば，次のようにやればよい．
Cは次の図のように模式的に表すことができる．

どのように座標系が貼られるかを確認しておこう．int(W+(l±))と int(S)の各面
には普通にR2を貼ればよい．次に，int(ϕi)においては，S, W+(l±)のそれぞれの
方向への半円が座標近傍となる．最後に，p0においては，4つの象限への 1

4
サイズ

の円が座標近傍となる．よって，C上に座標系を上手く定めることができた．
次に，C が位相多様体であることを示そう．同様に，C における展開図は次の
ように表すことができる．
これはC上で存在しなかった部分においてうまく座標近傍をとればよい．
まず，p∞と int(ψi) (i = 1, 2)においては先ほど定めた座標近傍の inversionを考
えればよい．
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次には ideal point p1, p2の周りの座標近傍を定める．まずは p1から考えよう．
p1の周りの様子を調べるために {

t = y − z
w = y + z

と座標変換を行う．この座標変換のもとで，t, w軸の方向ベクトルは lightlikeな
ベクトルとなる．これは y軸方向のベクトルは spacelikeであり，z軸方向のベク
トルは timelikeである．それらを π/4回転させることで lightlikeにするというイ
メージである．t ̸= 0として，

ξ :=
x

t
, η :=

y

t
, ω :=

w

t
, υ :=

u

t
, ν :=

v

t

と定めると，null coneは ω = −ξ2 + υνで定義される．
まず，(ξ, υ, ν) ∈ R3は p1, ϕ1, ψ1を被覆する．実際，(ξ, υ, ν) = (0, 0, 0)のとき，

x = w = v = u = 0であるから，y = −zである．よって，斉次座標で p1に対応す
る．同様に，ϕ1, ψ1はそれぞれ ξ = υ = 0, ξ = ν = 0に対応している．
次に，この被覆は S(p, v), W1と交わる．実際，S(p, v)は ξ = 0, ω ≤ 0の場合で
あり，W1は ξ ≤ 0, ω = 0に対応している．計算方法は先ほどと同様である．
W1上で ξ2 = υν ≥ 0だから，この被覆の中でW1は υ > 0かつ ν > 0であるか，

υ < 0かつ ν < 0の二つの成分に分かれる．よってこの (υ, ν)は p1のW1方向の座
標近傍となっている．同様に，S(p, v)においても，ω = υν ≤ 0より，2つの成分
に分かれ，(υ, ν)が p1のS(p, v)方向の座標近傍となっている以上で p1の周りの座
標近傍が構成できた．
p2の周りを考えるときは，w ̸= 0を考えればよい．以上からCの周りの座標近
傍が定義できたから，Cは位相多様体である．
（読み飛ばした人はここから）
次にCがKleinの壺に同相であることを示そう．Cは 4つの点と 8つの線分と 4つ
の面から成る閉曲面である．よってそのEuler数は，χ(C) = 4− 8 + 4 = 0である
から，CはKleinの壺かトーラスに同相である．ではこの Cが向き付け可能でな
いことを示そう．
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W1上の lightlikeな直線 ϕ1 \ p1を考える．その直線をW1上の lightlikeな直線で
あって，ϕ1 \ p1と交わらないような直線 lへと平行移動する．その閉包を考える
と，lと ϕ1は p1で 1度だけ交叉する．よって，ϕ1の自己交点数は 1であり，これ
は ϕ1の周りにMöbiusの帯に同相な近傍が取れることを意味しているから，Cは
向き付け可能でない．したがって，CはKleinの壺に同相である．
では次に Êin3を考えよう．C ∈ E2,1を片方のMinkowski patchに埋め込んで，
その閉包を考えよう．C ⊂ Êin3は次のように分解される．

1. 7つの点 p0, p
sp
∞, p

ti
∞, p

±
1 . p

±
2．

2. 12つの線分 ϕ±
i , α

±
i , β

±
i (i = 1, 2)．

3. 2つのwingの閉包．

4. 2つの stemの成分．

これらを antipodal mapを用いてもう 1つの patchへと移してやれば，元のC ⊂
Êin3と合わせて C ⊂ Ein3の二重被覆への持ち上げが完成する．最後に，Êin3に
おいて crooked surfaceの持ち上げは次のページの図の緑線のようになっている．
したがって，Cの Êin3への持ち上げはトーラスに同相である．
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Remark 2. CがKleinの壺に同相であることは Êin3における crooked planeの貼
り合わせを直接計算することによっても証明可能である．その際は antipodal map

を用いてそれぞれの photonがどのような向きで貼り合わされるかを調べればよい．

7.2 Torus data

この節の内容は [2],§3.5を参考に執筆した．
より一般に crooked surfaceは Ein3にうまい 4点を取ってくることによって定
義できる．Incidentでない 2点 p0, p∞ ∈ Ein3に対し，L(p0) ∩ L(p∞)は spacelike

circleとなっている．この spacelike circleから異なる二点 p1, p2を取る．こうして
定まる 4点を torus dataまたは stem configurationといい

D = {p0, p∞; p1, p2}

で表す．
では stem configurationから crooked surfaceを実際に作ってみよう．まずは stem

を定義する．
κ : Ein3 \ L(p∞) −→ R2,1

62



をEin3からうまくMinkowski patchを作りだす conformalな写像とする．そして，

T (p0) = {q ∈ Ein3 \ L(p∞) ;κ(q)− κ(p0)が timelike}

を，p0を錐とするようなaffine lightconeの中身に対応するEin3の点とする．{p0, p∞}
の対称性から，T (p0) = T (p∞)であり，これを T (D)で表すとする．
次に，Ein2(D)を 4点 p0, p∞, p1, p2を通るEinstein hypersphereとする．Stemは

S(D) = Ein2(D) ∩ T (D)として定義できる．
次に，wingについて考えよう．各点どうしを繋ぐ photonを次の図のように定義
する．

p0, p∞ ∈ L(p1) ∩ L(p2)であり，i = 1, 2に対して L(pi)は ϕi, ψiによって 2つの
half coneに分割される．この分割によって，4つの half coneが現れる．ここから
wingとして 2つの half coneを，その閉包が p0, p∞以外で交わらないように選ぶ．

選んだ half coneを κを用いてMinkowski patchに移してやると，これは確かに
wingとなっている．

Example 7.2. 上記の構成方法から crooked surfaceを構成してみる．

p0 = [0 : 0 : 0 : 0 : 1]

p∞ = [0 : 0 : 0 : 1 : 0]
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とすると，L(p0) ∩ L(p∞)は ideal circleとなっている．実際，

L(p0) ∩ L(p∞) = {[0 : cos θ : sin θ : 0 : 0] ∈ Ein3 ; θ ∈ R}

である．ここで，

p1 = [0 : 1 : 1 : 0 : 0]

p2 = [0 : 1 : −1 : 0 : 0]

とすると，T (D),Ein2(D)とそこから定まる stemは次の図のようになる．ただし，
色のついた領域は p0, p∞, p1, p2を通る Ein(D)であり，T (D)との交わりは水色の
領域である．

またwingについても f1, p1, p2を含む平面および f2, p1, p2を含む平面を考えれば
よい．positively orientedならば，先ほど定義した crooked surfaceのようになる．

8 AdS crooked plane

この節では AdS3 ∼= PSL(2;R)やその Lie代数 sl(2;R) ∼= E2,1を考察し，AdS-

crooked planeについて確認していく．この節は主に [5],[10]を参考に執筆した．
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まず，定義から与えよう．

Definition 8.1. ([10], §2.4.3) gをAdS3上の点とし，s ∈ TgAdS3を spacelikeなベ
クトルとする．このとき，AdS-crooked plane C(g, s)とは，TgAdS

3 ∼= E2,1に
おけるMinkowski crooked plane C(0g, s)をPSL(2;R)の指数写像で移した集合で
ある．すなわち，

C(g, s) = exp(C(0g, s))

である．

しかしこの定義だけでは AdS-crooked planeの具体的な形が見えにくいので，
AdS3 ∼= PSL(2;R)における測地線や全測地的な平面の考察を通して，理解してい
くことにする．
まずは AdS3 ∼= PSL(2;R)が Lorentz対称空間であることを示そう．ただし，

Lorentz対称空間とは，Lorentz多様体X で，各点 p ∈ X に対して等長写像 ιで，
その微分写像が dιp = −idとなるものが存在しているようなものであった．この ιp
を p ∈ Xにおける symmetryと言う．

Lemma 8.2. ([10], §2.1.3) AdS3 ∼= PSL(2;R)は Lorentz対称空間である．

Proof. AdS3 ∼= PSL(2;R)の単位元 eにおける symmetryは，群の inversionであ
る．すなわち，

ιe : PSL(2;R) −→ PSL(2;R)
g 7→ g−1

である．ιeはTe(AdS
3) ∼= sl(2;R)上で−idであることを示そう．ξ ∈ sl(2;R), t ∈ R

に対し，
ιeexp(th) = exp(−th)

である．これを t = 0で微分して，

d

dt
exp(−th)|t=0 = −h

であるので，dιeh = −hとなる．また，任意の g ∈ AdS3においても ιeが等長写像
となっていることは実際に微分写像を計算することで容易に示すことができる．

一般に g ∈ PSL(2;R)における symmetryは

ιg : x 7→ gιe(g
−1x) = gx−1g

と表すことができる．
では指数写像から作られる測地線や全測地的な平面の様子を観察しよう．具体
的には，spacelike, timelike, nullの 3つの種類の測地線と timelike, nullな 2つの種
類の平面を順番に考察していく．
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まず，AdS3の測地線はPSL(2;R)の 1係数部分群の左剰余類または右剰余類で
ある．すなわち，g ∈ PSL(2;R)を通る任意の測地線は ξ ∈ sl(2;R)に対し，

g exp(tξ) または exp(tξ)g

で表すことができる．したがって，まずは Lie代数 sl(2;R) ∼= Te(AdS
3)について

紹介し，議論を展開していく．

8.1 sl(2;R)

この節の内容は [10], §2.2.1を参考に執筆した．
まずは sl(2;R) ∼= Te(AdS

3) ∼= R2,1について述べよう．次の対応が存在している．

sl(2;R) ∼= R2,1(
a b

c −a

)
↔

 a
b+c
2

b−c
2


この対応によるR2,1上の quadric formは sl(2;R)においてどう書けるかを考えよ
う．以前，R2,2 ↔M(2;R)の対応を作ったとき，R2,2の quadric formは，M(2;R)
において，対応する元を Aとしたとき− detAであったことを思い出そう．する
と，eにおける接空間においても quadric formは同様に入るから，

sl(2;R) −→ R

A 7→ − detA =
1

2
tr(A2)

と対応する．R2,1に対応する sl(2;R)の計量を ⟨A,B⟩と書くとする．
また，R2,1の標準基底に対応する sl(2;R)の基底は次の 3つ．(

1 0

0 −1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)

Example 8.3. ([10], §2.3.1) まず eを通る timelikeな測地線全体を求めよう．最も
簡単な場合として，timelikeなベクトル(

0 −1
1 0

)
∈ sl(2;R)

から作られる測地線を考えると，

exp

(
t

(
0 −1
1 0

))
=

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
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である．eを通る測地線は sl(2;R)の 1係数変換群として記述されるから，eを通
る測地線どうしは eのイソトロピー群Hによる作用で移り合う．ただし，

H = {(g, g) ∈ G0 ; g ∈ PSL(2;R)}

である．
よって，eを通る timelikeな測地線全体の集合は，{

h

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
h−1 ; t ∈ R, h ∈ PSL(2;R)

}

である．より一般に，g ∈ AdS3を通る timelikeな測地線全体は，{
gh

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
h−1 ; t ∈ R, h ∈ PSL(2;R)

}

で記述される．

8.2 全測地的な平面

g ∈ AdS3における接空間 TgAdS
3の 2次元部分空間の指数写像による像はAdS3

において全測地的な部分多様体となっている．その 2次元部分空間が timelike, null

の場合についてそれぞれ考察を行う．
部分空間について考察を行う前に，AdS3にH2を埋め込もう．これは全測地的
で spacelikeな曲面となっている．([10], §2.3.1)
PSL(2;R)における involutionを考えよう．ただし，involutionとは g2 = eとな
るような PSL(2;R)の元であり，トレースが 0になるようなものとして特徴づけ
られる．したがって PSL(2;R)の involutionの集合 Invは

h

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
h−1

の t ≡ 0, π
2
(mod π)のときの集合によって与えられる．

つまり，

Inv =

{(
1 0

0 1

)
, h

(
0 −1
1 0

)
h−1 ; h ∈ H

}

ÂdS3 ∼= SL(2;R)においては，t ≡ 0, π
2
, π, 3π

2
(mod 2π)である．このとき g ∈

AdS3に対し，g∗を
g∗ := g Inv = Inv g

で定義する．すると，これはH2の等長的な埋め込みになっている．
青い部分は gを通る timelikeな測地線全体である．
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Remark 3. SL(2;R) ⊂M(2;R) ∼= R2,2と考えて，

g∗ := (g⊥ ∩ SL(2;R))/{±I}

と定義することもできる．

Example 8.4. g = eの場合を考えよう．このとき，H2は

e∗ =

{(
a b

c −a

)
; a2 + bc = 0

}
である．これを次のように埋め込むと，等長的な埋め込みとなっている．

H2 ↪→ PSL(2;R)

x+ iy 7→ ±1

y

(
x −(x2 + y2)

1 −x

)
それでは，TgAdS

3の 2次元部分空間で timelike, nullなものの指数写像による像
を考えよう．

1. ([10], §2.3.2)
TgAdS

3の (1, 1)型部分空間の指数写像による像を timelike planeという．
PSL(2;R) × PSL(2;R)は g ∈ AdS3と s ⊂ Tg(AdS

3)の組 (g, s)に推移的に
作用する．したがって，

g = e , s =

{(
0 s

t 0

)
; s, t ∈ R

}
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としてよい．このとき，sの指数写像による SL(2;R)での像を計算すると，

S =

{(
a b

c a

)
; a2 − bc = 1

}

である．これは {
b = x+ y

c = x− y

と座標変換することで，

S↔ {(a, x, y); a2 − x2 + y2 = 1}

となり，これは ÂdS2と等長であるから，{±I}で割ることによって，AdS3

にAdS2が入っていることが分かる．

実際に図を書いてみると下の図のようになる．ただしこれは ÂdS3で描かれ
たものであり，AdS3に移すには，上から 1/4, 3/4の部分で空間を切り，π回
転ひねって貼り合わせればよい．

2. ([10], §2.3.3)
Tg(AdS

3)の退化した 2次元部分空間の指数写像による像を null planeとい
う．Null planeの具体的な形について考えよう．

Example 8.5. 形を理解する上でのよいモデルに sl(2;R)の Borel部分代数
bがある．具体的には

b1 =

{(
α β

0 −α

)
; α, β ∈ R

}
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あるいは

b2 =

{(
α 0

β −α

)
; α, β ∈ R

}
がある．それぞれ計量を計算してみるとα2となることから，確かに b1, b2は
退化した平面となっている．b1の指数写像による像は，

exp(b1) =

{(
eα β

α
sinh(α)

0 e−α

)
,

(
1 β

0 1

)
; α ∈ R×, β ∈ R

}

である．b2に対しても同様にして計算が可能である．

さて，lをAdS3のnullな測地線とする．このとき，lに対して，あるnull plane

P (l)が一意的に定まることを示そう．

任意の g ∈ lに対して，Tgl ⊂ TgAdS
3であるから，Tgl⊥ ⊂ TgAdS

3は退化し
た二次元部分空間である．したがって，P (g, l) = expg(Tgl

⊥)と表せる．

次に，この P (g, l)は g ∈ lの取り方によらず一意に定まることを示す．その
ためには transvectionという道具を使う．以下に定義を述べよう．

Definition 8.6. ([12], Definition8.29) M を対称空間，γ : R −→ M を測地
線とする．γに沿った tの transvectionとは，M 上の等長写像の 1係数変換
群 Φγ(t)であって，次の 2つの条件を満たすものである．

(a) Φγ(t) : γ(s) 7→ γ(s+ t)

(b) (dΦγ(t))γ(s) : Tγ(s)M −→ Tγ(s+t)M は γに沿った接ベクトルの平行移動
を与える．

簡単に言えば，測地線に沿って接空間を移動させるような写像だと考えれば
よい．transvectionについて，次の性質が成立している．

Lemma 8.7. ([12], Lemma8.30) γ を対称空間M における測地線とし，ζs
を γ(s)におけるM の symmetryとする．このとき，任意の t ∈ Rに対して，
ζt/2ζ0は γに沿った tの transvectionである．

この補題を用いると，AdS3の測地線 exp(tξ)に沿った transvectionを以下で
与えることができる．

Φγ(t) : AdS
3 −→ AdS3

x 7→ exp(
t

2
ξ)x exp(

t

2
ξ)

では，この P (g, l)は g ∈ lの取り方によらず一意に定まることを示そう．
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Timelikeの場合と同様，Borel部分代数の場合で示せば十分である．

exp(b1) ⊂ PSL(2;R)

であるから，−e成分もまとめて考えて，null planeは

P (e, l) =

{(
a b

0 a−1

)
; a ∈ R×, b ∈ R

}

と表すことができる．ただし，この null planeを決定する測地線 lは

±

(
1 t

0 1

)

である．

この測地線に沿った s ∈ Rの transvecitonは

x 7→

(
1 s

2

0 1

)
x

(
1 s

2

0 1

)

である．したがって，null plane上の点に対し，(
1 s

2

0 1

)(
a b

0 a−1

)(
1 s

2

0 1

)
=

(
a b+ (a+a−1

2
)t

0 a−1

)

であり，右辺もまたP (e, l)上の点である．したがって，transvectionによって
平面を移動させても null planeは変化しないから，測地線上のどの点を取っ
ても null planeは一意的に定まる．

実際に図を書いてみると下の図のようになる．

71



8.3 AdS-crooked planeの具体的構成

この節の内容は [10], §2.4による．
それでは，sl(2;R) ∼= E2,1のMinkowski srooked planeの指数写像による像の形
を具体的に調べよう．
AdS3 の点を g，TgAdS

3 の spacelikeなベクトルを sとする．このとき，s⊥ は
timelikeな二次元平面であるから，exp s⊥は全測地的な timelike planeである．こ
こでStem S(g, s)を exp s⊥の spacelikeでない測地線全体で定義する．S(g, s)で g

を通る2本のnullな測地線をhinges，timelikeな測地線をparticleという．Hinges
をそれぞれ h1, h2と表しておく．それぞれの測地線から null planeは一意的に定ま
る．ここからwing Wi :=W (hi)を選ぼう．構成方法としてはMinkowski crooked

planeの話をAdS3の場合で考えるだけである．
P (hi)\hiは 2つの半空間によって構成されている．ここから一方をwingとして
選ぼう．まずAdS3は向き付け可能だから TgAdS

3上の体積形式 detが定まる．ま
た，時間的向きCone(x)を決めておく．ただし，xは timelikeなベクトルとする．
ここで uを hiの接ベクトルで，Cone(x)の閉包に含まれるものとし，vを uとは
一次独立でCone(x)に含まれるベクトルとする．このとき，

W (hi)
+ := expg({w ∈ TgP (l) ; det(u, v, w) > 0},

W (hi)
− := expg({w ∈ TgP (l) ; det(u, v, w) < 0}

によってwingを決定する．
つまり，先ほどの例

P (l) =

{(
a b

0 a−1

)
; a ∈ R×, b ∈ R

}
だと，a > 1, a < 1の空間がそれぞれwing W+,W−に対応する．
以降，特に断りがなければW (hi) := W (hi)

+とする．
したがって，AdS-crooked plane C(g, s)は，次のように定義される．

C(g, s) = S(g, s) ∪W (h1) ∪W (h2)

そして，その spine σは，

σ = expg({ts ; t ∈ R})

と定義できる．
またこの定義から，AdS-crooked planeは TgAdS

3 ∼= E2,1のMinkowski crooked

plane C(0g, s)の指数写像による像となっていることが分かる．すなわち，

C(g, s) = exp(C(0g, s))

である．
またG0は (g, s)に推移的に作用するから，全てのAdS-crooked planeは向きを
保つ等長写像の作用で推移的に移りあう．
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8.4 AdS-crooked planeの諸性質

先ほどは (g, s)の組からAdS-crooked planeを構成した．しかし，lを g∗上の測
地線としたとき，(g, l)からもAdS-crooked planeが決定する．([10], §2.4.1)
実際，lに対して，gを含むようなある timelike planeはただ一つ定まる．そして

timelike planeはある spacelikeな TgAdS
3のベクトルをスカラー倍を除いて一意に

定める．よって，そのベクトルをうまく取ればAdS-crooked planeを定義すること
ができる．

次に [5]におけるAdS-crooked plane C(e, l) := C(l)の定義を紹介しよう．これ
は，PSL(2;R)の元のトレースによる分類の中で特定の性質をもつものを stemや
wingとする定義である．特に気にならなければ次の節まで飛ばしてもよい．
まず，eを通る timelikeな測地線上の任意の点は，t ∈ R, h ∈ PSL(2;R)を用
いて

h

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
h−1

で表すことができた．これはいずれも楕円的な元である．次に，eを通る lightlike

な測地線上の点も同様に

h

(
1 t

0 1

)
h−1

と表すことができ，これはいずれも放物的な元である．また，eを通る spacelikeな
測地線上の点もまた

h

(
λ 0

0 λ−1

)
h−1
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と表すことができ，これは双曲的な元である．すなわち，次のような対応が存在
している．

{PSL(2;R)の楕円的な元 } ←→ {AdS3の timelikeで eを通る測地線上の点 },
{PSL(2;R)の放物的な元 } ←→ {AdS3の lightlikeで eを通る測地線上の点 },
{PSL(2;R)の双曲的な元 } ←→ {AdS3の spcelikeで eを通る測地線上の点 }

では定義を見ていこう．

1. Stem S(l)とは，PSL(2;R)の楕円的な元であって，その共役作用が l上に固
定点を持つようなもの全体である．S(l)の境界は放物的な元であって，lの
端点 [v+], [v−]を固定するようなものである．

2. Wing W (v+),W (v−)とは，双曲的な元 h ∈ PSL(2;R)であり，その吸引不
動点がそれぞれ [v+], [v−]であるようなものである．ただし，[v+]が吸引不動
点であるとは limn→∞ hn(x) = [v+]となることである．

Example 8.8. 最も簡単な例で確認してみよう．まず，次の埋め込みを思い出し
ておく．

H2 ↪→ e∗ ⊂ PSL(2;R)

x+ iy 7→ ±1

y

(
x −(x2 + y2)

1 −x

)
lを虚軸 z = etiの埋め込み，すなわち

eti 7→ l(t) =

(
0 −et

e−t 0

)
とする．このとき，

l(0) =

(
0 −1
1 0

)
に対し，楕円的な元で l(0)を固定するものを考える．任意の楕円的な元は

E = h

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
h−1

と表すことができる．したがって

E l(0) E−1 = l(0)

を考えると h = eがわかる．したがって l(0)を固定するような元の全体は{(
cos t − sin t

sin t cos t

)
; θ ∈ R

}
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であり，これはこれまで考えてきた timelikeな測地線で自明なものに対応してお
り，これは l(0)を通る．
以上から同様に考えていくと，各 tに対して l(t)を固定する楕円的な元は，l(t)を
通る timelikeな測地線上の点だとわかる．よって，stemが上手く定義できている．
次にwingを調べよう．一方のwingだけ調べれば十分である．まず lの端点を計
算し，

[v+] =

(
1 0

0 0

)
とする．任意の双曲的な元は

H = h

(
λ 0

0 λ−1

)
h−1

である．
lim
n→∞

Hn = [v+]

となるとき，h = e, λ > 1であり，これはwingに一致する．

8.5 ÂdS3への持ち上げ

実は ÂdS3 ∼= SL(2;R)は Ein3 へ埋め込むことができる．後々に AdS-crooked

planeを ÂdS3 ∼= SL(2;R)へ持ち上げてEinstein宇宙へ埋め込むことを考えたいか
ら，ひとまず SL(2;R)の性質について述べよう．
まず，PSL(2;R) = SL(2;R)/{±e}あるから，その被覆変換は

ĝ 7→ −ĝ

の変換を与える．

Proposition 8.9. ([10], §2.5) ÂdS3は測地的連結でないが，AdS3は測地的連結で
ある．

Proof. exp(sl(2;R))のSL(2;R)における像は次のページの図のようになっている．
よってこれは明らかに測地的連結でない．
しかし，AdS3は上から 1/4の部分から 3/4の部分までであるので，測地的連結
である．

この命題の証明から，sl(2;R)におけるMinkowski crooked planeの SL(2;R)に
おける指数写像の像は，被覆変換に対して不変でないことがわかる．そこで，次
のようにして不変になるようにする．
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AdS-crooked planeをCの二重被覆 ÂdS3 −→ AdS3による逆像を Ĉとする．ま
た，sl(2;R)の SL(2;R)への指数写像を êxpと書くとすると，明らかに

Ĉ = êxpĝ(C) ∪ −êxpĝ(C)

= êxpĝ(C) ∪ êxp−ĝ(C)

である．

9 AdS-crooked planeとcrooked surfaceの対応

この節では埋め込みΨ: ÂdS3 ↪→ Ein3を用いてAdS-crooked planeを Ein3へと
埋め込む．この節は主に [10]を参考に執筆した．
AdS-crooked planeおよび crooked surfaceは crooked planeの拡張として別々に

定義されたものであるが，AdS3の二重被覆 ÂdS3の Ein3への埋め込みを用いて
AdS-crooked planeを埋め込んでやると，これは crooked surfaceとなっている．ま
た，逆に involutionに対して“適合した”crooked surfaceに対し，対応するAdS-

crooked planeが存在している．

まずは埋め込みΨ: ÂdS3 ↪→ Ein3について見ていこう．

9.1 ÂdS3のEin3への埋め込み

埋め込みΨ: ÂdS3 ↪→ Ein3の具体的な形は次である．([10], §3.2)(
a b

c d

)
7→ [a− d : b+ c : b− c : a+ d− 2 : a+ d+ 2]
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Ψを導出しよう．次の図式を参照にしながら議論を追うと分かりやすい．

M(2;R)

∪

∼= R2,2

∪

� � // R3,2

∪

SL(2;R) ∼=� v
Ψ

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSS
ÂdS3 � � // N3,2

��
Ein3

まず，次の対応が存在していた．

M(2;R) ∼= R2,2

g =

(
a b

c d

)
↔


a−d
2

b+c
2

b−c
2

a+d
2


ただしこのR2,2は自然な計量を持つとする．次にR2,2を自然な計量を持つR3,2へ
次のように埋め込む． 

a−d
2

b+c
2

b−c
2

a+d
2

 ↪→


a−d
2

b+c
2

b−c
2

a+d
2

1


すると ad− bc = 1，すなわち g ∈ SL(2;R) ∼= ÂdS3のとき，

a−d
2

b+c
2

b−c
2

a+d
2

1

 ∈ N3,2

あとは計量が

I3 ⊕−I2 −→ I2 ⊕−I1 ⊕
1

2

(
0 1

1 0

)
となるよう座標を調整したい．このとき，座標の最後の 2つの成分を π/4ひねる
ことを考えてやればよい．つまり，

1

1

1

1 −1
1 1




a−d
2

b+c
2

b−c
2

a+d
2

1

 =


a−d
2

b+c
2

b−c
2

a+d
2
− 1

a+d
2

+ 1


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とすると，この右辺は新しい計量におけるN3,2の元である．あとはこれをR×で
割って整理すると，[
a− d
2

:
b+ c

2
:
b− c
2

:
a+ d

2
− 1 :

a+ d

2
+ 1

]
= [a−d : b+c : b−c : a+d−2 : a+d+2]

よって，埋め込みΨが構成できた．
この埋め込みによって，(

1 0

0 1

)
7→ [0 : 0 : 0 : 0 : 1]←→ origin p0,(

−1 0

0 −1

)
7→ [0 : 0 : 0 : 1 : 0]←→ improper point p∞

となる．
この埋め込みによって ÂdS3が Ein3に下の図のように埋め込まれている．

この緑の円筒は Lorentzian unit sphere S を表しており，ÂdS3 ∼= SL(2;R)の
赤い部分はEin3の赤い部分に対応する．また ÂdS3で色が塗られていない部分は，
Ein3においてS の外側に上手く埋め込まれている．ただし，これらは後できちん
と確認する．
AdS3における被覆変換−e : g 7→ −gは，Ein3における inversion IS に対応す
る．　ただし，IS とは，Lorentzina unit sphere

S = {(x, y, z) ∈ E2,1 ; x2 + y2 − z2 = 1}

の Ein3への埋め込みに関する inversionであった．

Proposition 9.1. ([10], §3.2.1)

Ψ ◦ (−e) = IS ◦Ψ
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Proof. g =

(
a b

c d

)
とする．

Ψ(−g) = [−a+ d : −b− c : −b+ c : −a− d− 2 : −a− d+ 2]

= [a− d : b+ c : b− c : a+ d+ 2 : a+ d− 2]

= IS ([a− d : b+ c : b− c : a+ d− 2 : a+ d+ 2])

= IS ◦Ψ(g)

次に，この埋め込みに関する重要な命題を与える．

Proposition 9.2. ([10], §3.2.2)

Ein3 \Ψ(ÂdS3) = ι̂(S ) = Ein2

Proof. 先ほどの図からほぼ明らかである．

9.2 測地線のEin3への埋め込み

この節の内容は [10], §3.3.1を参考に執筆した．ÂdS3が Ein3へとどのように埋
め込まれているかを確かめていこう．

1. eを通る timelikeな測地線を考えよう．(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

は sl(2;R)の timelikeなベクトル

(
0 −1
1 0

)
の PSL(2;R)における 1係数変

換群である．これは SL(2;R)へ持ち上げても形が変わらない．これを Ein3

埋め込むと(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
Ψ7→ [0 : 0 : sin θ : cos θ − 1 : cos θ + 1]

となる．θ ≡ π (mod 2π)のとき，

[0 : 0 : 0 : 1 : 0] = p∞

に対応し，θ ̸≡ π (mod 2π)のとき，[
0 : 0 :

sin θ

cos θ + 1
:
cos θ − 1

cos θ + 1
: 1

]
↔
(
0, 0,

sin θ

cos θ + 1

)
∈ E2,1
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となる．−π < θ < πの範囲で

−∞ <
sin θ

cos θ + 1
<∞

であるから，PSL(2;R)の timelikeな測地線は，E2,1における z軸の埋め込
みの閉包に対応している．

ここから一般にAdS3の eを通る timelikeな測地線は次の図のように埋め込
まれていると推測できる．実際，計算するとこのように埋め込まれているこ
とが分かる．

2. eを通る lightlikeな測地線を考えよう．(
1 t

0 1

)
,

(
1 0

t 1

)

はそれぞれ sl(2;R)の lightlikeなベクトル

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
のPSL(2;R)に

おける 1係数変換群である．これを SL(2;R)へ持ち上げた，

±

(
1 t

0 1

)
,±

(
1 0

t 1

)
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の埋め込みをそれぞれ計算すると，以下のようになる．(
1 t

0 1

)
Ψ7→

[
0 :

t

4
:
t

4
: 0 : 1

]
←→

(
0,
t

4
,
t

4

)
,

−

(
1 t

0 1

)
Ψ7→

[
0 :

t

4
:
t

4
: 1 : 0

]
←→ IS

(
0,
t

4
,
t

4

)
,(

1 0

t 1

)
Ψ7→

[
0 :

t

4
: − t

4
: 0 : 1

]
←→

(
0,
t

4
,− t

4

)
,

−

(
1 t

0 1

)
Ψ7→

[
0 :

t

4
: − t

4
: 1 : 0

]
←→ IS

(
0,
t

4
,− t

4

)
したがって，図にすると次のように対応する．

よって，SL(2;R)における 2つの coneはそのままEin3へ埋め込まれると推
測できる．

3. eを通る spacelikeな測地線を考えよう．(
et 0

0 e−t

)

は sl(2;R)の timelikeなベクトル

(
1 0

0 −1

)
の PSL(2;R)における 1係数変

換群である．これを SL(2;R)へ持ち上げた，

±

(
et 0

0 e−t

)
の埋め込みをそれぞれ計算する．まずは正の成分から埋め込もう．(

et 0

0 e−t

)
Ψ7→ [et − e−t : 0 : 0 : et + e−t − 2 : et + e−t + 2]

= [sinh t : 0 : 0 : cosh t− 1 : cosh t+ 1]

=

[
sinh t

cosh t+ 1
: 0 : 0 :

cosh t− 1

cosh t+ 1
: 1

]
←→

(
tanh

t

2
, 0, 0

)
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ただし，
sinh t

cosh t+ 1
= tanh

t

2

である．

ここで，−∞ < t <∞のとき

−1 < sinh t

cosh t+ 1
< 1

である．次に負の成分を埋め込む．同様の計算で，

−

(
et 0

0 e−t

)
Ψ7→
[

sinh t

cosh t− 1
: 0 : 0 :

cosh t+ 1

cosh t− 1
: 1

]
であるから，t ̸= 0のとき，[

sinh t

cosh t− 1
: 0 : 0 :

cosh t+ 1

cosh t− 1
: 1

]
←→

(
1

tanh t
2

, 0, 0

)
であり，t = 0のとき，

[0 : 0 : 0 : 1 : 0]←→ IS (0, 0, 0) (t = 0)

ただしここで，
sinh t

cosh t− 1
=

1

tanh t
2

である．ここで，−∞ < t < 0のとき
1

tanh t
2

< −1

であり，0 < t <∞のとき
1 <

1

tanh t
2

である．したがって，図にすると次のようになる．

ただし，緑の円筒は Lorentzian unit sphere S を表している．

以上から，SL(2;R)は次の図のようにEin3へと埋め込まれていると考えられる．
ただし，図左の赤い部分は図右の赤い部分，すなわちS の内側に対応し，それ以
外の部分はS の外側に対応する．
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9.3 AdS-crooked planeのEin3への埋め込み

この節では Ψ: ÂdS3 −→ Ein3を用いて実際に AdS-crooked planeを Ein3へ埋
め込む．そしてその埋め込みが crooked surfaceであることを示す．
まずPSL(2;R)が (g, s)に推移的に作用するから，g ∈ AdS3と s ∈ TgAdS3の組

(g, s)は適当に取ってきてよかった．そこで [10]では具体的に簡単なAdS-crooked

planeを設定し，その埋め込みが，あるMinkowski crooked planeのEin3における
閉包となっていることを確かめている．
しかし，本稿ではより一般に次を示そう．

Proposition 9.3. Cを E2,1 ∼= sl(2;R)のMinkowski crooked planeとする．この
とき，次の関係が成立している．

Ψ(exp(C) ∪ −exp(C)) = ι(C)

Proof. まず，次の対応が存在している．

E2,1 ∼= sl(2;R)xy
z

 ↔

(
x y − z

y + z −x

)

この対応のもとで E2,1の標準基底1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

0

0

1


は，sl(2;R)の基底でそれぞれ(

1 0

0 −1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
に対応する．これによって，sl(2;R)の任意の元は

ξ =

(
x y − z

y + z −x

)
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と表せる．このとき，ξの quadric formの値は k := − det ξ = x2 + y2− z2である．
ξが nullか，timelikeか，spacelikeかで場合分けして考える．

1. nullの場合，すなわち k = 0のときを考える．

exp ξ = e+ ξ +
k

2!
e+

k

3!
ξ +

k2

4!
e+ · · ·

であるから，k = 0のとき，

exp ξ = e+ ξ =

(
1 + x y − z
y + z 1− x

)
である．これの−e倍も考えて Ein3へと埋め込むと，(

1 + x y − z
y + z 1− x

)
7→

[
1

2
x :

1

2
y :

1

2
z : 0 : 1

]
↔

(
1

2
x,

1

2
y,

1

2
z

)
∈ R2,1,

−

(
1 + x y − z
y + z 1− x

)
7→

[
1

2
x :

1

2
y :

1

2
z : 1 : 0

]
↔ IS

(
1

2
x,

1

2
y,

1

2
z

)
∈ R2,1

よって，E2,1の原点を錐とする lightconeをAdS3へ埋め込むと，1
2
倍の縮小

になっている．すなわち linghtlikeな v ∈ E2,1について

Ψ ◦ exp v = ι

(
1

2
v

)
である．

2. timelikeの場合，すなわち k < 0の場合

exp ξ = e+ ξ +
k

2!
e+

k

3!
ξ +

k2

4!
e+ · · ·

= (1 +
k

2!
+
k2

4!
+ · · · )e+ (1 +

k

3!
+
k2

5!
+ · · · )ξ

である．−k = θ2とすると，

1 +
k

2!
+
k2

4!
+ · · · = 1− θ2

2!
+
θ4

4!
− · · ·

= cos θ,

1 +
k

3!
+
k2

5!
+ · · · = 1− θ2

3!
+
θ4

5!
− · · ·

=
1

θ
(θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− · · · )

=
1

θ
sin θ
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であるから，

exp ξ = cos θ e+
1

θ
sin θ ξ

=

(
cos θ + 1

θ
sin θ x 1

θ
(y − z)

1
θ
(y + z) cos θ − 1

θ
sin θ x

)

である．これの−e倍も考えてEin3へと埋め込もう．同様の計算であるから，
+の成分のみ計算する．(

cos θ + 1
θ
sin θ x 1

θ
(y − z)

1
θ
(y + z) cos θ − 1

θ
sin θ x

)

7→
[
2

θ
sin θ x :

2

θ
sin θ y :

2

θ
sin θ z : 2(cos θ − 1) : 2(cos θ + 1)

]
(1)θ ≡ π (mod 2π)のとき，埋め込みは

[0 : 0 : 0 : 1 : 0]

より，無限遠点に対応する．
(2)θ ̸≡ π (mod 2π)のとき，埋め込みは[

sin θ

cos θ + 1

x

θ
:

sin θ

cos θ + 1

y

θ
:

sin θ

cos θ + 1

z

θ
:
cos θ − 1

cos θ + 1
: 1

]
←→

(
sin θ

cos θ + 1

x

θ
:

sin θ

cos θ + 1

y

θ
:

sin θ

cos θ + 1

z

θ

)
∈ E2,1

となる．

以上から，E2,1の spacelike成分をAdS3を経由してEin3へ埋め込むと， sin θ
cos θ+1

1
θ

倍の拡大となっている．すなわち timelikeな v ∈ E2,1について

Ψ ◦ exp v = ι

(
sin θ

cos θ + 1

1

θ
v

)
である．ここで，

sin θ

cos θ + 1

1

θ
̸= 1

2

である．

3. 最後に，spacelikeの場合，すなわち k > 0の場合

exp ξ = e+ ξ +
k

2!
e+

k

3!
ξ +

k2

4!
e+ · · ·

= (1 +
k

2!
+
k2

4!
+ · · · )e+ (1 +

k

3!
+
k2

5!
+ · · · )ξ
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は先ほどと同様であるが，k = ϕ2とすると，

1 +
k

2!
+
k2

4!
+ · · · = 1− ϕ2

2!
+
ϕ4

4!
− · · ·

= coshϕ,

1 +
k

3!
+
k2

5!
+ · · · = 1− ϕ2

3!
+
ϕ4

5!
− · · ·

=
1

ϕ
(ϕ− ϕ3

3!
+
ϕ5

5!
− · · · )

=
1

ϕ
sinhϕ

であるから，

exp ξ = coshϕ e+
1

ϕ
sinhϕ ξ

=

(
coshϕ+ 1

ϕ
sinhϕx 1

ϕ
(y − z)

1
ϕ
(y + z) coshϕ− 1

ϕ
sinhϕx

)
である．これの−e倍も考えてEin3へと埋め込もう．同様の計算であるから，
+の成分のみ計算する．(

coshϕ+ 1
ϕ
sinhϕx 1

ϕ
(y − z)

1
ϕ
(y + z) coshϕ− 1

ϕ
sinhϕx

)

7→
[
2

ϕ
sinhϕ x :

2

ϕ
sinhϕ y :

2

ϕ
sinhϕ z : 2(coshϕ− 1) : 2(coshϕ+ 1)

]
よって，その埋め込みは[

sinhϕ

coshϕ+ 1

x

ϕ
:

sinhϕ

coshϕ+ 1

y

ϕ
:

sinhϕ

coshϕ+ 1

z

ϕ
:
coshϕ− 1

coshϕ+ 1
: 1

]
←→

(
sinhϕ

coshϕ+ 1

x

ϕ
:

sinhϕ

coshϕ+ 1

y

ϕ
:

sinhϕ

coshϕ+ 1

z

ϕ

)
∈ E2,1

となる．

以上から，E2,1の spacelike成分をAdS3を経由してEin3へ埋め込むと， sinhϕ
coshϕ+1

1
ϕ

倍の拡大となっている．すなわち spacelikeな v ∈ E2,1について

Ψ ◦ exp v = ι

(
sinhϕ

coshϕ+ 1

1

ϕ
v

)
である．ここで，

0 <
sinhϕ

coshϕ+ 1

1

ϕ
<

1

2

である．

つまり，原点を vertexとするMinkowski crooked planeは AdS3を経由しても，
直接Ein3に埋め込んでも形が変わらない．すなわち，命題の主張が示された．
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9.4 Crooked surfaceに対応するAdS-crooked planeの構成

先ほどはAdS-crooked planeから crooked surfaceを作った．逆に crooked surface

からAdS-crooked planeを作ることを考えよう．そのためには，crooked surfaceに
involutionに関するある条件を 1つ仮定する必要があり，また埋め込まれたAdS-

crooked planeはこの条件を満たしている．

Definition 9.4. ([10], §4.1.2) D = {p0, p∞; p1, p2}を torus dataとし，ここから作
られる crooked surfaceを C(D)とする．このとき，C(D)が IS -adaptedである
とは，次を満たすことである．

IS (p0) = p∞

IS (p∞) = p0

IS (pi) = pi (i = 1, 2)

この条件は IS -invariantより強い．
しかし，Minkowski crooked planeやAdS-crooked planeをEinstein宇宙に埋め
込んで作った crooked surfaceはいずれも IS -adaptedである．ではなぜこの条件が
必要なのか，IS -adaptedでないが IS -invariantである具体例を作って調べてみる．

Example 9.5.

p0 = [0 : 1 : −1 : 0 : 0],

p∞ = [0 : 1 : 1 : 0 : 0],

p1 = [0 : 0 : 0 : 0 : 1],

p2 = [0 : 0 : 0 : 1 : 0],

として，D = {p0, p∞; p1, p2}から作られる crooked surfaceを考えよう．これは
p0, p∞ ∈ S∞で，p1は原点，p2は無限遠点に対応している．
このとき，対応する crooked surfaceは次の図のようになっている．
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ここからL(p∞)を取り除くとMinkowski patchができるが，これは crooked plane

となっていない．つまり，IS -adaptedでない crooked surfaceは crooked planeの
埋め込みとして構成できない．

したがって，IS -adaptedという条件は，crooked surfaceに対応するAdS-crooked

planeの存在を保証している．つまり，crooked surfaceは IS -adaptedであれば，対
応するAdS-crooked planeを作ることができる．
では crooked surfaceからAdS-crooked planeを作る方法を与えよう．([10], §4.3)
D = {p0, p∞; p1, p2}を torus dataとし，ここから作られる crooked surfaceを

C(D)とする．このとき，p0, p∞ ∈ Ψ(ÂdS3)であるから，ÂdS3 の対応する点を
p̂0, p̂∞とする．このとき p̂0 = e, p̂∞ = −eとしてよい．実際，SL(2;R)× SL(2;R)
は共役作用として SL(2;R) ∼= ÂdS3に推移的に作用する．したがって p̂0 = eとし

てよい．そして IS は ÂdS3で−e倍に対応するから，p̂∞ = −eである．したがっ
て，p0, p∞はそれぞれ原点，無限遠点としてよい．
この調整によって，p̂1, p̂2 ∈ ∂∞e∗となるから，p1, p2はL(p0) ∩ L(p∞)上の，す
なわち ideal circle上の点としてよい．
つまり，等長写像を使って調整した後の IS -adaptedな crooked surfaceはある

Minkowski crooked planeの埋め込みになっており，よって対応するAdS-crooked

planeも存在する．

10 Crooked surfaceを用いた基本領域の構成
それでは，crooked surfaceを用いてEin3の基本領域を構成する．基本的な流れ
はMinkowski空間の場合の類似であるが，disjointなMinkowski crooked planeを
単に Ein3に埋め込むだけでは無限遠点で交わってしまい，disjointとならない点
に難しさがある．
よってこの節ではまずdisjointな crooked surfaceの作り方を与える．次にdisjoint

な 2つの crooked surfaceを用いて基本領域を構成する．
この節は主に [2]を参考に執筆した．

10.1 Disjoint crooked surface

この部分の内容は [2], §4による．まずは disjointな crooked surfaceを作ろう．基
本的な方針としてはMinkowski crooked planeにおいて disjoint crooked planeを
作った方法を Ein3においてうまく適用する．
u1, u2 ∈ R2,1を consistently orientedで spacelikeなベクトルの組とする．すなわ
ち，crooked plane C(0, u1), C(0, u2)に対して，

C(0, u1) ∩ C(0, u2) = {0}
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が成立している．したがって，2つの crooked surface C(0, u1), C(0, u2)は p0, p∞の
ちょうど 2点で交わっている．また，それぞれの crooked surfaceの torus dataを

D1 = {p0, p∞; f1, f2},
D2 = {p0, p∞; g1, g2}

としよう．ただし，p0, p∞は incidentでない点であり，f1, f2, g1, g2 ∈ L(p0)∩L(p∞)

である．次の図は p0, p∞のみで交わる crooked surfaceの図である．

それぞれの crooked surfaceをC(D1), C(D2)とする．さて，C(0, ui) (i = 1, 2)の
crooked half spaceをH(0, ui) (i = 1, 2)として，half spaceのEin3における閉包を
H(Di) (i = 1, 2)とする．
C(D1), C(D2)はそれぞれ Ein3を 2分割し，かつ p0, p∞でしか交わっていない
から，

H(D1) ∩H(D2) = {p0, p∞}

である．まずは，C(D1), C(D2)の交点 p0をずらすことを考える．

Lemma 10.1. ([2], Lemma4.1) (z1, z2) ∈ AP (u1, u2)とすると，

C(zi, ui) ⊂ H(Di)

であり，2つの crooked surface C(z1, u1), C(z2, u2)は p∞のみで交わる．

Proof. 定理 6.7より，
C(zi, ui) ⊂ H(0, ui)

でありC(z1, u1) ∩ C(z2, u2) = ∅である．また，これらの包含関係は閉包を取って
も変わらないから，

C(Di) ⊂ H(Di)

である．
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この作業によって p0における交点をずらすことができた．では次に p∞におけ
る交点をずらそう．involution IS を使うと，p0, p∞を入れ替えることができ，ま
たL(p0)∩L(p∞)上の点は固定された．これは torus data {p0, p∞; ∗, ∗}から定まる
crooked surfaceを保つ．
さて，v ∈ R2,1に対し，τvをE2,1において vの平行移動を与える写像とする．乱
暴であるが，この平行移動を与える写像が誘導する R3,2の変換もまた τv と書く．
実は，IS τvIS は p0を固定する．したがって，補題 10.1より，次の系が成立する．

Corollary 10.2. ([2], Corollary4.3) (z1, z2) ∈ AP (u1, u2)とすると，

IS τziISC(0, ui) ⊂ H(Di)

であり，これらの crooked surfaceは p0のみで交わる．

以上，補題 10.1と系 10.2を組み合わせると，次の定理ができる．

Theorem 10.3. ([2], Theorem4.4) (z1, z2), (z
′
1, z

′
2) ∈ AP (u1, u2)とすると，

IS τz′iISC(zi, ui) ⊂ H(Di)

であり，これらの crooked surfaceは disjointである．

Proof. 補題 10.1と系 10.2はいずれもH(Di)を保ち，かつ crooked surfaceの交わ
りを除去している．

したがって，disjointな crooked surfaceを作ることができた．

10.2 Crooked Schottky domain

この部分の内容は主に [2],§5による．では，crooked surfaceを用いて Ein3の基
本領域を構成しよう．定理 5.4の crooked surfaceによる類似を考えていく．

Definition 10.4. ([2], Definition5.1) SO(3, 2)の離散部分群Γ = ⟨η1, η2, · · · , ηn⟩が
crooked Schottky domainを持つとは，2n個の互いにdisjointな crooked surface

C1
±
, · · ·Cn

±
と，それらが境界となっている 2n個の disjointな開領域 U±

1 , · · ·U±
n

で，各 iに対して
ηi(U

−
i ) = Ein3 \ cl(U+

i )

を満たすものが存在していることである．

まずは議論を簡単にするため，n = 1，すなわち Γが巡回群の場合を考える．
γ ∈ SO(2, 1)0を双曲的な元とする．γ は H2に等長写像として作用し，⟨γ⟩は

H2上に基本領域を持つ．この基本領域の境界は 2つの disjointなH2の測地線で
あり，そこに対応する crooked planeの組 C(0, u1), C(0, u2)が存在する．ここで，
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u1, u2は consistently orientedであり，u2 = −L(γ)(u1)である．ここから disjoint

な crooked surfaceを作ると，ある (z1, z2), (z
′
1, z

′
2) ∈ AP (u1, u2)に対して，

U− = IS τz′1ISC(z1, u1),

U+ = IS τz′2ISC(z2, u2)

である．では次に，U−を U+へ移すような η ∈ SO(3, 2)を定めよう．
まず，γに対し，γ̃ ∈ SO(3, 2)を次を満たすようなものとする．

1. ι(R2,1)への作用は γのR2,1への作用と同じ．

2. p∞を固定し，したがって L(p∞)も固定する．

次に，

τ1 = IS τz′1IS τz1 ,

τ2 = IS τz′2IS τz2

とする．このとき，

τ−1
1 (U−) = C(0, u1),

τ−1
2 (U+) = C(0, u2)

であるから，γ̃の作用によって，

γ̃τ−1
1 (U−) = τ−1

2 (U+)

であり，したがって
τ2γ̃τ

−1
1 (U−) = U+

である．よって η = τ2γ̃τ
−1
1 とすると，これは crooked Schottky domainを持つ．

では，Γ = ⟨η1, η2, · · · , ηn⟩を crooked Schottky domainを持つ SO(3, 2)の離散
部分群とし，対応する 2n個の閉領域をU±

1 , · · ·U±
n とする．このとき，Γは基本領

域を持つことを示す．
まず，Γi = ⟨ηi⟩ (i = 1, · · ·n)を考える．このとき，

Fi = Ein3 \ (U−
i ∪ U+

i )

は ⟨ηi⟩の基本領域となる．
ここで，次の定理を事実として用いる．

Theorem 10.5. (Kleinの組み合わせ定理，[11]) G1, G2 を PSL(2;R)の元から
成る離散群とし，D1, D2 ⊂ H2をそれぞれ G1, G2の基本領域とする．このとき，
(H2 \ D1) ∩ (H2 \ D2) = ∅ならば，G = ⟨G1, G2⟩の基本領域はD = D1 ∩ D2と
なる．

各 ηiは SO(2, 1)0の双曲的な元を使って構成されたこの定理を適用することに
よって Γは ∩n

i=1Fiを基本領域に持つことが分かる．
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11 後書き
以上が私の学習のまとめである．私は本稿で anti-de Sitter幾何学やEinstein宇
宙に関する論文で主要なものである [1],[2],[4],[6],[7],[9],[10] を中心にまとめなおし
た．[10]に関してはAdS3の Ein3への埋め込みについて，Goldmanとは異なった
証明で，幾何的イメージがより明確なものを与えることができた．複数の論文を
参照し学習する手間を考えれば，本分野の研究に若干なりとも寄与できたのでは
ないかと考える．
主要な論文で学習が及ばなかったのは [5]であり，この論文ではAdS3の基本領域
を構成する方法について述べられている．まず，これまでEin3やE2,1の基本領域
を構成する上では crooked planeやその一般化が大きな力を発揮してきた．これは
AdS3の基本領域を構成する上でも大きな力を発揮するが，上の二つとは少々違っ
た結果も得られている．

Theorem 11.1. ([5],Theorem1.1) AdS3に固有不連続に作用する離散群で，AdS-

crooked planeを基本領域の境界に持たないものが存在している．

これを示すのが [5]の目的である．Minkowski空間やEinstein宇宙において，基
本領域を考えるときは必ず crooked planeや crooked surfaceが境界となっていた．
これが anti-de Sitter空間においては成立しないという定理である．
ただ [5]において，まずはMinkowski空間の類似として AdS-crooked planeの

disjoint性を議論し，その後にAdS-crooked planeを境界に持つような基本領域の
存在を示している．
[5]では，AdS-crooked planeは基本的に e ∈ AdS3と測地線 l ⊂ e∗ ∼= H2の組

(e, l)によって定義しており，C(l)と記述されている．
私がつまづいたのはAdS-crooked planeの disjoint性に関する次の定理である．

Theorem 11.2. ([5],Theorem3.1) l1, l2を e∗の測地線とし，g1, g2 ∈ AdS3とする．
また，dはH2上の双曲距離とする．このとき，次は同値である．

1. AdS-crooked plane g1C(l1)と g2C(l2)は disjointである．

2. ある実数K > 0で，任意の x1 ∈ l1と x2 ∈ l2に対して

d(g1 · x1, g2 · x2)− d(x1, x2) ≥ K

となるものが存在する．

3. l1の任意の端点 ξ1と l2の任意の端点 ξ2に対して，ξ1 ̸= ξ2であり，

d(g1 · ξ1, g2 · ξ2)− d(ξ1, ξ2) < 0

が成立する．

この定理の 2, 3がどういった幾何的意味を持つのかまでは学習が及ばなかった．
しかしこれは [5]に記載されている内容であるため，卒業後も勉強を続け，本稿を
きちんと補っていきたい．
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A Symplectic幾何学とEinstein宇宙
[1]を通してEin3と 4次元 symplecticベクトル空間の間には様々な対応があるこ
とを学習した．本筋とは大きく関係しない内容ではあるが，興味深い内容である
ため，Appendixとして掲載しておく．

A.1 Symplecticベクトル空間を用いたEin3の構成

この部分の内容は [1],§5.1による．
V をR係数 4次元 symplecticベクトル空間とし，その symplectic形式を ωとす
る．ωに対し，symplectic基底を e1, e2, e3, e4とする．ただし，ωの上記基底に関
する表現行列は以下とする． 

0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0


すなわち，

ω = e∗1 ∧ e∗2 + e∗3 ∧ e∗4
と表せる．ただし e∗i は eiの双対基底である．次に，V の体積要素を

vol = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4

と定める．volを保つ行列全体をSL(V )とする．これは V の特殊線形群である．V
から作られる 6次元ベクトル空間

∧2(V )を考える．
∧2(V )上の計量

B :
2∧
(V )×

2∧
(V ) −→ R

を

α1 ∧ α2 = −B(α1, α2)vol (α1, α2 ∈
2∧
(V ))

で定義する．Bによって
∧2(V )は (3, 3)型ベクトル空間になっている．実際，

∧2(V )

の基底として

Spacelike :
1

2
(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4),

1

2
(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e4),

1

2
(e1 ∧ e4 − e2 ∧ e3),

Timelike :
1

2
(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4),

1

2
(e1 ∧ e3 − e2 ∧ e4),

1

2
(e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3)

をとると，直接計算可能である．ただし，また，Bについているマイナスの符号
は後で Einstein宇宙を作るための“おまじない”である．
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次に，SL(V )の V への作用は
∧2(V )への作用を誘導する．簡単な計算により，

誘導された写像は Bを保つことが分かるから，この写像は SO(3, 3)に含まれる．
したがって，

SL(4;R) −→ SO(3, 3)

という準同型写像が定まる．
では symplectic形式 ωを用いて (3, 2)型ベクトル空間を作る．
ωに対して Bに関する双対ベクトル ω∗ ∈

∧2(V )を次のように定めよう．

ω(v1, v2) = B(v1 ∧ v2, ω∗)

Bの非退化性により，この ω∗は一意的に定まる．この ω∗の形は具体的に計算す
ると，

ω∗ = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4
となり，ω との双対性が確認できる．ここから ω∗ ∧ ω∗ = 2vol が分かるから，
B(ω∗, ω∗) = −2 < 0．したがって ω∗は timelikeである．ここで

W0 = (ω∗)⊥ ⊂
2∧
(V )

とすると，これは (3, 2)型ベクトル空間である．あとはこの null coneを射影する
ことで Einstein宇宙を作ることができる．
Symplectic群 Sp(4;R) ⊂ SL(4;R)の V への作用は ωを保つので

∧2(V )へ誘導
された作用はω∗を保つ．従ってW0も保つ．すなわち，誘導された写像はSO(3, 2)

に含まれる．したがって，

Sp(4;R) −→ SO(3, 2)

という準同型写像が定まる．

A.2 Lagrangian平面とEinstein宇宙

この部分の内容は [1],§5.2による．
状況設定，記号は先ほどの節と同じものを用いる．

Proposition A.1. Einstein宇宙の各点は，V においてLagrangian平面に対応する．

ただし Laglangian平面P とは，V の二次元部分空間であり，ωがP 上で恒等的
に 0になるようなものである．

Proof. まず Einstein宇宙の点から Lagrangian平面を構成しよう．p ∈ Ein3はW0

において，lightlikeなベクトル a ∈ W0に対応する．すなわち，

a ∧ a = B(a, a)vol = 0
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である．ここで簡単な計算によって，a ∧ a = 0であるような aはある v1, v2 ∈ V
を用いて a = v1 ∧ v2と書けることがわかる．このとき

B(a, ω∗) = 0

であり，これは ω(v1, v2) = 0を表している．したがって，{v1, v2}で張られる平面
は Lagrangian平面である．
次に，Lagrangian平面からEinstein宇宙の点を構成する．Lagrangian平面P の
{v1, v2}とする．ここで w = v1 ∧ v2 で生成される直線を考えよう．簡単な計算
によって，wは v1, v2の取り方によらないことがわかる．次に，wは Bについて
lightlikeなベクトルであり，w ∈ W0．実際，

−B(w,w)vol = −w ∧ w = 0

であり，
B(w, ω∗) = ω(v1, v2) = 0

である．したがってwはW0の lightlikeな直線となるから，Ein3の点に対応する．
以上で対応を作ることができた．

q ∈ Ein3に対して，対応する V の Lagrangian平面を Lqと表すとする．

A.3 Pointed photonと complete flags

この部分の内容は [1],§5.2.1による．
(p, ϕ) ∈ Flag2,1から作られる包含関係は V でどうなっているだろうか．まず，

Ein3における包含関係は
p ∈ ϕ ⊂ L(p)

である．これはW0において，

lp ⊂ Pϕ ⊂ (Pϕ)
⊥ ⊂ (lp)

⊥ ⊂ W0

という包含関係 (complete flags)に対応している．ただし lpは pに対応する lightlike

な直線，Pϕは ϕに対応する平面である．更にこれは V において，

lϕ ⊂ Lp ⊂ (lϕ)
⊥ ⊂ V

という包含関係に対応する．ただし，lϕ =
∩

p∈ϕ Lpで，これはPϕに対応する V の
直線であり，(lϕ)

⊥は lϕの symplectic補空間である．すなわち，

(lϕ)
⊥ = {v ∈ V ;任意のw ∈ lϕに対し，ω(v, w) = 0}

である．実際，上記のように定めた lϕは V の直線になることを確認しよう．一般
の例で確認するのは計算が煩雑であるから，Pϕの基底が e1∧e2, e1∧e3であるとき
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を考えよう．このとき lpの基底は，ある実数 θを用いて cos θ e1 ∧ e2 +sin θ e1 ∧ e3
と表すことができる．したがって

cos θ e1 ∧ e2 + sin θ e1 ∧ e3 = e1 ∧ (cos θ e2 + sin θ e3)

より，Lpの基底は e1, cos θ e2 + sin θ e3である．p ∈ ϕの pを変化させることは θ

の値を変化させることに対応しているから，lϕの基底は e1である．よって確かめ
ることができた．

A.4 歪symplectic自己同型写像と時間的向きを逆にする自己同型

写像

この部分の内容は [1],§5.2.2による．
異なる二つの Lagrangian平面Lp, Lqを考えよう．二つの平面は {0}あるいは直
線で交わる．

1. 交わりが直線であるとき，p, q ∈ Ein3は同じ photonに含まれる．実際，こ
れは前の節で lϕを考えたときと同じ状況である．

2. 交わりが {0}であるとき，すなわち V = Lp⊕Lqのとき，p, qは同じ photon

に含まれない．すなわち，spacelike circle L(p)∩L(q)が定義される．この状
況で，V の involution

θ : ILp ⊕−ILq

を考える．

Lemma A.2. θは歪 symplectic写像である．すなわち，任意の u1, u2 ∈ V
に対し，

ω(θ(u1), θ(u2)) = −ω(u1, u2)

が成立．

Proof. まず
B(θ(u1 ∧ u2), ω∗) = −B(u1 ∧ u2, ω∗)

を示す．

Lp = span{v1, v2},
Lq = span{w1, w2}

とすると，

u1 ∧ u2 = c1v1 ∧ v2 + c2v1 ∧ w1 + c3v1 ∧ w2

+ c4v2 ∧ w1 + c5v2 ∧ w2 + c6w1 ∧ w2
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と表せる．ただし ci (i = 1, · · · , 6) ∈ Rである．このとき，

θ(u1 ∧ u2) = c1v1 ∧ v2 − c2v1 ∧ w1 − c3v1 ∧ w2

− c4v2 ∧ w1 − c5v2 ∧ w2 + c6w1 ∧ w2

であるから，線形性より，

B(θ(u1 ∧ u2), ω∗) = c1B(θ(v1 ∧ v2), ω∗)− c2B(θ(v1 ∧ w1), ω
∗)

− c3B(θ(v1 ∧ w2), ω
∗)− c4B(θ(v2 ∧ w1), ω

∗)

− c5B(θ(v2 ∧ w2), ω
∗) + c6B(θ(w1 ∧ w2), ω

∗)

しかし Laglangian性より，

B(θ(v1 ∧ v2), ω∗) = ω(v1, v2) = 0,

B(θ(w1 ∧ w2), ω
∗) = ω(w1, w2) = 0

である．したがって，

B(θ(u1 ∧ u2), ω∗) = −B(u1 ∧ u2, ω∗)

の成立は示された．よって

ω(θ(u1), θ(u2)) = B(θ(u1 ∧ u2), ω∗)

= −B(u1 ∧ u2, ω∗)

= −ω(u1, u2)

この θはLp, Lqを保つから，誘導された θ :
∧2(V ) −→

∧2(V )は p, qを保ち，
従って spacelike circle L(p) ∩ L(q)を保つ．

θ ̸∈ Sp(4;R)であるが，θはW0を保つ．このW0の基底として

1

2
(v1 ∧ v2 − w1 ∧ w2),

1

2
(v1 ∧ w1 ± v2 ∧ w2),

1

2
(v1 ∧ w2 ± v2 ∧ w1)

をとり，θのこの基底に関する表現行列を求めて，その timelike成分の行列
式を計算してみよう．するとこの θは時間的向きを逆にする同型写像である
ことが分かる．
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A.5 symplectic自己同型写像と時間的向きを保つ自己同型写像

この部分の内容は [1],§5.23による．
P ⊂ V を symplectic平面とする．すなわち，P は V の 2次元 symplectic部分空
間である．このとき，symplectic補空間

P⊥ = {v ∈ V ;任意のw ∈ P に対し，ω(v, w) = 0}

もまた symplectic平面となる．先ほどの状況設定と同じ記号を用いて，V の sym-

plectic basisを v1, w1, v2, w2とし，

P = span{v1, w1},
P⊥ = span{v2, w2}

とする．
では 2つの symplectic involution

η± := ±(IP ⊕−IP⊥)

を考えよう．この写像は明らかに symplecticであるから，W0を保つ．実は η±は
W0においてある軸についての対称移動を与えている．これを確認しよう．
上の symplectic基底に対して，ω∗ = v1 ∧w1 + v2 ∧w2となる．したがって，先
ほどと同様にW0の基底を

1

2
(v1 ∧ v2 − w1 ∧ w2),

1

2
(v1 ∧ w1 ± v2 ∧ w2),

1

2
(v1 ∧ w2 ± v2 ∧ w1)

ととる．このとき，η±によって spacelikeなベクトル

νp :=
1

2
(v1 ∧ v2 − w1 ∧ w2)

は保たれるが，それ以外のベクトル，すなわち (νp)
⊥ ⊂ W0の基底は全て−1倍さ

れる．また，η±によって，W0は

W0 = Rνp ⊕ (νp)
⊥ ∼= R1,0 ⊕ R2,2

と固有空間分解される．よって，η±は時間的向きを保つ自己同型写像であり，こ
の involutionは Ein3の Einstein hypersphere ((νp)

⊥ ∩N(W0))/R×を保つ．

A.6 Positive compatibleな複素構造と free involution

この部分の内容は [1],§5.4による．
Ein3の全ての involtionは V の involutionから作られるわけではない．その中で
も V の positive compatibleな複素構造から生じる involutionを見ていく．
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Definition A.3. 自己同型写像 J : V −→ V であって，J2 = −I を満たすものを
V 上の複素構造 (complex structure)という．R線形空間 V に対し，組 (V, J)は
複素ベクトル空間の構造を持つという．
また，symplecticベクトル空間 (V, ω)に対し，複素構造 J が

ω(Ju, Jv) = ω(u, v)

を満たすとき，Jは V に compatibleであるという．更に，任意の v ∈ V (v ̸= 0)

に対し，ω(v, Jv) > 0を満たすとき，J は positiveであるという．

(V, ω)上の positive compatibleな複素構造 J が存在しているとき，V 上の内積
を g(v, w) = ω(v, Jw)で定義できる．

Remark 4. 実は ω, g, Jのうち，2つが存在したら残る 1つも決定する．詳しくは
参考文献 [16]を参照．

V = R4のとき，M ∈ Sp(4;R)は複素構造 J に，J 7→MJM−1と作用する．こ
のとき，J の stabilizerは U(2;C)に共役である．

Proof. V 上の symplectic basisに対して ωを行列表示したとき，

J :=


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0


と表される．これは複素構造も定義する．さて，M ∈ Sp(4;R)であることは tMJM =

Jが成立することであり，Mが stabilizerの元であることは，JM =MJが成立す
ることである．したがって，tMM = I4となり，これはM ∈ O(4;R)を表してい
る．すなわちM ∈ O(4;R) ∩ Sp(4;R)
このM を U(2;C)として特徴づけたい．M を実 2× 2正方行列を用いて

M =

(
A B

C D

)

と表すとする．MJ = JM よりB = −C, D = Aである．ここでX = A, Y = C

と置き換えて，

M =

(
X −Y
Y X

)
と表せ，これはZ = X +

√
−1Y として複素 2× 2正方行列と特徴づけられる．こ

こで，tMM = I4であることは tZZ = I2と同値だから，このように特徴づけられ
たZ ∈ U(2;C)である．

99



さて，V 上の positive compatibleな複素構造 J から作られる involutionを見て
いく．Jは V 上の involutionではないが，

∧2(V )上では (ω∗)⊥を保つ involutionと
なっている．

Proof. まず，J :
∧2(V ) −→

∧2(V )は (ω∗)⊥を保つことを示そう．V 上の symplec-

tic基底 e1, e2, e3, e4をうまくとって，この基底に関する ω, J の行列表示が
0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0


になるようにする．W0の基底を以前のようにとると，Jの作用によって，ω∗ 7→ ω∗

となる．したがって (ω∗)⊥を保つ．また，それぞれの基底の行先を考えれば，J2 = id

も示すことができる．

軽く証明を補足しておく．実は基底を具体的に取らなくても証明可能である．
J は (V, ω)に compatibleであるから，ω(v, w) = ω(Jv, Jw)である．ここで，

ω(v, w) = B(v ∧ w, ω∗) = B(Jv ∧ Jw, Jω∗)

ω(Jv, Jw) = B(Jv ∧ Jw, ω∗)

であるから，Bの非退化性より，ω∗ = Jω∗．次に，ω(v, w) = ω(J2v, J2w)より，

B(v ∧ w, ω∗) = B(J2v ∧ J2w, ω∗)

であるから，再び Bの非退化性より，J2 = Id．

A.7 接触幾何との関わり (紹介)

W0の射影化によって Ein3が得られた．では，V を射影化した P(V )と Ein3の
間にも関係がないだろうか．先ほどまでの内容より，photon ϕに対して V の 1次
元部分空間 lϕが対応した．したがって，Pho3に対し，V の 1次元部分空間全体と
みなせる P(V )が対応する．
実はこの P(V )には接触構造が入り，従ってPho3に接触構造を入れることがで
きる．それなりの前提知識を要するため，詳細は控えるが [1], §5.5 を参考にされ
たい．
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