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概要

複素解析学において，連分数という分野は古くから研究対象とされてきたが，初めて連分
数を解析学の立場から研究を行う先駆けとなったのが，1894年にT. J. Stieltjesによって
書かれた論文 [St94a] “Recherches sur les fractions continues”である．Stieltjesは，積分∫ ∞

0

f(u)du

z + u
, f(u) > 0, z ∈ C

と連分数
1

z +
a1

1 +
a2

z +
a3

1 +
. . . ,

ap > 0 (a)

の関連性と収束性について研究をし，この理論を整備するべく，元来の積分概念を拡張し，
Vitaliの定理を解析函数列にまで発展させた．連分数 (a)は Stieltjes連分数と呼ばれ，

1

z + b1 −
p1

z + b2 −
p2

z + b3 −
p3

z + b4 −
. . . ,

bk(ak), pk(ak) > 0 (b)

と変形できるが，これについて 1903年に E. B. Van Vleck [Vl03]が Stieltjesの理論を発
展させ，積分の範囲を実軸全体にまで拡張した．そして Stieltjesの連分数理論を完全に拡
張したのが，1920年のHamburger [Ha20]である．他にも多くの数学者によって連分数の
理論は研究されてきたが，1990年代になると，Pringsheim [Pr98]とVleck [Vl01a]によっ
て，連分数

1

1 +
c1

1 +
c2

1 +
. . . ,

cp ∈ C, (c)
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および，
1

b1 +
1

b2 +
1

b3 +
.. . ,

bp ∈ C (d)

の収束性が調べられた．連分数 (c)に関して Pringsheimは，ある列 gp−1 ∈ [0, 1], (p =

1, 2, 3, . . . )があって，|cp| ≤ (1− gp−1)gpとなれば収束することを発見した．Vleckは同様
の結論が g0 = 0かつ級数 1 +

∑
g1g2 · · · gp/(1− g1)(1− g2) · · · (1− gp)が発散するときに

得られることを示した．こうした議論は他の連分数の収束性を調べるための基礎となるも
ので本論文の第 1章で述べることにする．また連分数理論を扱うための準備とともに，収
束を理解するために必要な概念も同様に第 1章で説明する．そして章の後半部分では，以
後，特に第 2章で扱う連分数の収束性に関して重要になる基本不等式について説明をする．
本論文の主要な連分数の 1つである Jacobi連分数

1

z1 + b1 −
a21

z2 + b2 −
a22

z3 + b3 −
. . . ,

zp ∈ C (e)

については，第 2章の軸となる (連分数における)正定値というある種のクラスを導入する
ことで，収束性に関する理論が導かれる．連分数の要素からなる実 2次形式

n∑
p=1

ℑ(bp + zp)|xp|2 −
n−1∑
p=1

ℑ(ap)(xpxp+1 + xpxp+1), xn ∈ C, n = 1, 2, 3, . . .

がℑ(zp) > 0に関して非負値をとることを正定値と定義することで，Jacobi連分数の近似
値はある縮小円列 {Kp(z)}内に存在することが分かる．そして，この縮小円列 {Kp(z)}に
おける各円の半径 rp(z)の様子を調べることで，極限函数を解析できる．この議論の中に
登場する数列 {(1− gp−1)gp}は連鎖列と呼ばれ，本論文の通じて重要な役割を担う数列で
ある．
一方，連分数の理論において，収束性と並び広く研究されてきたこととしてローラン級
数展開が挙げられる．第 3章では，まず有理函数を Jacobi連分数に展開するための必要
十分条件と，数値計算に有効なアルゴリズムを示す．このとき，有理函数をローラン級数
展開をすることで得られる係数 {cp}はモーメントと呼ばれる．このモーメント {cp}は第
4章で述べる直交多項式と関係がある．第 4章では，ローラン級数展開と連分数展開との
関連づけを与える．その出発点として，直交多項式とモーメント {cp}とを結びつける形
式的な積分∫

(k0 + k1u+ · · ·+ knu
n) dϕc(u) = k0c0 + k1c1 + · · ·+ kncn, kn ∈ C :定数 (f)

を導入し，さらに第 3章で得られた結果を用いると，最終的に，ローラン級数展開と連分
数の値が 2p (p = 1, 2, 3, . . . )次の近似値まで等しくなるという結論が得られる．そして，
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Stieltjes [St89]による連分数展開をローラン級数展開にうつすための強力な Stieltjesの展
開定理を紹介する．
第 5章では，形式的積分 (f)を実際の積分に置き換えた作用を考える．この際，本論文
では Stieltjes積分を用いるが，扱う理論自体は Lebesgue積分まで拡張できる．与えられ
た列 {cp}に対して，

µp =

∫ 1

0
updµ(u), p = 0, 1, 2, . . .

を満たす函数 µ(u)を決定する問題をモーメント問題とよぶ．モーメント問題は考える積
分区間によって何種類かに分かれるが，共通した概念として，モーメント問題の解となる
函数 µ(u)が存在するか，解が一意的かどうかが議論の対象となる．そして，解の存在を
議論する中で，モーメント問題における Stieltjes積分が，これまで述べてきた Stieltjes連
分数や Jacobi連分数表現を持つことが重要な条件として現れる．
Stieltjes連分数や Jacobi連分数の理論を基礎とし，第 6章では，Gauss連分数に関す
る解析的性質を調べる．Gauss連分数は，a, b ∈ C，c ̸∈ {0,−1,−2,−3, · · · }として超幾
何級数

F (a, b, c; z) =

∞∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n · n!
zn, |z| < 1

と隣接関係式を用いることで得られる商 F (a, b + 1, c + 1; z)/F (a, b, c; z) より構成され
る連分数である [Ga76]．ただしここで，(a)n は Pochhammer記号と呼ばれ，(a)0 := 1，
(a)n+1 := (a)n(a+ n), (n = 0, 1, 2, . . . )により定まる．Gauss連分数は，超幾何級数を用
いて構成されるため，初等函数やよく知られた形の積分などを連分数として記述できる．
さらに，Gauss連分数の部分分子は，パラメータ a, b, cにある条件を付けることで連鎖列
としても表現できる．これにより，Gauss連分数の収束に関する定理が導かれる．
最後に，本論文の結論としては，Jacobi連分数や Gauss連分数の収束性を述べた定理
や，近似値が満たすべき不等式を用いることで，従来のべき級数展開や複素積分などでは
導出できない類いの不等式を導けることを述べる．また，連分数はある種の自己相似性を
持ち合わせている場合がある．このとき，その自己相似性により，導かれた不等式の精度
をさらに高められることも紹介する．
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記号と表記
本論文では，以下の記号と表記を用いることにする．

記号・表記 意味
N 自然数全体からなる集合
N0 0を含む自然数全体からなる集合
R 実数全体からなる集合

R>0 正の実数全体からなる集合
C 複素数全体からなる集合
Ĉ 無限遠を含む複素数全体からなる集合
∂R 集合Rの境界
#R 集合Rの要素数
Rc 集合Rの補集合

A ⊂ B 集合Bの部分集合A

A ∪B 集合Aと集合Bの和集合
A ∩B 集合Aと集合Bの積集合
A\B 集合Aと集合Bの差集合
a ∈ A 集合Aに含まれる要素 a

ℜ(z) 複素数 zの実部
ℑ(z) 複素数 zの虚部
z̄ 複素数 z = x+ iyの複素共役，i.e., z̄ = x− iy

θ = arg(z) 複素数 zの偏角
r = |z| 複素数 z = x+ iyの絶対値，i.e., |z| =

√
x2 + y2

z = reiθ r = |z|，θ = arg(z)

g ◦ f(ω) 函数 f, gの合成函数，i.e., g(f(ω))

max{a, b} 数 a, bの最大値
min{a, b} 数 a, bの最小値
deg f 函数 f の次数
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第1章 連分数の定義とその基礎的性質

連分数理論は，数論，解析学，確率論，力学などで用いられ，工学分野でいえば信号処
理や電気回路にも登場する重要な道具の 1つである．今では幅広い学問分野で扱われてい
る連分数であるが，それ自体が最初に知られたのは 1572年である．R. Bombelliが

√
13

の近似値として

3 +
4

6 +
4

6

を与えた．この近似値自体はあくまで有限な繰り返しに関する連分数であるが，初めて無
限に繰り返される連分数を考えたのが，Lord W. Brounckerである．彼は

4

π
= 1 +

12

2 +
32

2 +
52

2 +
. . .

となることを示した．
そして現代に至るまで，数多くの数学者が連分数を研究してきたが，その中でも，解析
学の見地から連分数を研究し始めたのがT. J. Stieltjesである．自身の論文 [St94a]におい
て，連分数の収束性をある積分表示と関連づけた．この論文で扱われた連分数

1

z +
a1

1 +
a2

z +
a3

1 +
. . . ,

ap > 0, z ∈ C

が Stieltjes連分数である．Stieltjes連分数以外にも，連分数自身の型から様々な種類の連
分数が考えられる．その 1つが Jacobi連分数である．Jacobi連分数は Stieltjes連分数と
似た性質を持ち合わせている．さらに，Jacobi連分数と Stieltjes連分数はある変数変換
を施すことで互いに移り合えることが分かる．そしてもう 1つが，Gauss連分数である．
Gauss連分数は超幾何級数の商を用いて記述されるが，収束性や近似値に関する理論では，
Jacobi連分数と Stieltjes連分数の理論に基づくことがしばしば見られる．そして，この
Gauss連分数は他の連分数と比べ，幅広い分野でも扱われることが多く，単葉函数論から
も研究がなされている．
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本論文は，上記で述べた 3種の連分数を複素函数と捉えることで複素解析学の立場から
収束性や積分表現，ローラン級数などとの関連を調べていく．また，いずれの連分数にお
いても，根底となる概念は共通しているので，まずはそれらをこの章で述べることにする．

1.1 連分数の定義

連分数に関しては冒頭部分でわずかであるが紹介したが，ここで今一度，連分数の定義
を行う．簡単な連分数の例を見ながら，解析学の立場から論ずるに必要な基礎的概念を述
べる．

定義 1.1. 連分数とは，次のような形を持つ分数である :

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
. . . .

(1.1)

ここで，ap ∈ C, (p = 1, 2, 3, . . . ), bp ∈ C, (p = 0, 1, 2, . . . )．このとき，各 ap, bpを連分
数の要素または係数といい，特にそれぞれを p次の部分分子，p次の部分分母という．さ
らに，ap/bpを p次の部分商という．また便宜的に，上記の連分数を

b0 +
a1|
|b1

+
a2|
|b2

+
a3|
|b3

+ · · ·

と書くこともある．ここで 1つ注意しておくことは，連分数が無限に続かない場合でも同
様の表現を用いることとする．つまり，

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
... +

an

bn

= b0 +
a1|
|b1

+
a2|
|b2

+ · · ·+
an|
|bn

と表記するということである．

連分数の簡単な例を見てみよう．

例 1.2.

tan

(
1

ζ

)
=

1|
|ζ

+
1|
|3ζ

+
1|
|5ζ

+ · · · for |ζ| >
2

π
.

この例で登場する連分数は 2章，3章で説明する Jacobi連分数と呼ばれるものである．

連分数は，ある特定の部分商が無限回繰り返されて得られる分数であるが，途中でその
繰り返しを打ち切ることで，近似値 (近似分数)が得られる．任意の連分数は，ωを変数と
して

t0(ω) := b0 + ω, tp(ω) :=
ap

bp + ω
, p = 1, 2, 3, . . .

2



という変換であると考えられる．この変換を用いた

t0 ◦ t1 ◦ · · · ◦ tp(0) = b0 +
a1|
|b1

+
a2|
|b2

+ · · ·+
ap|
|bp

を p次の近似分数とよぶ．また，後に紹介する基本漸化式を用いることで，任意の連分
数は

t0 ◦ t1 ◦ · · · ◦ tp(ω) =
Ap−1ω +Ap

Bp−1ω +Bp
, p = 0, 1, 2, . . .

という変換としても表せることが知られている．ここで，各Ap, Bpをそれぞれ p次の分
子，p次の分母といい，次の基本漸化式により一意に定まる :

A−1 = 1, B−1 = 0, A0 = b0, B0 = 1;

Ap+1 = bp+1Ap + ap+1Ap−1,

Bp+1 = bp+1Bp + ap+1Bp−1, p = 0, 1, 2, . . . .

(1.2)

また，基本漸化式を行列表示すると，行列式は，∣∣∣∣∣An−1 An

Bn−1 Bn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣An−1 bnAn−1 + anAn−2

Bn−1 bnBn−1 + anBn−2

∣∣∣∣∣
= −an

∣∣∣∣∣An−2 An−1

Bn−2 Bn−1

∣∣∣∣∣
となるので，これを繰り返すと，

Ap−1Bp −ApBp−1 = (−1)pa0a1 · · · ap, p = 0, 1, 2, . . . (1.3)

という行列式公式が得られる (ただし，特に断らない限り a0 = 1とする)．これは，次に
述べる連分数の収束を判定をする上で，重要になる公式である．
基本漸化式により得られた各 Ap, Bpから，近似分数列 {Ap/Bp}∞p=0を考えることがで
きる．そうすると，連分数に関わる収束や発散，極限といった概念を導入できる．

定義 1.3. 連分数 (1.1)が収束するとは，高々有限個の pを除いてBp ̸= 0で，

lim
p→∞

Ap

Bp
(1.4)

の値が存在し，かつ有限であることをいう．そうでない場合，連分数は発散するという．

つまり，行列式公式 (1.3)により，部分分子 ap ̸= 0, (p = 0, 1, 2, . . . )であるような連分
数においては，ApとBpが同時に 0をとらないことが分かる．よって，式 (1.4)における
有限な極限の存在が，分母Bpが 0をとらないことを保証している．
連分数の各要素 ap, bpは，1つ，もしくはそれ以上のパラメータに依ることがあるが，そ
れ自身が独立変数としてみなされることもある．このような場合は，広義一様収束の問題
に関係してくる．
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定義 1.4. 連分数 (1.1)が領域D ⊂ C上で広義一様収束するとは，D上で，連分数の各要
素 ap, bpが 1つもしくは，それ以上の変数からなる函数とするとき，D内の任意の変数に
対して，連分数 (1.1)が収束し，かつ，近似値列 {Ap/Bp}がD上で広義一様収束するこ
とである．

ここで，領域という言葉について述べておく．領域とは，複素平面C内の開部分集合で，
かつ単連結な集合を指すものとする．

1.2 連分数と級数

ここでは，連分数と級数との関連を見ていくことにする．最初に，連分数の近似値と級
数の表現に関わる定理を述べる．

定理 1.5. ([Eu48]) 連分数
1|
|1

+
a2|
|b2

+
a3|
|b3

+ · · · (1.5)

の部分分母Bpが，p = 1, 2, 3, . . . に対してBp ̸= 0で，

ρp := −ap+1Bp−1

Bp+1
, p = 1, 2, 3, . . . (1.6)

とおくとき，連分数 (1.5)は，連分数

1|
|1

− ρ1|
|1 + ρ1

− ρ2|
|1 + ρ2

− · · · (1.7)

と n次近似分数が等しくなる．さらに，任意の ρpに対して，連分数 (1.7)の n次分子は，
無限級数

1 +
∞∑
p=1

ρ1ρ2 · · · ρp (1.8)

の最初の n項までの和に等しく，n次の分母は 1になる．

証明. 無限級数の先頭から n項までの和は

1 +

n−1∑
p=1

(
Ap+1

Bp+1
− Ap

Bp

)
= 1 +

(
A2

B2
− A1

B1

)
+

(
A3

B3
− A2

B2

)
+ · · ·+

(
An

Bn
− An−1

Bn−1

)
= 1− A1

B1
+

An

Bn
.

ここで，連分数 (1.5)は，t0(ω) = ω, tp(ω) =
ap

bp + ω
, (p = 1, 2, 3, . . . ),さらに，a1 = b1 = 1

という変換と見れるので，A1/B1 = t0 ◦ t1(0) = 1．ゆえに，

1 +

n−1∑
p=1

(
Ap+1

Bp+1
− Ap

Bp

)
=

An

Bn
.
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行列式公式 (1.3)より，この無限級数は，

1− a2
B1B2

+
a2a3
B2B3

− a2a3a4
B3B4

+ · · ·

と表現できるので，変換 (1.6)を用いると，無限級数 (1.8)が得られる．今，変換 s = sp(ω) =

1 + ρpωは，

s = sp(ω) =
1|
|1

− ρp|
|ρp + 1

ω

, p = 1, 2, 3, . . .

と書いてもよい．これを n回繰り返し適用し，ω = 0とおくと，

s1 ◦ s2 ◦ · · · sn(0) = 1 + ρ1(1 + ρ2(1 + ρ3 + · · ·
= 1 + ρ1ρ2 + ρ1ρ2ρ3 + · · ·+ ρ1 · · · ρn−1

= 1 +
n−1∑
p=1

ρ1ρ2 · · · ρp

となり，無限級数 (1.8)の最初の n項目までの和となり，さらに，

s1 ◦ s2 ◦ · · · sn+1(ω) =
1|
|1

− ρ1|
|ρ1 + 1

− ρ2|
|ρ2

+ · · ·+ ρn|
|ρn

+
1|
|1

− ρn+1|
|ρn+1 +

1
ω

.

また，連分数 (1.7)は，
1|
|1

− ρ1|
|ρ1 + 1

− · · · − ρn|
|ρn + 1

.

ゆえに，s1 ◦ s2 ◦ · · · sn+1(0)と連分数 (1.7)は等しくなる．よって，各 n = 1, 2, 3, . . . に対
して，連分数 (1.7)と連分数 (1.5)の n次近似値が無限級数 (1.8)の最初の n項目までの和
と等しくなる．
最後に，連分数 (1.7)の n次分母 Bn = 1を示す．簡単のため，連分数 (1.7)において，

a′n := −ρn, b
′
n := 1 + ρn, (n = 1, 2, 3, . . . )とすると，

t0(ω) =
1

1 + ω
, tn(ω) =

a′n

b′n + ω

と書ける．このときの n次の分子と分母をそれぞれ A′
n, B

′
n とおくと，まず，A′

0/B
′
0 =

t0(0) = 1/1より，B′
0 = 1．A′

1/B
′
1 = t0 ◦ t1(0) =

1|
|1

+
a′1|
|b′1

= b′1/1より，B′
1 = 1．これら

と基本漸化式 (1.2)より，B′
2 = b′2B

′
1 + a′2B

′
0 = b′2 + a′2 = 1, . . . , B′

n = b′n + a′n = 1とな
る．また，無限級数 (1.8)の n項目までの和が，連分数 (1.5)と連分数 (1.7)に等しいこと
と，Bn = 1, (n = 0, 1, 2, . . . )であることから，分子Anが無限級数 (1.8)の n項目までの
和となることはすぐにわかる．

では，次に先ほど登場した ρpに関して，特徴的な公式を紹介する．これは，ρpの定義
(1.6)と，基本漸化式 (1.2)を用いることで帰納的に示すことができる :

系 1.6. ([Wa48]) p次の部分分子 bp = 1, (p = 2, 3, 4, . . . )とし，ρ0 = 0とするとき，

ρp = − ap+1(1 + ρp−1)

1 + ap+1(1 + ρp−1)
, p = 1, 2, 3, . . . (1.9)
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が成り立ち，また，a1 = 0, ρ−1 = ρ0 = 0と定めれば，

ρp = − ap+1

1 + ap + ap+1 + apρp−2
, p = 1, 2, 3, . . . (1.10)

が成り立つ．

1.3 連分数の同値変換

連分数の議論において，ある連分数を同値変換と呼ばれる手法を用いて，別の形をした
連分数に書き換えることで見通しがよくなることがある．

定義 1.7. 連分数 (1.1)における同値変換による連分数とは，ある数列 {cp}∞p=1があって，
任意の自然数 p ∈ Nに対して cp ̸= 0であり

b0 +
c1a1|
|c1b1

+
c1c2a2|
|c2b2

+
c2c3a3|
|c3b3

+ · · · (1.11)

と表現できる連分数と定める．

つまり，同値変換を行うためには，連分数 (1.11)が構成できるような数列 {cp}を見つ
けることになる．またこの定義より，任意の近似値が同値変換で不変であることが分かる．
実際，Ap, Bpを連分数 (1.1)のそれぞれ p次の分子と分母とすると，連分数 (1.11)におけ
る p次の分子と分母はそれぞれ

c1c2 · · · cpAp, c1c2 · · · cpBp

となることが基本漸化式 (1.2)を用いて，帰納的に確かめられる．逆に，ともに部分分子が
全て 0でない 2つの連分数が共通の近似分数列を持つならば，同値変換により相互に連分
数を書き換えることができる．実際，片方の連分数の p次の分子と分母をそれぞれAp, Bp

とおき，もう片方の連分数に対しても同様に A′
p, B

′
pとおく (ただし，それぞれ Ap, Bpと

は相違なるものとする)．各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，Cp ̸= 0で，

A′
p = CpAp, B′

p = CpBp (1.12)

であるようなものがあるとする．そこで，A−1 = 1, B−1 = 0, A0 = b0, B0 = 1, Ap =

bpAp−1 + apAp−2, Bp = bpBp−1 + apBp−2とすると，(
Ap−1 Ap−2

Bp−1 Bp−2

)(
bp

ap

)
=

(
Ap

Bp

)

と書け，仮定より

det

(
Ap−1 Ap−2

Bp−1 Bp−2

)
= Ap−1Bp−2 −Ap−2Bp−1 ̸= 0
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が分かるので，行列

(
Ap−1 Ap−2

Bp−1 Bp−2

)
は正則．ゆえに，逆行列が存在し

(
bp

ap

)
=

(
Ap−1 Ap−2

Bp−1 Bp−2

)−1(
Ap

Bp

)
.

同様にして，A′
−1 = 1, B′

−1 = 0, A′
0 = b0, B′

0 = 1, A′
p = b′pA

′
p−1 + a′pA

′
p−2, B′

p =

b′pB
′
p−1 + a′pB

′
p−2とすると，式 (1.12)から，

Ap =
A′

p

Cp
=

b′pA
′
p + a′pA

′
p−2

Cp

= b′p
Cp−1

Cp
Ap−1 + a′p

Cp−2

Cp−1

Cp−1

Cp
Ap−2.

ただしここでは，C−1 = C0 = 1とする．cp :=
Cp

Cp−1
とおくと，

b′p = cpbp, a′p = cp−1cpap.

ゆえに，同値変換により，2つの連分数の p次の近似分数が等しくなる．
よく用いる変換として，まず bp ̸= 0, cp := 1/bp, (p = 1, 2, 3, . . . )とおくと，連分数

(1.11)の任意の部分分母が 1となる．同様にして，ap ̸= 0, (p = 1, 2, 3, . . . ), co = 1とし，
cpを cp−1cpap = 1を満たすように定めると，連分数 (1.11)の任意の部分分子が 1となる．

1.4 連分数の偶数部分と奇数部分

連分数における偶数部分と奇数部分とは，与えられた連分数の近似分数列に対し，それ
ぞれ偶数番目の近似値列，奇数番目の近似値列だと考える．簡単のため，連分数 (1.1)で
はなく，

1|
|1

+
a2|
|1

+
a3|
|1

+ · · · (1.13)

で表現される連分数を考える．

定義 1.8. 連分数 (1.13)における偶数部分と奇数部分をそれぞれ次のように計算される :

1|
|1 + a2

− a2a3|
|1 + a3 + a4

− a4a5|
|1 + a5 + a6

− · · · , (1.14)

1− a2|
|1 + a2 + a3

− a3a4|
|1 + a4 + a5

− a5a6|
|1 + a6 + a7

− · · · . (1.15)

実際に上記で定めた連分数がそれぞれ，偶数近似列，奇数近似列になっていることを確
認しよう．まず偶数部分であるが，連分数 (1.13)を

t = t1(ω) = ω, t = tp(ω) =
1

1 + apω
, p = 2, 3, 4, . . .
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という変換だと見ると，t1 ◦ t2 ◦ · · · ◦ tn(1) = An/Bnとなる．また，sp(ω) = t2p−1 ◦ t2p(ω),
(p = 1, 2, 3, . . . )とすると，

s1(ω) =
1

1 + ap
, sp(ω) = 1− a2p−1

1 + a2p−1 + a2pω
, p = 2, 3, 4, . . . .

さらに，s1 ◦ s2 ◦ · · · ◦ sp(1) = t1 ◦ t2 ◦ · · · ◦ t2p(1) = A2p/B2pが分かるので，確かに偶数
近似値になっている．また，奇数部分に関しても同様にして確かめることができる．
連分数の議論においては，同値変換と，ここで述べた偶数部分と奇数部分という概念が
重要になってくる．

1.5 収束に関する基本的な定理

ここでは，これまで定義した連分数の収束と発散に関する問題を考えるが，今後必要に
なってくる最低限の主張だけを述べることにする．連分数において，収束や発散する条件
を考えることは，連分数の要素 ap, bpが満たすべき条件を考えることになる．
部分分子 ap ̸= 0, (p = 1, 2, 3, . . . )のとき，

b0 +
1|
|b1

+
1|
|b2

+
1|
|b3

+ · · · (1.16)

という，部分分子が全て 1であるような連分数だけを考えることにする．また，部分分母
bp ̸= 0, (p = 1, 2, 3, . . . )のとき，

b0 +
a1|
|1

+
a2|
|1

+
a3|
|1

+ · · · (1.17)

という，部分分母が全て 1であるような連分数を考えることにするが，ある自然数 p ∈ N
があって部分分子 ap = 0となるような連分数に関して，次の定理が知られている :

定理 1.9. ([Wa48])連分数 (1.1)に対して，ある自然数m ≥ 1が存在して，am = 0 (m > 1)，
an ̸= 0, (n = 1, 2, 3, . . . ,m− 1)を満たすとする．このとき，連分数 (1.1)が収束するため
の必要十分条件は，ある自然数 k (≤ n)があって，n − 1次分母 Bn−1 ̸= 0となることで
ある．さらに，連分数 (1.1)が収束するとき，その値はAm−1/Bm−1となる．

証明. 定義 1.3より，定理に述べられているような自然数 kが存在することがいえれば十
分である．逆にそのような自然数 kがあるとする．基本漸化式 (1.2)より，Bm−1 ̸= 0．そ
うでないと，Bm = Bm+1 = · · · = 0となってしまうからである．いま，

ApBm−1 −Am−1Bp = (bpAp−1 + apAp−2)Bm−1 −Am−1(bpBp−1 + apBp−2)

= bp(Ap−1Bm−1 −Am−1Bp−1) + ap(Ap−2Bm−1 −Am−1Bp−2)

なので，pをm,m+ 1,m+ 2, . . . と進め，am = 0を使うと，

ApBm−1 −Am−1Bp = 0, p ≥ m− 1.

ゆえに，p ≥ m− 1かつ p ≥ k − 1ならば，Ap/Bp = Am−1/Bm−1．なので，連分数は収
束してその値はAm−1/Bm−1．
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この定理より，部分分子が 0となるよな連分数における収束を考えることは，極限操作
とは関係ないが，自然数 p > kにおいてBp ̸= 0となる系の下での代数的問題となる．

定理 1.10. ([Wa48]) 連分数 (1.16)は，部分分子 b2p−1 = 0, (p = 1, 2, 3, . . . )であるなら
ば，発散する．

証明. 基本漸化式 (1.2)より，B1 = b1 = 0, B3 = b3B2 + a3B1 = 0, B5 = b5B4 + a5B4 =

0, . . . となることから従う．

次では，(1.16)の形をした連分数を扱うことにする．連分数の収束・発散に関して b0を
加えることで影響は受けないので，b0を省略することにする．

定理 1.11. ([Ko95]) 無限級数
∑

bpが絶対収束するならば，連分数

1|
|b1

+
1|
|b2

+
1|
|b3

+ · · · (1.18)

は発散する．さらに，各分子と分母列 {A2p}, {A2p+1}, {B2p}, {B2p+1}に対して，ある
極限 F0, F1, G0, G1(̸= ∞)がそれぞれ存在して，

F1G0 − F0G1 = 1 (1.19)

を満たす．

証明. 基本漸化式 (1.2)において，an = 1, (n = 1, 2, 3, . . . )と見れば，

A2p = b2pA2p−1 +A2p−2

= b2pA2p−1 + b2p−2A2p−3 +A2p−4

= · · ·
= b2pA2p−1 + b2p−2A2p−3 + · · ·+ b2A1

=

p∑
r=1

b2rA2r−1.

さらに，仮定から，無限級数
∑

|b2r|は収束している．次に，偶数分子列 {A2p}が収束す
ることを示す．いま，pに依らないある定数 C > 0があって，|A2p−1| ≤ C を満たすこと
を示せばよい．ここで，M := max{|A−1|, |A0|}とすると，

|A1| = |b1A0 +A−1| ≤ |b1| · |A0|+ |A−1| ≤ M(1 + |b1|),
|A2| = |b2A1 +A0| ≤ |b2| · |A1|+ |A0| ≤ M(1 + |b1|)|b2|+M

≤ M(1 + |b1|)(1 + |b2|).

帰納法により，
|An| ≤ M(1 + |b1|)(1 + |b2|) · · · (1 + |bn|)

が各 n = 1, 2, 3, . . . に対して成り立つ．そこで，

C := M
∞∏
p=1

(1 + |bp|)
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をとればよく，無限級数
∑

|b2r|が収束していることから，この無限乗積も収束する．そ
の他の列 {A2p+1}, {B2p}, {B2p+1}も同様に示せる．また，行列式公式 (1.3)より，

A2p+1B2p −A2pB2p+1 = 1

が分かり，これが任意の pで成り立つので，極限をとると，等式 (1.19)が求まる．した
がって，それぞれの相違なる極限 F0/G0, F1/G1の間で，連分数の近似値列が振動するの
で，連分数は発散する．もちろん，片方の極限が値として∞をとることもある．

註 1.12. 連分数
1|
|i

+
1|
|i

+
1|
|i

+ · · · (1.20)

は発散する．これは帰納法により，B2 = B5 = B8 = · · · = B3p−1 = · · · = 0となることか
ら従う．つまりここから，無限級数

∑
|bp|が発散することは，連分数 (1.18)が収束するた

めの必要条件ではあったが，十分条件ではないことが分かる．

定理 1.11を拡張した定理や，さらに要素 ap, bpに条件を付けることで収束・発散を判定
できる定理が存在するが，詳しくは [Wa48, pp.29]に記述があるので参考にされたい．

1.6 基本不等式の第一解釈

ここでは，部分商が ap/1で表されているような連分数の収束条件を考える．部分分母
が全て 0でない連分数は，同値変換 cp = 1/bp (bp ̸= 0)を施すと，部分商を ap/1の形に変
形できる．

定義 1.13. 連分数
1|
|1

+
a2|
|1

+
a3|
1

+ · · · (1.21)

が基本不等式を満たすとは，ある定数列 rn ≥ 0, (n = 1, 2, . . . )があって，

rp|1 + ap + ap+1| ≥ rprp−2|ap|+ |ap+1|, p = 1, 2, 3, . . . (1.22)

を満たすことをいう．ただしここでは，a1 = r0 = r−1 = 0とする．

基本不等式では，連分数の特に部分分子 apに関して注目をしている．連分数の収束に
おいては，ここまででも述べたが，部分分子や部分分母に関して級数を作るアプローチが
知られている．基本不等式を用いた同様のアプローチの基礎となるのが次の定理である :

定理 1.14. ([ScWa40]) 連分数 (1.21)が基本不等式 (1.22)を満たすとする．このとき，連
分数 (1.21)の p次の分母Bp ̸= 0, (p = 0, 1, 2, . . . )とすると，

ρp = −ap+1Bp−1

Bp+1

は不等式
|ρp| ≤ rp, p = 1, 2, 3, . . . , (1.23)

を満たす．
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証明. 基本不等式 (1.22)より，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，

r1 |1 + a2| ≥ |a2|, r2 |1 + a2 + a3| ≥ |a3|.

したがって，B2 = 1 + a2 ̸= 0, B3 = 1 + a2 + a3 ̸= 0であり，さらに，

|ρ1| =

∣∣∣∣∣ a2

1 + a2

∣∣∣∣∣ ≤ r1, |ρ2| =

∣∣∣∣∣ a3

1 + a2 + a3

∣∣∣∣∣ ≤ r2.

帰納法から，各 p = 1, 2, . . . , k (k ≥ 2)に対して，Bp+1 ̸= 0, |ρp| ≤ rpが成り立っている
とする．このとき，ak+2 = 0と ak+2 ̸= 0とで場合分けが必要になる．
Case 1: ak+2 = 0のとき，基本漸化式 (1.2)より，Bk+2 = Bk+1 + ak+2Bk = Bk+1 ̸= 0．
さらに，

|ρk+1| ≤

∣∣∣∣∣ak+2Bk

Bk+2

∣∣∣∣∣ = 0 ≤ rk+1.

Case 2: ak+2 ̸= 0のとき，基本不等式 (1.22)から，p = k+1のとき，rk+1|1+ak+1+ak+2| ≥
rk+1rk−1|ak+1| + |ak+2|．ここで，rk+1 ≥ 0 で，rk+1 = 0 とすると，0 ≥ |ak+2| とな
り，ak+2 ̸= 0に反する．ゆえに，rk+2 > 0．さらに，基本漸化式 (1.2)から，Bk+2 =

(1 + ak + ak+2)Bk − akak+1Bk−2. 帰納法の仮定と，基本不等式 (1.22)より，∣∣∣∣∣ Bk+2

ak+2Bk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 + ak+1 + ak+2

ak+2
−

ak+1

ak+2
·
akBk−2

Bk

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣1 + ak+1 + ak+2

ak+2

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ak+1

ak+2

∣∣∣∣∣ rk−1 ≥
1

rk+1
> 0.

ゆえに，Bk+2 ̸= 0, |ρk+1| ≤ rk+1．

連分数 (1.21)が基本不等式 (1.22)を満たしていると，無限級数 1+
∑

r1r2 · · · rpは級数

∞∑
p=1

∣∣∣∣∣Ap

Bp
−

Ap−1

Bp−1

∣∣∣∣∣ = 1 +

∞∑
p=1

ρ1ρ2 · · · ρp

の優級数となる．つまり，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，∣∣∣∣∣Ap

Bp
−

Ap−1

Bp−1

∣∣∣∣∣ = |ρ1ρ2 · · · ρp| ≤ r1r2 · · · rp (1.24)

となる．この結果を，基本不等式の第一解釈とよぶことにする．さらに，定理 1.14と定理
1.9から次の定理が分かる :

定理 1.15. ([Wa48]) 連分数 (1.21)が基本不等式 (1.22)を満たし，さらに，ある自然数
p ∈ Nがあって，ap = 0ならば，連分数 (1.21)は収束する．
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1.7 Worpitzkyの定理

部分分子または部分分母が複素数を値としてとるような連分数に関して，Worpitzkyに
よる定理が知られている [Wo65]．この定理を示すにあたり，連分数の自己相似性と固定点
の分類により導かれる次の命題を用いることになる．

命題 1.16. ([Wa48]) a ∈ Cとする．連分数

1 +
a|
|1

+
a|
|1

+
a|
|1

+ · · · (1.25)

は a = 1/4− c (c ∈ R>0)を除いて収束し，極限値 vは次式で与えられる :

v =


1

2
if a = −

1

4
,

max

{∣∣∣∣∣1 +
√
1 + 4a

2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣1−

√
1 + 4a

2

∣∣∣∣∣
}

if a ̸= −
1

4
.

厳密な証明には連分数のやや込み入った知識と準備が必要になってしまうので，ここで
は紹介のみとする．詳しい内容と証明は，[Wa48, pp.35]を参照されたい．

定理 1.17 (Worpitzkyの定理). 領域D ⊂ Cとし， 複素数 z ∈ Dに対して，部分分子 ap

は zの函数であるとする，すなわち，ap+1 = ap+1(z), (p = 0, 1, 2, . . . )とする．さらに，
条件

|ap+1(z)| ≤
1

4
, p = 1, 2, 3, . . . (1.26)

を満たすとする．このとき，次が成り立つ :

(a) 連分数 (1.21)はD上で広義一様収束する．
(b) 連分数の値と近似値は閉円板 ∣∣∣∣z − 4

3

∣∣∣∣ ≤ 2

3
(1.27)

に含まれる．
(c) (a)で現れる定数 1/4が条件 (1.26)で最良の定数であり，領域 (1.27)が近似値の最良
の領域となる．

証明. (a)について : 条件 (1.26)より，

1

3
|1 + a2| ≥

1

3

(
1− 1

4

)
=

1

4
≥ |a2|,

2

4
|1 + a2 + a3| ≥

2

4

(
1− 1

4
− 1

4

)
=

1

4
≥ |a3|,

p

p+ 2
|1 + ap + ap+1| ≥

p

2(p+ 2)
=

p(p− 2)

(p+ 2)p
·
1

4
+

1

4

≥
p

p+ 2
·
p− 2

p
|ap|+ |ap+2|, p = 3, 4, 5, . . .

12



なので，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，rp := p/(p+ 2)とおけば，基本不等式 (1.22)を満た
す．さらに

1 +

∞∑
p=1

r1r2 · · · rp = 1 +

∞∑
p=1

(
1

3
·
2

4
·
3

5
·
4

6
· · · · ·

p

p+ 2

)

= 1 +
∞∑
p=1

2

(p+ 1)(p+ 2)

= 1 + 2

∞∑
p=1

(
1

p+ 1
−

1

p+ 2

)
= 2.

ゆえに，連分数 (1.21)は，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，|ap+1| ≤ 1/4で広義一様収束する．
そして，1 +

∑
r1r2 · · · rp = 2より，連分数の絶対値は 2を超えることはない．また，あ

る自然数 p ∈ Nがあって，部分分子 ap = 0となる場合も同様である．
(b)について : いま，

z =
1

1 + 1
4w

(1.28)

という形の連分数を考える．ここで，w =
x1|
|1

+
a3|
|1

+
a4|
|1

+ · · · であり，|x1| ≤ 1である．

ここから，|w| ≤ 2が直ちに分かる．連分数の任意の近似値は (1.28)の形をした連分数で
表現できるので，

|w| ≤ 4

∣∣∣∣∣z − 1

z

∣∣∣∣∣ ≤ 2， もしくは，

∣∣∣∣∣z − 4

3

∣∣∣∣∣ ≤ 2

3

と書ける．これは，|w| ≤ 2に関するメビウス変換 z = 1
1+ 1

4
w
だと考えると，z(2) = 2/3,

z(−2) = 2, z(2i) = 4/3− 2i/3となることを用いることで，写った先の円領域
∣∣z − 4

3

∣∣ ≤ 2
3

が定まる．
(c)について : 定数 1/4が条件 (1.26)の最良の定数であることは，いま，自然数 p ∈ Nに
対して，ap+1 = c (c > 1/4), としたとき，命題 1.16より，連分数は発散することから分
かる．また，領域 (1.27)が最良の領域であることは，特別な連分数

z =
1|
1|

+
a2|
|1

−
1/4|
|1

−
1/4|
|1

− · · · =
1

1 + 2a2

の値が |a2| ≤ 1/4のために，(1.27)で示される領域となることを示せば十分である．こ
れは，(b)と同様に，|w| ≤ 1/4に関するメビウス変換 z = 1/(1 + 2w)を考えれば，領域
(1.27)に写ることが分かる．

(b)と (c)の結果は，PaydonとWall [PaWa42]によって示された．さらに彼らは，より
一般的に，|ap+1(z)| ≤ t(1− t), (1 < t ≤ 1/2)のときに，連分数の値が不等式∣∣∣∣z − 1

1− t2

∣∣∣∣ ≤ t

1− t2

を満たすことを示した．

13



定義 1.18. 領域D ⊂ Cが連分数 (1.21)の収束集合であるとは，任意の部分分子 ap ∈ D,

(p = 2, 3, 4, . . . )に対して，連分数 (1.21)が収束することである．

この定義から，定理 1.17は連分数 (1.21)が収束するために，原点を中心とした最大円
近傍の一つが半径 1/4の円だということを示している．また，収束集合で，円近傍でない
さらに大きな近傍があるかどうかについては後に述べることにする．

1.8 部分商が (1− gp−1)gpxp/1である連分数の収束

定理 1.17の連分数は，部分商 (1− gp−1)gpxp/1において，gn = 1/2, |xp| ≤ 1とした例
になる．次の定理で示す :

定理 1.19. ([Wa48]) 数列 {gp}∞p=1は

0 ≤ gp < 1, p = 1, 2, 3, . . . , (1.29)

または
0 < gp ≤ 1, p = 1, 2, 3, . . . (1.30)

のいずれかを満たすものとする．このとき，以下が成り立つ :

(a) 連分数
g1|
|1

+
(1− g1)g2x2|

|1
+

(1− g2)g3x3|
|1

+ · · · (1.31)

は |xp| ≤ 1, (p = 2, 3, 4, . . . )に対して広義一様収束する．
(b) 連分数の値と近似値は円領域

|z| ≤ 1− 1

S
(1.32)

に含まれる．ここで，

S = 1 +
∞∑
p=1

g1g2 · · · gp
(1− g1)(1− g2) · · · (1− gp)

(1.33)

であるが，無限大の値をとることも考慮する．そして，xp = 1, (p = 2, 3, 4, . . . )に対
して連分数の値は 1− 1/Sとなる．

(c) 連分数の値と近似値は閉円板∣∣∣∣z − 1

2− g1

∣∣∣∣ ≤ 1− g1
2− g1

(1.34)

に含まれる．

証明. 以下で
g1|
|1

−
(1− g1)g2|

|1
−

(1− g2)g3|
|1

− · · · (1.35)
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という形の連分数を考える．便宜的に，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，θp := (1− gp)gp+1と
おく．また，Pn, Qnをそれぞれ，連分数 (1.35)の n次の分子と分母とおくと，基本漸化
式 (1.2)より，各 n = 2, 3, 4, . . . に対して，次の漸化式を満たす :

Pn = Pn−1 − θpPn−2,

Qn = Qn−1 − θpQn−2,

P0 = 0, P1 = g1, Q0 = 1, Q1 = 1.

(1.36)

さらに，このことより，

Qn = (1− g1)(1− g2)(1− g3) · · · (1− gn)

+ g1(1− g2)(1− g3) · · · (1− gn)

+ g1g2(1− g3) · · · (1− gn) + · · ·
+ g1g2 · · · gn−1(1− gn) + g1g2 · · · gn,

Pn = Qn − (1− g1)(1− g2) · · · (1− gn).

(1.37)

これは，ともに帰納法により確かめられる．ゆえに，条件 (1.29), (1.30)のどちらを仮定し
ても，各 n = 1, 2, 3, . . . に対して，Qn > 0．いま，漸化式 (1.36)と基本漸化式 (1.2)から，

Qn+2 = (1− θn+1 − θn+2)Qn − θnθn+1Qn−2, n = 2, 3, 4, . . .

なので，

rp :=
θp+1Qp−1

Qp+1
, p = 1, 2, 3, . . . (1.38)

とおくと，
θp+1 = (1− θp − θp+1)rp − rprp−2θp.

したがって，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，|ap+1| ≤ θp+1なので，

rp|1 + ap + ap+1| ≥ rp(1− θp − θp+1) = rprp−2θp + θp+1

≥ rprp−2|ap|+ |ap+1|,
r0 = r−1 = 0, θ1 = a1 = 0.

つまり，連分数 (1.31)は |xp+1| ≤ 1, (p = 1, 2, 3, . . . )に対して基本不等式を満たす．(a)

を示すために，無限級数

g1

1 +

∞∑
p=1

r1r2 · · · rp


が収束することがいえれば十分であるが，これは，定理 1.5の無限級数に定数 g1をかけた
ものであるので，収束する．また，連分数 (1.35)に対して定理 1.5を再び使えば，

g1

1 +

∞∑
p=1

r1r2 · · · rp

 = lim
n→∞

Pn

Qn
= 1−

1

S
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となる．ただし，Sは (1.33)で与えられるものとする．また，この証明から (b)も示せた
ことになる．
(c)について : 連分数の値と任意の近似値を

z =
g1

1 + (1− g1)w
, |w| ≤ 1,

とすると，これがメビウス変換であることから，円領域 (1.34)となることがわかる．

この証明は ScottとWall [ScWa40]に基づいてる．上の定理に関する別証明は，Paydon

とWall [PaWa42]によるものがある．さらに，定理 1.19の特に (c)が，今回の結果で重要
になってくる不等式となる．

定理 1.20. ([Vl01a]) 各 p = 1, 2, 3, . . . ,に対して，0 ≤ gp < 1とする．無限級数

S := 1 +

∞∑
p=1

g1g2 · · · gp
(1− g1)(1− g2) · · · (1− gp)

が収束しているならば，連分数

1|
|1

+
g1x1|
|1

+
(1− g1)g2x2|

|1
+

(1− g2)g3x3|
|1

+ · · · (1.39)

は |xp| ≤ 1, (p = 1, 2, 3, . . . )に対して広義一様収束し，その絶対値は Sに等しいかまたは
小さく，さらに，xp = −1, (p = 1, 2, 3, . . . )に対して，連分数の値は Sとなる．

証明. まず，連分数 (1.39)は，連分数 (1.31)を x1倍し，1を加え，逆数をとったものであ
ることに注意する．いま，S ̸= ∞とすると，連分数 (1.31)について，自身の絶対値と任意
の近似値は 1− 1/S(< 1)を超えない．ゆえに，連分数 (1.39)が |xp| ≤ 1, (p = 1, 2, 3, . . . )

に対し，広義一様収束することがわかる．これより，連分数 (1.39) は S = ∞ のとき，
xp = −1, (p = 1, 2, 3, . . . )に対して発散する．しかし，いまは S = ∞も許しているので，
この定理は成り立つ．

また，上記の定理で用いた Sが発散する場合は次が成り立つ :

定理 1.21. ([PaWa42]) 各 p = 1, 2, 3, . . . ,に対して，0 < gp < 1で，無限級数 Sが発散し
ているならば，連分数 (1.39)は，|xp| ≤ 1, (p = 1, 2, 3, . . . )に対して収束する．ただし，
xp = −1となる少なくとも一つの自然数 p ∈ Nに対して，|xp| ≤ 1とする．

証明. 対偶を示す : 任意の自然数 k ∈ Nに対して，|xk| ≤ 1とし，連分数 (1.39)が発散し
ているとする．連分数 (1.31)は，条件 (1.32)から，|z1| ≤ 1なる複素数 z1 ∈ Cに関して
収束しているので，いま，連分数 (1.39)が発散していることから，x1z1 = −1．同様にし
て，|x1| ≤ 1かつ |z1| ≤ 1ならば，|x1| = 1かつ |z1| = 1となる．しかし，領域 (1.34)よ
り，|z1| = 1になるのは，z1 = 1のときのみである．さらに，x1z1 = −1より，x1 = −1．
いま，

z1 =
g1

1 + (1− g1)x2z2
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とする．ここで，

z2 =
g2|
|1

+
(1− g2)g3x3|

|1
+

(1− g3)g4x4|
|1

+ · · ·

である．z1 = 1なので，これは，x2z2 = −1であることを示している．前述の議論を繰り
返すと，z2 = 1, x2 = −1となる．あとは同様にして帰納的に示される．

連分数 (1.31)の広義一様収束性と絶対値が 1を超えないことから，|x1| ≤ r < 1, |xp| ≤ 1,

(p = 2, 3, 4, . . . )に対して，連分数 (1.31)が広義一様収束することが分かる．なので次の
定理が分かる :

定理 1.22. ([Wa48]) 各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，0 ≤ gp < 1または，0 < gp ≤ 1とする．
このとき，連分数 (1.39)は，|x1| ≤ r < 1なる任意の正数 rと, |xp| ≤ 1, (p = 2, 3, 4, . . . )

に対して広義一様収束する．

1.9 基本不等式の第二解釈

定数 k1, k2 ≥ 0とし基本不等式 (1.21)を次のように書き換える :

r1|1 + a2| ≥ (1 + k1)|a2|,
r1|1 + a2 + a3| ≥ (1 + k2)|a3|,

rp|1 + ap + ap+1| ≥ rprp−2|ap|+ |ap+1|, p = 3, 4, 5, . . . .

(1.40)

定理 1.23. ([ScWa40]) 定数 k1, k2 > 0として，連分数

1|
|1

+
a2|
|1

+
a3|
|1

+ · · · (1.41)

が基本不等式 (1.40)を満たすならば，この連分数の偶数部分と奇数部分はそれぞれ収束
する．

証明. いま，ある自然数 p ∈ Nがあって，部分分子 ap = 0ならば，定理 1.15から，連
分数が収束するので，偶数部分も奇数部分も収束している．各 p = 2, 3, 4, . . . に対して，
部分分子 ap ̸= 0を仮定すると，基本不等式 (1.40)から，rp > 0, |1 + ap + ap+1| > 0,

rp|1 + ap + ap+1| − |ap+1| > 0, (p = 1, 2, 3, . . . )．ただし，a1 = 0．ここで，k1 > 0とし，

gp :=
r2p+1|1 + a2p+1 + a2p+2| − |a2p+2|

r2p+1|1 + a2p+1 + a2p+2|
, p = 1, 2, 3, . . .

とおく．すると，0 < gp < 1．また，基本不等式 (1.40)から，

g1 =
r3|1 + a3 + a4| − |a4|

r3|1 + a3 + a4|
≥

r1|a3|
|1 + a3 + a4|

≥
(1 + k1)|a2a3|

|(1 + a2)(1 + a3 + a4)|
;
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(1− gp−1)gp ≥
|a2pa2p+1|

|(1 + a2p−1 + a2p)(1 + a2p+1 + a2p+2)|
,

p = 2, 3, 4, . . .

なので，
− a2pa2p+1

(1 + a2p−1 + a2p)(1 + a2p+1 + a2p+2)
= (1− gp−1)gpxp,

p = 1, 2, 3, . . .

となる．ここで，g0 = 0, |x1| ≤ 1/(1 + k1), |xp| ≤ 1, (p = 2, 3, 4, . . . )．同値変換を連分数
(1.41)の偶数部分に施すと，

1

1 + a2
·
1|
|1
+

g1x1|
|1

+
(1− g1)g2x2|

|1
+ · · ·

という連分数になる．これは定理 1.22から収束していることがわかる．k2 > 0において，
奇数部分に関しての収束は，

gp :=
r2p+2|1 + a2p+2 + a2p+3| − |a2p+3|

r2p+2|1 + a2p+2 + a2p+3|
, p = 1, 2, 3, . . .

と取り直すことで，全く同じ手法で示すことができる．

この定理で導かれる結果を，基本不等式の第二解釈とよぶことにする．この場合，第 1

解釈によって作られた連分数の優級数

1 +
∑

r1r2 · · · rp

が発散しても，連分数の収束を示すことができる．

定理 1.24. ([ScWa40]) 連分数 (1.41)が，定数 k1, k2 > 0に対して，基本不等式 (1.40)を
満たし，各 p = 2, 3, 4, . . . に対して，部分分子 ap ̸= 0とする．部分分母 b1, b2, . . . は，

b1 = 1, ap+1 =
1

bpbp+1
, p = 1, 2, 3, . . . (1.42)

により定まるとする．このとき，連分数 (1.41)は，連分数

1|
|b1

+
1|
|b2

+
1|
|b3

+ · · · (1.43)

と同値である．さらに，Bpを連分数 (1.41)の p次の分母，Qpを連分数 (1.43)の p次の分
母とすると，

Qp = b1b2 · · · bpBp (1.44)

となる．すると以下の不等式が成り立つ :

r1r3 · · · r2p−1|Q2p| ≥ k
(
1 + r1|b2|+ r21r3|b4|+ · · ·+ r21r

2
3 · · · r22p−3r2p−1|b2p|

)
,

r2r4 · · · r2p|Q2p+1| ≥ k
(
1 + r2|b3|+ r22r4|b5|+ · · ·+ r22r

2
4 · · · r22p−2r2p|b2p+1|

)
,

(1.45)

p = 1, 2, 3, . . . , k > 0は定数．
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証明. 基本不等式 (1.40)に条件 (1.42)を適用すると，

r1|1 + b1b2| ≥ 1 + k1, r2|b1b2b3 + b1 + b3| ≥ 1 + k2,

rp|bp−1bpbp+1 + bp−1 + bp+1| ≥ rprp−2|bp+1|+ |bp+1|, p = 3, 4, 5, . . .
(1.46)

となる．また，Q0 = 1, Q1 = b1 = 1, Q2 = 1 + b1b2, Q3 = b1b2b3 + b1 + b3から，上の 2

つの不等式は

|Q2| −
1

r1
|Q0| ≥ k|b2|, |Q3| −

1

r2
|Q1| ≥ k|b3| (1.47)

となる．ただし，

k := min

{
k1

r1|b2|
,

k2

r2|b3|
, 1

}
とする．ゆえに，

r1|Q2| ≥ k(1 + r1|b2|), r2|Q3| ≥ k(1 + r2|b3|). (1.48)

そして，不等式 (1.46)と基本漸化式から，

|Qp+3| ≥ |bp+1bp+2bp+3 + bp+1 + bp+3| ·

∣∣∣∣∣Qp+1

bp+1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣bp+3

bp+1

∣∣∣∣∣ · |Qp−1|

≥
rp+2rp|bp+3|+ |bp+1|

rp+2
·

∣∣∣∣∣Qp+1

bp+1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣bp+3

bp+1

∣∣∣∣∣ · |Qp−1|

となるので，

|Qp+3| −
1

rp+2
|Qp+1| ≥ rp

∣∣∣∣∣bp+3

bp+1

∣∣∣∣∣
(
|Qp+1| −

1

rp
|Qp−1|

)
.

各 p = 1, 3, 5, . . . と各 p = 2, 4, 6, . . . に対してそれぞれ，上の不等式と，不等式 (1.47)も
使うと，

r2p−1|Q2p| ≥ |Q2p−2|+ r1r3 · · · r2p−1k|b2p|,
r2p|Q2p+1| ≥ |Q2p−1|+ r2r4 · · · r2pk|b2p+1|

(1.49)

が従う．これらと，不等式 (1.48)により，不等式 (1.45)が示される．

特に，∣∣∣∣∣Ap+1

Bp+1
−

Ap

Bp

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(−1)p+2a1a2 · · · ap+1

BpBp+1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(−1)p+2 ·
1

b1b2
·

1

b2b3
· · · · ·

1

bpbp+1

1

BpBp+1

∣∣∣∣∣ = 1

|QpQp+1|

であることと，これまでの 2つの定理から，定理 1.24の仮定を満たす連分数は，

lim sup |QpQp+1| = ∞ (1.50)

であれば収束することがわかる．
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1.10 放物定理

いま，基本不等式 (1.40)が，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，rp = 1で成り立っているとし，
定数 k1, k2 > 0とする，すなわち，

|1 + a2| > |a2|, |1 + a2 + a3| > |a3|,
|1 + ap + ap+1| ≥ |ap|+ |ap+1|, p = 3, 4, . . . .

(1.51)

このとき，ある自然数 p ∈ Nがあって，部分分子 ap = 0とすると，連分数は収束してい
ることが分かる (c.f.定理 1.15). また，定数m1,m2, . . . > 0として，

m1 < 1, mp +mp+1 ≤ 1, p = 1, 2, 3, . . . (1.52)

とし，さらに
|ap+1| − ℜ(ap+1) ≤ mp, p = 1, 2, 3, . . . (1.53)

が成り立っていれば，上記の条件が満たされる．実際，

|1 + a2| ≥ 1 + ℜ(a2) ≥ 1 + |a2| −m1 > |a2|,

|1 + ap + ap+1| ≥ 1 + ℜ(ap) + ℜ(ap+1)

≥ 1−mp−1 −mp + |ap|+ |ap+1|
≥ |ap|+ |ap+1|, p = 2, 3, 4, . . . .

そこで，次の定理が分かる :

定理 1.25. ([Wa48]) |ap+1| − ℜ(ap+1) ≤ mp, (p = 1, 2, 3, . . . )として，さらにm1 < 1,

mp +mp+1 ≤ 1, (p = 1, 2, 3, . . . )とする．このとき，連分数

1|
|1

+
a2|
|1

+
a3|
|1

+ · · · (1.54)

が収束することと，以下のいずれかが成り立つことは同値である :

(a) ある自然数 p ∈ Nがあって，部分分子 ap = 0,

(b) 各 p = 2, 3, . . . ,に対して，部分分子 ap ̸= 0で，さらに，

b1 = 1, ap+1 =
1

bpbp+1
, p = 1, 2, 3, . . .

より定まる無限級数
∑

|bp|が発散する．

この定理において，mp = 1/2, (p = 1, 2, 3, . . . )とすれば，Worpitzkyの定理の一般化
になっていることが分かる．さらに，一般化された連分数の収束において重要になる以下
の放物定理 [ScWa40]が導かれる．

定理 1.26 (放物定理). 実軸に関して対称な集合 S ⊂ Cが，連分数 (1.54)の収束集合であ
るための必要十分条件は，S ⊂ {|z| − ℜ(z) ≤ 1/2} =: Aが有界な集合であることである．
さらに，a1, a2, · · · ∈ Aであるとき，連分数 (1.52)が収束するための必要十分条件は，次
のいずれかが成り立つことである :
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(a) ある自然数 p ∈ Nがあって，部分分子 ap = 0,

(b) 各 p = 2, 3, . . . ,に対して，部分分子 ap ̸= 0で，さらに，

b1 = 1, ap+1 =
1

bpbp+1
, p = 1, 2, 3, . . . ,

より定まる無限級数
∑

|bp|が発散する．

証明に必要になる命題を 1つ用意しよう．

命題 1.27. ([Wa48]) z = x+ iy, z̄ = x− iyとし，x, y ∈ Rとする．このとき，連分数

1|
|1

+
z|
|1

+
z̄|
|1

+
z|
|1

+
z̄|
|1

+ · · · (1.55)

が収束するための必要十分条件は，不等式

|z| − ℜ(z) ≤
1

2
, i.e., y2 ≤ x+

1

4

を満たすことである．

証明. 十分性について : 任意の自然数 n ∈ Nに対して，an ∈ Aとすると，an ̸= 0である．
また，このとき，

|b1| = 1, |b2| =
1

|z|
, |b3| =

|z|
|z̄|

= 1, . . .

となるので，無限級数
∑

|bp|は発散する．なので，定理 1.25において，a2p := z, a2p+1 :=

z̄, (p = 1, 2, 3, . . . )とすれば，連分数は収束．

必要性について : 連分数
1|
|1

+
z|
|1

+
z̄|
|1

+ · · · が収束しているとすると，

− z +
z|
|1

+
z̄|
|1

+
z|
|1

+ · · · (1.56)

も収束していなければならない．なぜなら，Bpを連分数 (1.56)の p次の分母，B′
pを連分

数
z|
|1

+
z̄|
|1

+
z|
|1

+ · · · の p次の分母とそれぞれおくと，基本漸化式から，Bp = B′
pとなる

ので，この 2つの連分数の収束と発散は同時に起きるからである．さらに，連分数 (1.56)

の奇数部分を考えると，
|z|2|
|1

−
2x|z|2|

|1
−

2x|z|2|
|1

− · · · (1.57)

となるので，連分数の自己相似性を考えると，u :=
|z|2|
|1

−
2x|z|2|

|1
−

2x|z|2|
|1

−· · · とすると

u =
|z|2

(1 + 2x)− u

と書くことができる．これが実数解を持つには，判別式 (1 + 2x)2 − 4(x2 + y2) ≥ 0が必
要．ゆえに，y2 ≤ x+ 1/4がわかる．
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では，定理 1.26（放物定理）を示す．

証明. この定理の最後の箇所は，定理 1.25において，mp = 1/2, (p = 1, 2, 3, . . . )とした
ケースに相当する．なので，条件の十分性は定理 1.25の最後の部分にすでに含まれてい
る．まず，収束集合は有界集合である．これは，実軸に関して対称な集合 S ⊂ Cを非有
界とすると，無限級数

∑
|bp|が収束するように，部分分子 a2, a3, · · · ∈ Sがとれる．ゆえ

に，定理 1.11から連分数は発散してしまうからである．また，S ⊂ Aであることは，い
ま，ある複素数 z = a ∈ Acがあって，a ∈ Sとする．仮定より，Sは実軸に関して対称な
集合なので，ā ∈ S．しかし，a2p := a, a2p+1 := ā, (p = 1, 2, 3, . . . )とすると，命題 1.27

から，連分数は発散．

定理 1.17では，連分数 (1.54)の値が，|a2|, |a3|, · · · ≤ 1/4なる部分分子 a1, a2, . . . に
対して，不等式 |z − 4/3| ≤ 2/3 を満たすことを示した．円領域 |z| ≤ 1/4 を方物領域
|z| − ℜ(z) ≤ 1/2に取り替えた結果は次のようになる :

定理 1.28. ([Wa48]) 連分数 (1.54)の値と任意の近似値が，閉円板

|z − 1| ≤ 1, z ̸= 0 (1.58)

を埋め尽くす．つまり，これより小さい領域はとれないということである．さらに，部分
分子 a2, a3, . . . ∈ Aで，定理 1.26の条件 (a)または (b)が成り立つ値をとる．

証明. 漸化式 (1.9)から，

1 + ρp =
1|
|1

+
ap+1|
|1

+
ap|
|1

+ · · ·+
a3|
|1

+
a2|
|1

なので，不等式 (1.23)より，ここでは rp = 1, (p = 1, 2, 3, . . . )なので，

|ρp| ≤

∣∣∣∣∣1||1 + ap+1|
|1

+
ap|
|1

+ · · ·+
a3|
|1

+
a2|
|1

− 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

このとき，部分分子 a2, a3, . . . は方物領域 |z| − ℜ(z) ≤ 1/2上にある独立変数なので，an

が全てこの方物領域の要素であれば，任意の連分数の近似値は，閉円板 (1.58)にある．

この定理の証明は，主に Lane [La45]によるものである．別のアプローチとして，幾何
的な観点による証明があるが，こちらは [ScWa41]を参照されたい．
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第2章 正定値連分数

これまでは，連分数の収束について，1 +
∑

ρ1ρ2 · · · ρpという元の連分数と同値な級数
を作ることで考えてきた．ここでは，分母が 0でないような連分数のある種のクラスを考
えることでアプローチする．

2.1 正定値連分数の定義

ここでは連分数
1|

|b1 + z1
− a21|

|b2 + z2
− a22|

|b3 + z3
− · · · (2.1)

を考える．ただし，各要素 ap, bp ∈ C : 定数, zp ∈ C, (p = 1, 2, 3, . . . )．特に断らない限
り，apではなく a2pと表記する．以下，βp := ℑ(bp), yp := ℑ(zp), αp := ℑ(ap)，さらに，
z := (z1, z2, z3, . . . )とする．このとき，各変数 zpを共通の変数 zに取り直してできる連分
数を Jacobi連分数という．この Jacobi連分数については，後の章で詳しく述べることに
する．
ここで，基本漸化式を思い出すと次の補題が直ちに従う :

補題 2.1. ([Wa48]) 連分数 (2.1)における p次の分母Bp(z), (p = 1, 2, 3, . . . )は，zの函数
として次の行列式で与えられる :

Bp(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 + z1 −a1 0 0 0 . . . 0

−a1 b2 + z2 −a2 0 0 . . . 0

0 −a2 b3 + z3 −a3 0 . . . 0

· · ·
0 0 . . . 0 −ap−2 bp−1 + zp−1 −ap−1

0 0 . . . 0 0 −ap−1 bp + zp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.2)

ここからは正定値連分数を定義するための準備をする．まず，行列式がBp(z)であるよ
うな変数 xp ∈ Cの同次線形方程式

(b1 + z1)x1 − a1x2 = 0,

−a1x1 + (b2 + z2)x2 − a2x3 = 0,

· · ·
−ap−1xp−1 + (bp + zp)xp = 0

(2.3)
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を考える．共役複素数 x1, x2, . . . , xpをかけて辺々足すと，

p∑
r=1

(br + zr)|xr|2 −
p−1∑
r=1

ar(xrxr+1 + xrxr+1) = 0. (2.4)

ここで，yr > 0, (r = 1, 2, 3, . . . , p),
∑p

r=1 |xr|2 > 0に対して，条件

p∑
r=1

(βr + yr)|xr|2 −
p−1∑
r=1

αr(xrxr+1 + xrxr+1) > 0 (2.5)

を仮定する．上の同次線形方程式 (2.3)と (2.4)が yr > 0に対して成り立つための必要十
分条件は，x1 = x2 = x3 = · · · = xp = 0なので，yr > 0, (r = 1, 2, 3, . . . , p)に対して行
列式Bp(z) ̸= 0．
ここまでの議論と実 2次形式とを関連づける補題を次で示す．このアイデアが正定値連
分数の基礎となる．

補題 2.2. ([Wa48]) 任意の実数 ξ1, ξ2, ξ3, . . . に対して，不等式

p∑
r=1

βrξ
2
r − 2

p−1∑
r=1

αrξrξr+1 ≥ 0 (2.6)

が成り立つことと条件 (2.5)が成り立つことは同値である．

証明. 十分性について : yrを十分小さくとり，各変数 ξr ∈ Rから直ちに分かる．
必要性について : xr := ur + ivr, (ur, vr ∈ R)とすると，条件 (2.5)の左辺は，(

p∑
r=1

βru
2
r − 2

p−1∑
r=1

αrurur+1

)
+

(
p∑

r=1

βrv
2
r − 2

p−1∑
r=1

αrvrvr+1

)
+

p∑
r=1

yr|xr|2 ≥
p∑

r=1

yr|xr|2

(2.7)

なので，yr ↓ 0とすれば示される．

これより，次の定義を導入することができる．

定義 2.3. 連分数 (16.1)が，各 p = 1, 2, 3, . . . と任意の実数 ξ1, ξ2, ξ3, . . . ∈ Rに対して

p∑
r=1

βrξ
2
r − 2

p−1∑
r=1

αrξrξr+1 ≥ 0 (2.8)

を満たすとき，正定値 (連分数)であるという．

本来，この定義であれば，半正定値とよぶべきであるが，連分数の理論においては，等
号も含めて正定値とよぶ．
補題 2.2より，次の定理が分かる :

定理 2.4. ([WaWe44a]) 連分数 (2.1)が正定値であれば，yr > 0, (r = 1, 2, 3, . . . )に対し
て，行列式Bp(z) ̸= 0．
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次の定理は，WetzelとWall [WaWe44b]によって示された正定値連分数の係数 ap, bpに
関するパラメータ表示を与える．

定理 2.5. ([WaWe44b]) 連分数 (2.1)が正定値であるための必要十分条件は，以下がとも
に満たされることである :

(i) βp ≥ 0, p = 1, 2, 3, . . . ,

(ii) ある列 {gp}∞p=0が存在して，0 ≤ gp ≤ 1，α2
p+1 = βp+1βp+2(1− gp)gp+1.

証明. 必要性 : ξ1 = ξ2 = · · · = ξn−1 = ξn+1 = 0, ξn ̸= 0とすると，条件 (2.6)から，
βn ≥ 0．次に，ξ3 = ξ4 = ξ5 = · · · = 0とすると，条件 (2.6)は，β1ξ21−2α1ξ1ξ2+β2ξ

2
2 ≥ 0．

このためには，α2
1 ≤ β1β2が必要である．つまり，

α2
1 = β1β2(1− g0)g1, g0 = 0, 0 ≤ g1 ≤ 1.

また，β1 = 0のとき，g1 = 0とする．ξ4 = ξ5 = · · · = 0のとき，条件 (2.6)は，{
(β1(1− g0))

1/2ξ1 − (β2g1)
1/2ξ2

}2
+ β2(1− g1)ξ

2
2 − 2α2ξ2ξ3 + β3ξ

3
3 ≥ 0

と書ける．β1 = 0のとき，g1 = 0なので，
{
(β1(1− g0))

1/2ξ1 − (β2g1)
1/2ξ2

}2
= 0．β1 > 0

とし，

ξ1 :=
(β2g1)

1/2ξ2

(β1(1− g0))1/2

とおくと，
{
(β1(1− g0))

1/2ξ1 − (β2g1)
1/2ξ2

}2
= 0．ξ2, ξ3は任意なので，

α2
2 ≤ β2β3(1− g1)， もしくは， α2

2 = β2β3(1− g1)g2

と書ける．ここで，0 ≤ g2 ≤ 1．次に，g1 = 1もしくは β2 = 0のとき，g2 = 0とし，
ξ5 = ξ6 = · · · = 0とすると，{

(β1(1− g0))
1/2ξ1 − (β2g1)

1/2ξ2

}2
+
{
(β2(1− g1))

1/2ξ2 − (β3g2)
1/2ξ3

}2

+ β3(1− g2)ξ
2
3 − 2α3ξ3ξ4 + β4ξ

2
4 ≥ 0.

結果として，
α2
3 ≤ β3β4(1− g2)， もしくは， α2

3 = β3β4(1− g2)g3

と書ける．ここで，0 ≤ g3 ≤ 1であり，g2 = 1もしくは，β3 = 0のとき，g3 = 0．あとは
これを繰り返すことで示される．
十分性 :

p∑
r=1

βrξ
2
r − 2

p∑
r=1

αrξrξr+1 = g0β1ξ
2
1 + (1− gp−1)βpξ

2
p

+

p∑
r=1

{
(βr(1− gr−1))

1/2 − (βr+1gr)
1/2ξr+1

}2
≥ 0

より条件 (2.6)が分かる．
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この定理をさらに一般化するために，次の系を設ける :

系 2.6. ([Wa48]) 定理 2.5において，g0 = 0とする．このとき，条件 (2.6)が成り立って
いるとすると，不等式

p∑
r=1

βrξ
2
r − 2

p−1∑
r=1

α′
rξrξr+1 ≥ 0

が成り立つ．ただしここで，各 r = 1, 2, 3, . . . , p− 1に対して，ξr ∈ Rかつ |α′
r| ≤ |αr|．

証明. これは，2次形式

p∑
r=1

βr|ξr|2 − 2

p−1∑
r=1

|αr||ξr||ξr+1| = g0β1|ξr|2 + (1− gp−1)βp|ξp|2

+

p−1∑
r=1

{
(βr(1− gr−1))

1/2|ξr| − (βr+1gr)
1/2|ξr+1|

}2

が非負値であることからすぐに分かる．

系 2.7. ([Wa48]) 定理 2.5において，条件 (ii)を次のように変えても，連分数の正定値性
は保たれる : ある列 {gp}が存在して，

0 ≤ gn−1 ≤ 1, α2
n ≤ βnβn+1(1− gn−1)gn, n = 1, 2, 3, . . . . (2.9)

この系 2.7を用いることで，条件 |a2n| − ℜ(a2n) = 2α2
nは，

0 ≤ gn−1 ≤ 1, |a2n| − ℜ(a2n) ≤ 2βnβn+1(1− gn−1)gn, n = 1, 2, 3, . . . (2.10)

と書き換えることができる．このような，正定値に関する判別法を用いると，前章で扱っ
た連分数に関しても，正定値連分数であるかどうか示せる．実際，各 p = 1, 2, 3, . . . に関
して ap−1 =: c2pとおくと

1|
|1
+

a2|
|1

+
a3|
|1

+ · · · =
i|
|i
−

c21|
|i

−
c22|
|i

− · · ·

と同値変換できる．右辺の連分数に注目すると，これは，βp = 1, (p = 1, 2, 3, . . . )とした
場合になる．すると，条件 (2.10)は，

0 ≤ gn−1 ≤ 1, |c2n| − ℜ(c2n) ≤ 2(1− gn−1)gn, n = 1, 2, 3, . . . (2.11)

となる．さらに，gn = 1/2, (p = 0, 1, 2, . . . )とすると，放物定理における条件 |z|−ℜ(z) ≤
1/2になる．また，(1− g0)g1 < 1/2, (1− gn−1)gn+(1− gn)gn+1 < 1/2, (n = 1, 2, 3, . . . )

とすると，条件 (1.53)になる．
この節の議論を振り返ると，正定値連分数となるための同値条件を考える際に，列 {gp}
が現れた．実際，次で述べる正定値連分数の収束に関してこの数列が重要になってくる．
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2.2 縮小円列

第 1章では，部分分母が全て 1であるような連分数の近似値がある円領域の内部に存
在することを見た．同様の議論が正定値連分数に関してもできる．ここでは，ℑ(z1) > 0,

ℑ(zr) ≥ 0, (r = 2, 3, 4, . . . )を仮定する．まず次の補題を設ける :

補題 2.8. ([DeWa45]) いま，変換

t = tp(w) = bp + zp −
a2p
w
, p = 1, 2, 3, . . . (2.12)

を考える．ここで，

βp = ℑ(bp) ≥ 0, α2
p = ℑ(ap)2 ≤ βpβp+1(1− gp−1)gp,

0 ≤ gp−1 ≤ 1, p = 1, 2, 3, . . .
(2.13)

である．このとき，ℑ(w) ≥ βp+1gpならば，ℑ(t) ≥ βpgp−1+ypである．ただし，yp = ℑ(zp),
(p = 1, 2, 3, . . . )．

証明. 仮定より，ℑ(w) ≥ βp+1gpなので，yp > 0に対して，

ℑ(w) ≥ βp+1gp
βp(1− gp−1)

βp(1− gp−1) + yp
≥

α2
p

βp(1− gp−1) + yp
.

ここで，|a2p| − ℜ(a2p) = 2α2
pより，α2

p =
{
a2p −ℑ(ia2p)

}
/2を用いると，∣∣∣∣∣w +

ia2p

2{βp(1− gp−1) + yp}

∣∣∣∣∣ ≥ |a2p|
2{βp(1− gp−1) + yp}

.

さらに， ∣∣∣∣∣ wa2p + i

2{βp(1− gp−1) + yp}

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2{βp(1− gp−1) + yp}
.

ゆえに，

βp + yp −ℑ

(
a2p

w

)
≥ βpgp−1， もしくは， ℑ(t) ≥ βpgp−1

と書ける．これが任意の ypに対して成り立っているので，yp ↓ 0とすれば，βp−ℑ(a2p/w) ≥
βpgp−1．ゆえに，

βp + yp −ℑ

(
a2p

w

)
≥ βpgp−1 + yp， もしくは， ℑ(t) ≥ βpgp−1 + yp.

次に，t = t0(w) = 1/wを，ℑ(w) ≥ β1g0 + y1, y1 > 0に対して行うと，

K0(z) :

∣∣∣∣∣t+ i

2(β1g0 + y1)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2(β1g0 + y1)
(2.14)
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が分かる．ただしこのとき，β1g0+y1 > 0．次は，ℑ(w) ≥ β2g1で，t = t0(t1(w)) = 1/{b1+
z− (a21/w)}を考えると，直前の議論から，ℑ(w) ≥ g1β2に対して，ℑ(t1(w)) ≥ g0β1 + y1

が分かるので，この領域 (K1(z)とよぶ)は，K0(z) ⊃ K1(z)となる．また，点 w = ∞は
ℑ(w) ≥ β2g1の境界上にあるので，t0(t1(∞)) = A1(z)/B1(z) ∈ ∂K1(z)．さらに a1 = 0

であれば，K1(z) = 1/(b1 + z1) = A1(z)/B1(z)という 1点集合であることが分かる．い
ま，任意の自然数 p ≥ 1に対して，Kp(z)を ℑ(w) ≥ gpβp+1に対して

t = t0 ◦ t1 ◦ · · · ◦ tp(w) =
1|

|b1 + z1
−

a21|
|b2 + z2

− · · · −
a2p−1|

|bp + zp − a2p/w
,

ℑ(zr) ≥ 0, r = 2, 3, 4, . . .

(2.15)

という変換で写した領域とすると，t0◦t1 · · · tp(∞) = Ap(z)/Bp(z) ∈ ∂Kp(z)が分かる．さ
らに，最初にap = 0となるような自然数p ≥ mに対しては，Kp(z) = t = t0◦t1◦· · ·◦tm(∞)．
最後に，変換 (2.14)から，

K0(z) ⊃ K1(z) ⊃ K2(z) ⊃ · · · (2.16)

が分かり，任意の t ∈ Kp(z)に対して次が成り立つ :

ℑ(t) ≤ 0, |t| ≤
1

g0β1 + y1
≤

1

g0β1
. (2.17)

ただし，ここで，g0β1 + y1 > 0, yr ≥ 0, (r = 2, 3, 4, . . . )である．特に連分数 (2.1)の近似
値に対して，

ℑ

(
Ap(z)

Bp(z)

)
≤ 0,

∣∣∣∣∣Ap(z)

Bp(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

g0β1 + y1
≤

1

y1
, (2.18)

ただし，ここで，g0β1 + y1 > 0, gr ≥ 0, (r = 2, 3, 4, . . . )である．つまり，正定値連分数
の近似値は全て，下半平面にあるということが分かる．さらに，任意の自然数 p ≥ 1に対
して，Ap(z)/Bp(z) ∈ K0(z)である．

定理 2.9. ([DeWa45]) 条件 (2.13)において，gp−1βp > 0, (p = 1, 2, 3, . . . ) とするとき，
ℑ(zr) ≥ 0, (r = 1, 2, 3, . . . )に対して，行列式Bp(z) ̸= 0．

証明. まず，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，ap ̸= 0のときは，行列式公式より，Bp ̸= 0．次
に，ある自然数 p ∈ Nがあって，ap = 0となるときは，行列式 (2.2)より，連分数の分母は

Bp(z) = (bp + zp)Bp−1(z)− a2pBp−2(z)

で与えられるが，仮定より，考えている連分数は正定値連分数なので，条件 (2.18)より，
Bp ̸= 0が分かる．

さらに定理 1.9, 2.4, 2.9から，次の定理が導ける :

定理 2.10. ([Wa48]) 連分数 (2.1)は正定値連分数であるとし，#{p ∈ N : ap = 0} ≥ 1と
する．このとき，ℑ(zr) > 0, (r = 1, 2, 3, . . . )に対して，連分数 (2.1)は収束する．さらに，
各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，gp−1βp > 0ならば，ℑ(zr) ≥ 0, (r = 1, 2, 3, . . . )に対して連
分数 (2.1)は収束する．

28



以降は，特に断らない限り，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，ap ̸= 0とする．
ここから縮小円列の性質を調べる．ℑ(z1) > 0, ℑ(zr) ≥ 0, (r = 2, 3, 4 . . . )であるような
任意の複素数 zr ∈ Cに関して次の 2つの場合が考えられる．
Case 1(極限点となる場合):

各円Kp(z)における半径を rp(z)とする．limp→∞ rp(z) = 0であれば，ある極限函数 f(z)

があって，limp→∞Ap(z)/Bp(z) = f(z)となる．
Case 2(極限円となる場合):

各円Kp(z)における半径を rp(z)とする．ある正定数 c > 0があって，limp→∞ rp(z) = c

であれば，このときは，収束して極限を持つかどうかは不明である．
つまり，この 2つの場合を調べるには，半径 rp(z)を調べればよいことになる．便宜上，

Xp+1 :=
Ap

a1a2 · · · ap
, Yp+1 :=

Bp

a1a2 · · · ap
, p = 1, 2, 3, . . . (2.19)

とする．ただし，X1 = 0, Y1 = 1, X0 = −1, Y0 = 0．上の多項式は

− apXp−1 + (bp + zp)Xp − apXp+1 = 0,

− apYp−1 + (bp + zp)Yp − apYp+1 = 0, p = 1, 2, 3, . . .
(2.20)

を満たす．また，連分数 (2.1)の形に合わせるため，a0 = 1とする．行列式公式は

Xp+1Yp −XpYp+1 =
1

ap
, p = 1, 2, 3, . . . (2.21)

に変わる．いま，

0 ≤ gp ≤ 1, α2
p = βpβp+1(1− gp−1)gp, p = 1, 2, 3, . . . (2.22)

とする．変換 (2.15)の代わりに

t = t0 ◦ t1 ◦ · · · ◦ tp(w) =
Ap(z)w − a2pAp−1(z)

Bp(z)w − a2pBp−1(z)

と書くことにし，多項式 (2.19)を用いると，

t =
Xp+1w − apXp

Yp+1w − apYp
(2.23)

となる．上式において，w = apYp/Yp+1とすると，t = ∞．したがって，円領域Kp(z)の
中心点をCpとすると，Cpと∞は対称点である．また，w = apYp/Yp+1のℑ(w) = gpβp+1

に関する対称点は，
apYp−1

Yp
+ 2igpβp+1 (2.24)

であるので，

Cp =

Xp+1

(
apYp−1

Yp
+ 2igpβp+1

)
− apXp

Yp+1

(
apYp−1

Yp
+ 2igpβp+1

)
− apYp

. (2.25)
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さらに，t0 ◦ t1 ◦ · · · ◦ tp(∞) = Ap(z)/Bp(z) ∈ ∂Kp(z)．ゆえに，

rp(z) =

∣∣∣∣∣Cp −
Xp+1

Yp+1

∣∣∣∣∣ .
式 (2.25)と式 (2.21)を使うと，

2rp(z) =
1∣∣gpβp+1|Yp+1| − ℑ
(
apYpYp+1

)∣∣. (2.26)

より扱いやすくするため，多項式 (2.20)において Ypを両辺にかけると，

−ar−1Yr−1Yr + (br + zr)|Yr|2 − arYr+1Yr, r = 1, 2, 3, . . . .

Y0 = 0に気をつけて，両辺の和をとれば，

p∑
r=1

(br + zr)|Yr|2 −
p∑

r=1

ar
(
Yr+1Yr + Yr+1Yr

)
= −apYp+1Yp.

虚部をとると，

ℑ(apYp+1Yp) =

p∑
r=1

αr

(
Yr+1Yr + Yr+1Yr

)
−

p∑
r=1

(βr + yr)|Yr|2. (2.27)

ゆえに，

2rp(z) =

1∑p+1
r=1 βr|Yr|2 −

∑p
r=1 αr

(
Yr+1Yr + Yr+1Yr

)
+
∑p

r=1 yr|Yr|2 − (1− gp)βp+1|Yp+1|2

(2.28)

であり，さらに整理すると，

2rp(z) =
1

g0β1 +
∑p

r=1

(
yr|Yr|2 +

∣∣∣(βr(1− gr−1))
1/2 Yr − (βr+1gr)1/2Yr+1

∣∣∣2),
p = 1, 2, 3, . . . .

(2.29)

これは，連分数の正定値性を仮定したことで成り立っている．

2.3 正定値連分数と放物定理

正定値連分数に必要な条件の話題の中で，放物定理が，正定値連分数の特別なケースに
なっていることを述べた．そうなると，放物定理で与えられた収束条件をこれまで議論し
てきたことにそのまま機械的に使えるか，という疑問があがる．これに答えるために，円
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領域Kp(z)の中心を Cp(z)として，Cp(z)が p次の分子 Ap(z), 分母 Bp(z)を使って表現
できることを示す．まず，縮小円列 (2.16)から，中心

Cp =
ap

2ApBp−1 − a2pAp−1Bp + 2igpβp+1ApBp

ap2BpBp−1 − a2pBp−1Bp + 2igpβp+1BpBp

と書ける．ゆえに，

rp(z) =

∣∣∣∣∣Cp −
Ap

Bp

∣∣∣∣∣
=

|a1a2 · · · ap|2

|Bp + ia2pBp−1|2 − |a2pBp−1|2 + (2gpβp+1 − 1)|Bp|2
.

(2.30)

連分数 (2.1)において，zp := 0, bp := i, (p = 1, 2, 3, . . . )とおくと，連分数 (2.1)は

1|
|i
−

a21|
|i

−
a22|
|i

− · · · (2.31)

となる．さらに，基本漸化式から，Bp + ia2pBp−1 = −iBp+1がわかる．また，gp := 1/2,

(p = 1, 2, 3, . . . )とおくと，βp = 1であることにも気をつけて，

rp = rp(0) =
|a1a2 · · · ap|2

|Bp+1|2 − |a2pBp−1|2
.

いま，同値変換

c1 = 1, a2p =
1

cpcp+1
, Qp = c1c2 · · · cpBp, p = 1, 2, 3, . . .

を考えると，半径

rp =
|cp+1|

|Qp+1| − |Qp−1|
·

1

|Qp+1|+ |Qp−1|
. (2.32)

同時に，連分数 (2.31)は
1|
|c1i

−
1|
|c2i

−
1|
|c3i

− · · · (2.33)

に変わる．さらに，分子と分母を (−i)倍すると，

− i|
|c1

+
1|
|c2

+
1|
|c3

+ · · ·

となる．ただし，この同値変換は，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，ap ̸= 0のときのみ行える．
また，# {p ∈ N : ap = 0} ≥ 1であるときは，定理 2.10より収束性が分かる．次に，無限
級数

∑
|cp|が発散するとき，limp→∞ rp = 0を示す．つまり，無限級数

∑
|cp|が発散する

ときは，極限点となる場合に該当するので，連分数は収束する．実際，不等式

|a2p| − ℜ(a2p) ≤
1

2
, p = 1, 2, 3, . . .
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を満たすので，

|1 + a21| ≥
1

2
+ |a21|, |1 + a2p + a2p+1| ≥ |a2p|+ |a2p+1|, p = 1, 2, 3, . . .

もしくは，

|1 + c1c2| ≥
1

2
|c1c2|+ 1,

|cpcp+1cp+2 + cp+2 + cp| ≥ |cp+2|+ |cp|, p = 1, 2, 3, . . .

となる．ゆえに，不等式 (1.47)より，

|Q2| − |Q0| ≥
1

2
|c2|, |Q3| − |Q1| ≥ |c3| ≥

1

2
|c3|

もしくは，

|Q2| ≥
1

2
(1 + |c2|), |Q3| ≥

1

2
(1 + |c3|) (2.34)

となる．さらに，不等式 (1.49)から，

|Q2p| ≥ |Q2p−2|+
1

2
|c2p|, |Q2p+1| ≥ |Q2p−1|+

1

2
|c2p+1|. (2.35)

式 (2.32)に不等式 (2.34)と (2.35)を適用すると，

r2p−1 ≤
1

1 +
∑p−1

r=1 |c2r|
, r2p ≤

1

1 +
∑p−1

r=1 |c2r+1|
(2.36)

という不等式が得られる．また，{Kp(z)}が縮小円列であることから，r1 > r2 > r3 > · · ·
となり，極限点となる場合に該当するので，limp→∞ rp(z) = 0．
前節では，正定値連分数であれば，p次以降の近似分数は，全て円領域Kp(z)の内部に
含まれることを示した．先ほどの証明と組み合わせると，連分数の広義一様収束性の議論
ができる．いま，a2 := (a21, a

2
2, . . . )とおき，さらに，領域D := {|z| − ℜ(z) ≤ 1/2}上で

Rp =


1∑p

r=1 |cr|
, a1a2 · · · ap ̸= 0,

0, ある自然数 k (≤ p− 1)があって，ak = 0

が 0に広義一様収束するように a2選ぶ．このとき，ある有界集合G ⊂ D上で連分数は広
義一様収束する．まとめると次の定理が得られる :

定理 2.11. ([PaWa42]) 連分数

1|
|1

+
a2|
|1

+
a3|
|1

+ · · ·

は，任意の定数M > 0に対して，

|z| − ℜ(z) ≤
1

2
, |z| < M

で広義一様収束する．
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2.4 連鎖列

連分数の理論において，(1−gp)gp+1 (0 ≤ gp ≤ 1, p = 0, 1, 2, . . . )という形をした数列は
いたるところに現れる．例えば，前述の系 2.7において，βp = 1, (p = 1, 2, 3, . . . )とすると，
条件 (ii)は α2

p+1 ≤ (1− gp)gp+1と書き換えられる．また，(1− gp)gp+1xp+1/1 (xp+1 ∈ C)
という形が繰り返される連分数に関しては，収束する条件が与えられることや，任意の近
似値が複素平面内のある円領域の中に必ず存在することも述べた．さらには，連分数 (2.1)

の各近似値はある複素平面内の縮小円列内に存在するが，この縮小円列の半径も gpとい
うパラメータを用いて記述できた．

定義 2.12. 数列 {ap}∞p=1が連鎖列であるとは，各 p = 0, 1, 2, . . . に対して，0 ≤ gp ≤ 1で
あるような列 {gp}∞p=0 が存在して，ap+1 = (1− gp)gp+1と書けることをいう．このとき，
{gp}を列 {ap}∞p=1のパラメータという．

例 2.13. 定数項列 1/4, 1/4, 1/4, · · · は，パラメータ gp = 1/2, (p = 0, 1, 2, . . . )の連鎖列
である．

この例で登場した定数項列に関して以下の定理が知られている．

定理 2.14. ([Wa48]) 定数項列 a, a, a, · · · が連鎖列であるためには，不等式 0 ≤ a ≤ 1
4 を

満たすことが必要十分である．

証明. 必要性について : 背理法により示す．各 n = 1, 2, 3, . . . に対して，0 ≤ gn−1 ≤ 1で，

(1− gn−1)gn >
1

4
(2.37)

とすると，相加相乗平均より，

(1− gn−1) + gn

2
≥
√
(1− gn−1)gn >

1

2
.

ゆえに，gn > gn−1, (n = 1, 2, 3, . . . )でなければならない．また，g0 < g1 < g2 < · · · < 1

であることから，列 {gn}は単調増加であり，かつ上に有界なので，ある極限 gがあって，
limn→∞ gn = gとなる．ゆえに，極限をとると

(1− g) + g

2
≥
√

(1− g) · g ≥
1

2
.

したがって，(1− g)g = 1/4．ゆえに，g = 1/2．しかしこれは仮定に矛盾する．
十分性について : 各 n = 0, 1, 2, . . . に対して，

gn :=
1 +

√
1− 4a

2

をとればよい．
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ここで，連鎖列のパラメータの取り方は一般に一意的ではないことに注意する．具体的
には，例 2.13においてパラメータとして

g′p :=
1

2

(
1− 1

p+ 1

)
, p = 0, 1, 2, . . .

と定めることもできる．一方で，任意の連鎖列には必ず最大・最小パラメータが存在する．

定理 2.15. ([WaWe44b, DeWa45]) 任意の連鎖列は，gp を自身の勝手なパラメータとし
たとき，mp ≤ gp ≤ Mp, (p = 0, 1, 2, . . . )であるような最小・最大パラメータを必ずもつ．

証明. いま，数列 {ap}が勝手なパラメータ {gp}を使って，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，
ap = (1− gp−1)gpと書けているとする．各 p = 1, 2, 3, . . . に対して次で列mpを定める :

m0 = 0, mp+1 =


0 if mp = 1,

ap+1

1−mp
if mp < 1．

(2.38)

まず，m0 = 0なので，m0 ≤ g0．帰納法により，k (≥ 1)のとき，mk ≤ gk を仮定する
と，mk = 1または，mk < 1で ak+1 = 0となる場合の 2通りを考える必要がある．まず，
mk = 1であれば，mk+1 = 0 ≤ gk+1となる．次に，mk < 1で ak+1 > 0であれば，mpの
定義 (2.38)と帰納法の仮定より，

mk+1 =
ak+1

1−mk
=

(1− gk)gk+1

1−mk
≤

(1− gk)gk+1

1− gk
= gk+1.

ゆえに，各 p = 0, 1, 2, . . . に対して，mp ≤ gp．さらに，mpの定め方から，mp ≥ 0であ
り，いま示したことから，mp ≤ 1である．また，mp < 1であれば，mpの定義 (2.38)の
両辺を (1−mp)倍して，ap+1 = mp+1(1−mp)．mp = 1ならば，1 = mp ≤ gp ≤ 1より，
gp = 1．したがって，ap+1 = (1−gp)gp+1 = 0．このとき，(1−mp)mp+1 = ap+1．これで，
最小パラメータの存在と，それが連鎖列のパラメータとなっていることが確かめられる．
次に，Mpを以下のような連分数で与える :

Mp = 1− ap+1|
|1

− ap+2|
|1

− ap+3|
|1

− · · · , p = 0, 1, 2, . . .． (2.39)

決まり事として，ある自然数 k ∈ {p+1, p+2, . . . }で，ak = 0となるときは，最初に部分商
が 0となった時点で連分数が終わるとする．したがって，ap+1 = 0であれば，Mp = 1 ≥ gp．
ap+2 = 0かつ ap+1 > 0であるとき，Mp = 1− ap+1 = 1− (1− gp)gp+1 ≥ 0．次に，ap+1,

ap+2, . . . , ap+k > 0, ap+k+1 = 0, (k > 0)となるとき，

Mp = 1−(1−gp)·
gp+1|
|1

−
(1− gp+1)gp+2|

|1
−· · ·−

(1− gp+k−2)gp+k−1|
|1

−
(1− gp+k−1)gp+k|

|1
.

いま，gp+k = 1ならば，Mp = gp．また，gp+k < 1ならば，定理 1.5から，

Mp = 1− (1− gp)

(
1−

1

T p+k
p+1 (g)

)
(2.40)
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と書ける．ただし，

T p+k
p+1 (g) := 1 +

p+k∑
r=p+1

gp+1gp+2 · · · gr
(1− gp+1)(1− gp+2) · · · (1− gr)

． (2.41)

このとき，Mp > mp．最後に，ap+r > 0, (r = 1, 2, 3, . . . )のとき，つまり，連分数が無限
に続く場合である．式 (2.40)と同様であるが，

T∞
p+1(g) = 1 +

∞∑
r=p+1

gp+1gp+2 · · · gr
(1− gp+1)(1− gp+2) · · · (1− gr)

≤ ∞． (2.42)

となる．ゆえに，Mp ≥ mp．また，等号成立は，T∞
p+1(g) = ∞となるときである．Mpの定

め方と今の証明から，0 ≤ Mp ≤ 1, (p = 0, 1, 2, . . . )．最後に，ap+1 = 0ならば，Mp = 1,

(1−Mp)Mp+1 = 0 = ap+1．ap+1 > 0ならば，(1− gp)gp+1 > 0より，0 < gp+1 ≤ Mpな
ので，連分数 (2.39)から，

Mp = 1−
ap+1

Mp+1
, ap+1 = (1−Mp)Mp+1.

さらに，これまでのことを整理すると，ap > 0, (p = 1, 2, 3, . . . )のとき，Mp = gpとな
るための必要十分条件は，

1 +
∞∑

r=p+1

gp+1gp+2 · · · gr
(1− gp+1)(1− gp+2) · · · (1− gr)

= ∞. (2.43)

である．特に，最小パラメータと最大パラメータが一致しているとき，すなわち，mp = Mp,

(p = 0, 1, 2, . . . )のとき，次のことが分かる :

定理 2.16. ([Wa48]) 数列 {ap}∞p=1は最小パラメータmpをもつ各項が正の連鎖列とする．
このとき，最小パラメータと最大パラメータが一致する，すなわち，パラメータが一意に
定まるためには，T∞

0 (m) = ∞が必要十分である．

次のパラメータの一意性に関する系は，mpの定め方，特にm0 = 0から直ちに従う :

系 2.17. ([Wa48]) 各項が正である連鎖列のパラメータが一意に定まるためには，M0 = 0

が必要十分である．

さらに，最大パラメータが全て正であることと，定理 2.9から，次が導ける :

定理 2.18. ([Wa48]) 数列 {ap}∞p=1 を最小パラメータ mp をもつ連鎖列とする．ただし，
0 ≤ mp < 1, (p = 0, 1, 2, . . . )．このとき，0 < Mp ≤ 1, (p = 0, 1, 2, . . . )であることと，
連分数

1|
|1

−
ap+1|
|1

−
ap+2|
|1

− · · ·

が各 p = 0, 1, 2, . . . に対して収束することは同値である．
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この節の最初に述べた定数項列に関して定理 2.15を適用してみる．各 p = 1, 2, 3, . . . に
対して，ap = a ∈ [1, 1/4]として考えてみる．この場合，最小パラメータ {mp}は，定義
から，m0 = 0, m1 = a, m2 = a/(1− a),m3 =

a|
|1 − a|

|1 − a|
|1 , . . . となるので，

a|
|1

−
a|
|1

−
a|
|1

− · · ·

という連分数の p次の近似値として与えられる．したがって，

mp =
1−

√
1− 4a

2
·


1−

1
p∑

r=0

(
1 +

√
1− 4a

1−
√
1 + 4a

)r


, p = 0, 1, 2, . . . (2.44)

となる．そして，最大パラメータは，

Mp = 1−
a|
|1

−
a|
|1

− · · · =
1 +

√
1− 4a

2
, p = 0, 1, 2, . . . (2.45)

となる．
最後に，与えられた列が連鎖列であるかどうか判定する条件として，級数の和を使う方
法も有効であることを紹介する．

命題 2.19. ([Wa48]) 数列 {cp}∞p=1を各項が非負である実数列とする．このとき，

n∑
p=1

cp < 1, n = 1, 2, 3, . . . (2.46)

ならば数列 {cp}∞p=1は連鎖列．

証明. これは帰納的に示すことができる．まず，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，cp ≥ 0であ
るので，条件 (2.46)より，0 ≤

∑1
p=1 cp = c1 < 1．そこで，g1 := c1とおく．このとき，

g1, g2, . . . , gkが g1と同様の性質を満たす連鎖列のパラメータであるとする．

ck+1 < 1− c1 − c2 − · · · − ck

= 1− g1 − (1− g1)g2 − (1− g2)g3 − · · · − (1− gk−1)gk

= (1− g1)(1− g2)− (1− g2)g3 − · · · − (1− gk−1)gk

≤ (1− g2)− (1− g2)g3 − · · · − (1− gk−1)gk

= (1− g2)(1− g3)− (1− g3)g4 − · · · − (1− gk−1)gk

≤ · · ·
= (1− gk−2)(1− gk−1)− (1− gk−1)gk

≤ (1− gk−1)− (1− gk−1)gk

= (1− gk−1)(1− gk) ≤ (1− gk).

したがって，0 ≤ gk+1 < 1であるような，gk+1があって，ck+1 = (1− gk)gk+1と書くこ
とができる．
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命題 2.19を使うと，例えば，0 ≤ r ≤ 1/2であれば，幾何数列 r, r2, r3, . . . は連鎖列で
あることが分かる．
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第3章 Jacobi連分数とStieltjes連分数

正定値連分数の定義の中で，Jacobi連分数という連分数について簡単な紹介をした．こ
こでは，その Jacobi連分数の性質と Jacobi連分数と関係のある Stieltjes連分数について
調べる．

3.1 Stieltjes連分数とJacobi連分数の基本的性質

Stieltjes連分数と Jacobi連分数は，それぞれにおける固有の性質ももちろん存在する
が，互いによく似た性質も持ち合わせている．その中でも本論文では特に Jacobi連分数
に重きを置いて議論をする．Jacobi連分数の簡単な性質は Stieltjes連分数から見ることが
できる．

定義 3.1. Stieltjes連分数とは以下の型をもつ連分数である :

1|
|k1z

+
1|
|k2

+
1|
|k3z

+
1|
|k4

+ · · · . (3.1)

ここで，z ∈ Cとし，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，kp ∈ R>0は定数．

連分数 (3.1)の偶数部分は

1/k1|
|c1 + z

−
c1c2|

|c2 + c3 + z
−

c3c4|
|c3 + c4 + z

− · · · (3.2)

と書くことができる．ただし，

cp :=
1

kpkp+1
, p = 1, 2, 3, . . . (3.3)

である．さらに，連分数 (3.1)の近似値は，

Tp(w) =
1/k1|
|c1 + z

−
c1c2|

|c2 + c3 + z
− · · · −

c2p−1c2p|
|w

(3.4)

となり，

Tp (z + c2p + c2p+1) =
A2p+2

B2p+2
, Tp (z + c2p) =

A2p+1

B2p+1
. (3.5)

これより，連分数 (3.1)の近似値は，実 Jacobi連分数とよばれる連分数になるが，諸性質
は次の有界な Jacobi連分数のあとに述べる．
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そこでまずは，前章で扱った連分数

1|
|b1 + z1

−
a21|

|b2 + z2
−

a22|
|b3 + z3

− · · ·

において，z := (z, z, z, . . . )とした以下の Jacobi連分数を扱う :

1|
|b1 + z

−
a21|

|b2 + z
−

a22|
|b3 + z

− · · ·． (3.6)

定義 3.2. Jacobi連分数 (3.6)が有界であるとは，ある定数M > 0が存在して，各 p =

1, 2, 3, . . . に対して，

|ap| ≤
M

3
, |bp| ≤

M

3
(3.7)

を満たすことをいう．このとき，定数M を Jacobi連分数の界とよぶ．

条件 (3.7)は次のように定式化される :

定理 3.3. ([Wa48]) Jacobi連分数 (3.6)が有界であるための必要十分条件は，ある定数
N > 0があって，各 n = 2, 3, 4, . . . に対して，∣∣∣∣∣∣

n∑
p=1

bpupvp −
n−1∑
p=1

ap (upvp+1 + up+1vp)

∣∣∣∣∣∣ ≤ N ·

√√√√ n∑
p=1

|up|2 ·
n∑

p=1

|vp|2 (3.8)

が成り立つことである．ここで，up, vp ∈ Cである．

証明. 必要性 : シュワルツの不等式を使って以下のように示せる :∣∣∣∣∣∣
n∑

p=1

bpupvp −
n−1∑
p=1

ap (upvp+1 + up+1vp)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
n∑

p=1

bpupvp

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
p=1

ap (upvp+1 + up+1vp)

∣∣∣∣∣∣
≤

M

3
·

√√√√ n∑
p=1

|up|2 ·
n∑

p=1

|vp|2 +
2M

3
·

√√√√ n∑
p=1

|up|2 ·
n∑

p=1

|vp|2

= M ·

√√√√ n∑
p=1

|up|2 ·
n∑

p=1

|vp|2.

ゆえに，N := M をとればよい．
十分性 : r ̸= pに対して，up = vp = 1, ur = vr = 0とすると，|bp| ≤ N．r ̸= p, s ̸= p+1

に対して，up = vp+1 = 1, ur = vs = 0とすると，|ap| ≤ N．ゆえに，M := 3N とすれば
よい．
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条件 (3.8)が成り立っているとき，Jacobi形式
∑

bpupvp −
∑

ap (upvp+1 + up+1vp)は
有界であるという．また，有界性 (3.8)を満たす最小の正定数N を，Jacobi連分数のノル
ムとよぶ．さらに，先ほどの定理の証明から，Jacobi連分数のノルムは，自身の界を超え
ないことが分かる．

例 3.4. 連分数
1|
|z

−
1/4|
|z

−
1/4|
|z

− · · ·

を考える．これは，ap = 1/2, bp = 0, (p = 1, 2, 3, . . . )の例である．なので，|ap| = 1/2 =

M/3を解いて，界はM = 3/2．また，∣∣∣∣∣∣
n∑

p=1

bpupvp −
n−1∑
p=1

ap (upvp+1 + up+1vp)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n−1∑
p=1

ap (upvp+1 + up+1vp)

∣∣∣∣∣∣
≤

2M

3
·

√√√√ n∑
p=1

|up|2 ·
n∑

p=1

|vp|2

= 1 ·

√√√√ n∑
p=1

|up|2 ·
n∑

p=1

|vp|2

となるので，ノルムはN = 1．

定理 3.5. ([Wa48]) 界M > 0をもつ任意の Jacobi連分数は，領域 |z| ≥ M で広義一様収
束する．

証明. 界M > 0をもつ Jacobi連分数を

1|
|b1 + z

−
a21|

|b2 + z
−

a22|
|b3 + z

− · · ·

とすると，同値変換により，n次の部分分子は

− a2n−1

(bn−1 + z)(bn + z)

とできるので， ∣∣∣∣∣ − a2n−1

(bn−1 + z)(bn + z)

∣∣∣∣∣ ≤ |an−1|2

|bn−1 + z| · |bn + z|

≤
|a2n−1|

(|bn−1| − |z|) · (|bn| − |z|)

≤
M2/9

(M/3−M) · (M/3−M)
=

1

4
.

ゆえに，定理 1.17(a)から，|z| ≥ M で広義一様収束する．
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Stieltjes連分数の偶数部分を構成することで，実 Jacobi連分数という連分数が得られ
る．今一度，定義をする．

定義 3.6. 連分数
1|

|b1 + z
−

a21|
|b2 + z

−
a22|

|b3 + z
− · · · , z ∈ C

が実 Jacobi連分数であるとは，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，ap, bp ∈ Rであることをいう．

この定義から，任意の実Jacobi連分数は正定値連分数である．なぜならば，αr = ℑ(ar) =
0, βr = ℑ(br) = 0, (r = 1, 2, 3, . . . )より，2次形式

∑p
r=1 βrξ

2
r − 2

∑p−1
r=1 αrξrξr+1が 0と

なるからである．実 Jacobi連分数と有界 Jacobi連分数から，連鎖列に関わる次の定理が
示される :

定理 3.7. ([WaWe44b]) 任意の実有界 Jacobi連分数

1|
|z

−
a21|
|z

−
a22|
|z

− · · · (3.9)

が，ノルム N ≤ 1を持つための必要十分条件は，部分分子 {a2p}が連鎖列となることで
ある．

この定理を示す前に次の命題を設けるが，この命題の証明に関してはこれまで述べてき
た収束性に関わる定理よりさらに複雑な議論を用いるので，ここでは省略することにする．
詳しくは，[Wa48, p.115]を参考にされたい．

命題 3.8. ([Wa48]) ノルムがN である任意の実 Jacobi連分数は，I := [−N,N ]としたと
き，d(K, I) = inf{d(x, y) : x ∈ K, y ∈ I} > 0となるような任意のコンパクト集合K上で
広義一様収束する．ただし，ここで z1, z2 ∈ Cに対して d(z1, z2) := |z1 − z2|とする．

では，定理 3.7を示す．

証明. 必要性について : 不等式 (3.8)において，xp ∈ R, bp = 0, (p = 1, 2, 3, . . . )とす
ると， ∣∣∣∣∣∣−2

n−1∑
p=1

apxpxp+1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1 ·
n∑

p=1

x2p.

ゆえに，

−
n∑

p=1

x2p ≤ −2

n−1∑
p=1

apxpxp+1 ≤
n∑

p=1

x2p, n = 2, 3, 4, . . . . (3.10)

したがって，
n∑

p=1

x2p − 2

n−1∑
p=1

apxpxp+1 ≥ 0 (3.11)
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より，部分分子 {a2p}は連鎖列．
十分性について : 部分分子 {a2p}を連鎖列とすると，不等式 (3.11)が成り立つ．次に，xp

を (−1)pxpに置き換えて，

n∑
p=1

(−1)2px2p − 2

n−1∑
p=1

(−1)2p+1apxpxp+1 ≥ 0.

ゆえに，

−2

n−1∑
p=1

apxpxp+1 ≤
n∑

p=1

x2p.

同値変換により，連分数 (3.9)は，

1/z|
|1

−
a21/z

2|
|1

−
a22/z

2|
|1

− · · ·

に変わるので，z倍して，z′ := −1/z2とおくと，

1|
|1

+
a21z

′|
|1

+
a22z

′|
|1

+ · · ·

となり，定義域は閉区間 Iz = [−1, 1]から，閉区間 Iz′ = [−∞,−1]と変わる．よって，こ
れまでの議論をまとめると次の定理がわかる．

定理 3.9. ([Wa48]) 各 p = 0, 1, 2, . . . に対して，gp ∈ [0, 1]とするとき，連分数

1|
|1

+
(1− g0)g1z|

|1
+

(1− g1)g2z|
|1

+ · · · (3.12)

は，L := [−∞,−1]としたとき，d(K,L) = inf{d(x, y) : x ∈ K, y ∈ L} > 0となるような
任意のコンパクト集合K ⊂ C上で広義一様収束する．

3.2 有理函数に対するJacobi連分数展開

ここでは，有理函数を Jacobi連分数に展開することを考える．特に，数値計算に合う
アルゴリズムに重きを置くことにする．ここで扱う理論は物理学の問題，例えば，電気回
路などにも応用されている．
扱う Jacobi連分数を表記を少し変え

1|
|r1z + s1

+
1|

|r2z + s2
+

1|
|r3z + s3

+ · · · (3.13)

とする．ここで，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，rp, sp ∈ C とし，かつ，rp ̸= 0 とす
る．Ap(z), Bp(z)をそれぞれ p次の分子と分母とすると，これらは degAp(z) = p − 1,

degBp(z) = pであり，zの係数が rp, spからなる多項式である．ここで，多項式函数

f0 := f0(z) = a00z
n + a01z

n−1 + · · ·+ a0n,

f1 := f1(z) = a11z
n−1 + a12z

n−2 + · · ·+ a1n
(3.14)
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とおく．ただし，各 p, q = 0, 1, 2, . . . , nに対して，apq ∈ C．

f0

f1
=

1|
|r1z + s1

+
1|

|r2z + s2
+ · · ·+

1|
|rnz + sn

(3.15)

となるように rp(̸= 0), spを定める問題は，多項式函数 f0, f1が漸化式

fp−1 = (rpz + sp)fp + fp+1, p = 1, 2, 3, . . . , n, fn+1 = 0, fn = c ̸= 0 (3.16)

を満たすような，(n − p)次の多項式 fp を求めるものである (p = 2, 3, . . . , n − 1)．この
とき，(3.15)のような連分数展開ができる多項式があれば，各 p = 1, 2, 3, . . . , nに対し
て，rp, sp ∈ Cは一意的であることも分かる．つまり，多項式から構成される Jacobi連分
数は一意であるということである．実際，漸化式 (3.16)が成り立っているとし，f0 = f ′

0,

f1 = f ′
1, r

′
p, s

′
p ∈ Cとし，

f ′
p−1 = (r′pz + s′p)f

′
p + f ′

p+1, p = 1, 2, 3, . . . n, f ′
n+1 = 0, f ′

n = c ̸= 0 :定数

と書けているとする．さらに，deg f ′
p = n− pとする．p = 1のとき，

0 = f0 − f ′
0 =

{
(r1 − r′1)z + (s1 − s′1)

}
f1 + (f2 − f ′

2).

f2 − f ′
2の次数は高々n − 2で，deg f1 = n − 1なので，r1 = r′1, s1 = s′1, f2 = f ′

2が分か
る．p = 2として，同様の議論を繰り返すと，r2 = r′2, s2 = s′2, f3 = f ′

3が分かる．同様に
して p ≥ 3も帰納的に示される．
次に，部分分母における zの係数 rp, spを求めるための漸化式を考える．漸化式 (3.16)

から，直接，多項式を代入して計算すると，

a00z
n + a01z

n−1 + · · ·+ a0n

a11zn−1 + a12zn−2 + · · ·+ a1n
= r1z +

b11z
n−1 + b12z

n−2 + · · ·+ b1n

a11zn−1 + a12zn−2 + · · ·+ a1n
,

r1 =
a00

a11
, b11 = a01 − r1a12, b12 = a02 − r1a13, . . . , b1n = a0n,

b11z
n−1 + b12z

n−2 + · · ·+ b1n

a11zn−1 + a12zn−2 + · · ·+ a1n
= s1 +

a22z
n−2 + a23z

n−3 + · · ·+ a2n

a11zn−1 + a12zn−2 + · · ·+ a1n
,

s1 =
b11

a11
, a22 = b12 − s1a12, a23 = b13 − s1a13, . . . , a2n = b2n − s1a1n.

このプロセスにより，直接，r1, s1, f2を求めることができる．これを繰り返していくことで，
各 rp, sp, fp+1を計算できるが，これは係数 a00, a11, . . . , app, . . . ̸= 0である限り続けられ
る．今の議論から，(3.15)の連分数展開が可能であることと，係数 a00, a11, . . . , app, . . . ̸= 0

であることは必要十分であることも分かる．
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では，今の手法で得られる係数を以下のリストにまとめておく :

a00, a01, a02, . . . ,

a11, a12, a13, . . . ,

r1 =
a00

a11
, b11 = a01 − r1a12, b12 = a02 − r1a13, b13 = a03 − r1a14, . . . ,

s1 =
b11

a11
, a22 = b12 − s1a12, a23 = b13 − s1a13, a24 = b14 − r1a14, . . . ,

r2 =
a11

a22
, b22 = a12 − r2a23, b23 = a13 − r2a24, b24 = a14 − r2a25, . . . ,

s2 =
b22

a22
, a33 = b23 − s2a23, a34 = b24 − s2a24, a35 = b25 − r2a25, . . . ,

r3 =
a22

a33
, b33 = a23 − r3a34, b34 = a24 − r3a35, b35 = a25 − r3a36, . . . ,

· · · ,
(apq = bpq = 0 for q > n).

(3.17)

これが，rp, spを求めるために欲しかった漸化式である．

例 3.10. 多項式函数

f0 = z3 + (2 + i)z2 + (3 + i)z + (2i+ 2), f1 = 2z2 + iz + 2 (3.18)

に関して連分数展開を考える．このとき，先ほどのリストを使って実際に計算すると，

f1

f0
=

1|
|12z + 1 + i

4

+
1|

|89z −
4i
27

+
1|

|8164z +
27i
32

(3.19)

という Jacobi連分数展開を得ることができる．

3.3 多項式と行列式の関係性

ここでは，(3.15)の連分数展開可能な条件を考える．特に，多項式函数 f0, f1の係数に
関する行列に着目する．

定理 3.11. ([Fr46]) 多項式函数

f0 = a00z
n + a01z

n−1 + · · ·+ a0n, f1 = a11z
n−1 + a12z

n−2 + · · ·+ a1n
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において，商 f1/f0が連分数展開 (3.15)を持つことと，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，次の
リストより切り取ってできる行列式Dpが 0とならないことは必要十分である :

a11, a12, a13, a14, a15, a16, a17, a18, . . . ,

a00, a01, a02, a03, a04, a05, a06, a07, . . . ,

0, a11, a12, a13, a14, a15, a16, a17, . . . ,

0, a00, a01, a02, a03, a04, a05, a06, . . . ,

0, 0, a11, a12, a13, a14, a15, a16, . . . ,

0, 0, a00, a01, a02, a03, a04, a05, . . . ,

0, 0, 0, a11, a12, a13, a14, a15, . . . ,

0, 0, 0, a00, a01, a02, a03, a04, . . . ,

· · ·,

(3.20)

(a0p = a1p = 0 for p > n);

D0 = a00, D1 = a11, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a00 a01 a02

0 a11 a12

∣∣∣∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14 a15

a00 a01 a02 a03 a04

0 a11 a12 a13 a14

0 a00 a01 a02 a03

0 0 a11 a12 a13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . .

証明. まず，連分数展開 (3.15)を持つとすると，係数 a00, a11, a22, . . . , ann ̸= 0．ゆえに，
行列式D0 = a00 ̸= 0, D1 = a11 ̸= 0．以後，行列式Dpが多項式函数 f0, f1に依っている
ことを明示するために，Dp(f0, f1) := Dpと表すことにする．ここで，行列式 (3.20)をラ
プラス展開することによって，

Dp(f0, f1) = (−1)p−1a211Dp−1(f1, f2), p = 2, 3, . . . , n (3.21)

が分かる．さらに，

Dp(f0, f1) = (−1)p−1a211Dp−1(f1, f2),

Dp−1(f1, f2) = (−1)p−2a222Dp−2(f2, f3),

Dp−2(f2, f3) = (−1)p−3a233Dp−3(f3, f4),

· · ·
D2(fp−2, fp−1) = (−1)1a2p−1,p−1D1(fp−1, fp)

と書き下せる．ここで，D1(fp−1, fp) = appであることに気をつければ，

Dp(f0, f1) = (−1)
∑p−1

k=1 ka211a
2
22 · · · a2p−1,p−1app = (−1)

p(p−1)
2 a211a

2
22 · · · a2p−1,p−1app ̸= 0.

(3.22)

ゆえに，連分数展開 (3.15)をもつ．次に，任意の非負整数 n ∈ N0に対して，Dn ̸= 0と
すると，D0 ̸= 0, D1 ̸= 0なので，a00, a11 ̸= 0がまず分かる．これより，行列式 (3.22)に
おいて，p = 2として，D2 = (−1)

2−1
2 a211a22 ̸= 0. ゆえに，a22 ̸= 0．これを繰り返すこと

で，ann ̸= 0．
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3.4 Jacobi連分数と f1/f0からなる級数との関係性

いま，連分数展開 (3.15)における以下の同値変換を考える :

a0 =
1

r1
, ap = −

1

rprp+1
, p = 1, 2, 3, . . . , n− 1, (3.23)

bp =
sp

rp
, p = 1, 2, 3, . . . , n (3.24)

とすると，
f1

f0
=

a0|
|b1 + z

−
a1|

|b2 + z
− · · · −

an−1|
|bn + z

(3.25)

という連分数に書き変わる．リスト (3.17)より，

a0 =
a11

a00
, ap = −

ap+1,p+1

ap−1,p−1
, p = 1, 2, 3, . . . , n− 1, (3.26)

かつ，

bp =
bpp

ap−1,p−1
, p = 1, 2, 3, . . . , n (3.27)

である．いま，a00 = 1と仮定する．行列式 (3.22)と式 (3.26)から，

Dp+1 = a0a1 · · · apDp, p = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (3.28)

そして，

a0 =
D1

D0
, ap =

Dp−1Dp+1

D2
p

, p = 1, 2, 3, . . . , n− 1 (3.29)

が分かる．
連分数展開 (3.25)における Jacobi連分数の p次の近似値と f1/f0の zのローラン級数
との間にある関係を見ていく．まず最初に，

f1

f0
:=

∞∑
p=0

cp

zp+1
(3.30)

とおく．行列式公式 (1.3)から，

Ap+1(z)

Bp+1(z)
−

Ap(z)

Bp(z)
=

a0a1 · · · ap
Bp+1(z)Bp(z)

, p = 0, 1, 2, . . . , n− 1, (3.31)

ただし，Ap, Bpはそれぞれ，連分数 (3.25)の p次の分子と分母であり，degAp = p − 1,

degBp = p, (p = 0, 1, 2, . . . , n − 1)．degBp+1(z)Bp(z) = 2p + 1であるので，上の式は，
Ap+1/Bp+1とAp/Bpの差が 1/z2p+1の項から始まることを表している．言い換えると，

Ap+1

Bp+1
=

c0

z
+

c1

z2
+ · · ·+

c2p−1

z2p
+

c
(p)
2p

z2p+1
+

c
(p)
2p+1

z2p+2
+ · · · , p = 1, 2, 3, . . . , n− 1 (3.32)

ということなので，p(< n)次の近似値は f1/f0をローラン級数で表したものと，ちょうど
2p次の項までで近似できるということである．
この多項式函数の商 f1/f0とローラン級数展開との近似に関してさらに詳しく調べる．
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定理 3.12. ([Gr14]) 各 p = 1, 2, 3, . . . , nに対して，Lp > 0, xp ∈ R, xk ̸= xl (k ̸= l)とす
る．有理分数が

f1

f0
=

n∑
p=1

Lp

z − xp
(3.33)

の形式を持つための必要十分条件は，商 f1/f0が各 p = 1, 2, 3, . . . , nに対して，bp ∈ Rか
つ，ap−1 > 0であるような連分数展開 (3.25)を持つことである．

この定理を示す前に，2次形式の性質について簡単に確認をしておく．

定義 3.13. 2次形式

F (ξ1, ξ2, . . . , ξn) :=

n∑
p,q=1

apqξpξq, (apq = aqp) (3.34)

とおき，任意の実変数 ξ1, ξ2, . . . ∈ Rに対して，
∑n

p=1 ξ
2
p > 0かつ F (ξ1, ξ2, . . . , ξn) > 0で

あるとき，F は正定値であるという．
また，2次形式 F が正定値であるための必要十分条件は，任意の自然数 n ∈ Nに対し
て，次の首座行列式が正であることである :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.35)

では，定理 3.12を示す．

証明. まず，連分数展開 (3.33)を持つとすると，1 ≤ l ≤ nに対して，

Ll

z − xl
=

∞∑
p=0

Llx
p
l

zp+1

となることから，各係数 cpは，

cp =

n∑
k=1

xpkLk, p = 0, 1, 2, . . .

と書ける．この係数 cpに関して2次形式を考える．xs ̸= xt (t ̸= s, s, t = 1, 2, 3, . . . , n)とし，
変数uのm (< n)次の多項式は恒等的に 0ではなく，多項式X0+X1u+X2u

2+· · ·+Xmum

は，u = xk, (k = 1, 2, 3, . . . , n)に関して 0をとらないとする．従って，2次形式
m∑

p,q=0

cp+qXpXq =

xk∑
u=x1

(X1 +X1u+ · · ·+Xmum)2L(u), L(xk) = Lk

は正定値である．定理 3.13から，

∆p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cp

c1 c2 · · · cp+1

· · ·
cp cp+1 · · · c2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, p = 0, 1, 2, . . . , n− 1 (3.36)
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が成り立つ．いま，tを定数として，

c0z
2n + c1z

2n−1 + · · ·+ c2n−1z + t

z2n+1
=

2n−1∑
p=0

cp

zp+1
+

t

z2n+1
(3.37)

を考える．このとき，定理 3.11における行列式 Dp は，D0 = 0, D1 = c0 = ∆1, D2 =

∆1, . . . , Dn = ∆n−1, Dn+1 = Dn+1(t) = t∆n−1 + Dn+1(0)となる．行列式 (3.36)から，
Dp > 0, (p = 0, 1, 2, . . . , n)．さらに，定数 tを十分大きくとれば，Dn+1 > 0．したがっ
て，ローラン級数 (3.37)の有理分数に対する Jacobi連分数の最初の (n+1)次の部分商が
作れる．つまり，

a0|
|b1 + z

−
a1|

|b2 + z
− · · · −

an−1|
|bn + z

−
an|

|bn+1 + z
,

ただし，bp ∈ Rであり,式 (3.29)より，ap > 0, (p = 0, 1, 2, . . . )．ローラン級数 (3.32)か
ら，この連分数の n次近似値は，

An(z)

Bn(z)
=

2n−1∑
p=0

cp

zp+1
+

c
(n)
2n

z2n+1
+ · · ·

なので，

f1(z)Bn(z)−An(z)f0(z) = P

(
1

z

)
となる．ただし，P (1/z)は 1/zより始まるローラン級数を表すものとする．この左辺は，
f1とAnが zの (n− 1)次の多項式，f0とBnが zの n次の多項式であるので，ローラン
級数ではない．つまり，f1(z)Bn(z)−An(z)f0(z) ≡ 0．ゆえに，

An(z)

Bn(z)
≡ 0. (3.38)

したがって，商 f1/f0は連分数展開 (3.25)を持つ．

3.5 有理函数に関するStieltjes連分数展開

連分数展開 (3.15)において，zを−zとし，同値変換を行うと，

f1(−z)

f0(−z)
=

− 1|
|r1z − s1

+
1|

|r2z − s2
+ · · ·+

1|
|rnz − sn

.

つまり，もし，商f1(z)/f0(z)が奇函数ならば，各p = 1, 2, 3, . . . , nに対して，sp = 0である．
また，明らかに，各 p = 1, 2, 3, . . . , nに対して，sp = 0であれば，商 f1(z)/f0(z)は奇函数
である．このことから，zf1(z2)/f0(z2)が Jacobi連分数展開可能であれば，zf1(z2)/f0(z2)
は奇函数なので，Jacobi連分数展開における spは全て 0でなければならない．したがっ
て，rpの表記を kpに変えると，

zf1(z
2)

f0(z2)
=

1|
|k1z

+
1|
|k2z

+
1|
|k3z

+ · · ·+
1|

|kmz
(3.39)
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となる．ただし，deg f0 = n である．また，f0(0) = 0 であれば m = 2n − 1 であり，
f0(0) ̸= 0であればm = 2nである．左辺を f1(z)/f0(z)にするために，z2を zに取り直
すと，

f1(z)

f0(z)
=

1|
|k1z

+
1|
|k2

+
1|
|k3z

+ · · ·+
1

T
, T =

k2n−1z if f0(0) = 0,

k2n if f0(0) ̸= 0.
(3.40)

逆に，連分数展開 (3.40)があれば，連分数 (3.39)から連分数 (3.40)に移る同値変換が存
在するので，連分数 (3.39)の展開も必ずあり，f1(z)/f0(z)の一意性から，kpの一意性も
分かる．また，リスト (3.17)から，すぐ次のリストが分かる :

a00, a01, a02, · · · ,
a11, a12, a13, · · · ,

k1 =
a00

a11
, a22 = a01 − k1a12, a23 = a02 − k1a13, a24 = a03 − k1a14, · · · ,

k2 =
a11

a22
, a33 = a12 − k2a23, a34 = a13 − k2a24, a35 = a14 − k2a25, · · · ,

· · · .

(3.41)

さらに，定理 3.14から，連分数展開 (3.40)をもつことと，各 p = 1, 2, 3, . . . ,mに対して，
商 zf1(z

2)/f0(z
2)の係数からなる行列式D′

p ̸= 0となることは同値である．ここで，D′
pは

a11, 0, a12, 0, a13, 0, a14, 0, . . . ,

a00, 0, a01, 0, a02, 0, a03, 0, . . . ,

0, a11, 0, a12, 0, a13, 0, a14, . . . ,

0, a00, 0, a01, 0, a02, 0, a03, . . . ,

0, 0, a11, 0, a12, 0, a13, 0, . . . ,

· · ·

(3.42)

から切り取ってできる行列式

D′
1 = a11, D′

2 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 a12

a00 0 a01

0 a11 0

∣∣∣∣∣∣∣ , D′
3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 a12 0 a13

a00 0 a01 0 a02

0 a11 0 a12 0

0 a00 0 a01 0

0 0 a11 0 a12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . .

である．さらにリスト (3.20)から次のような行列式を切り取る :

W1 =

∣∣∣∣∣a11 a12

a00 a01

∣∣∣∣∣ , W2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a00 a01 a02 a03

0 a11 a12 a13

0 a00 a01 a02

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , . . .

49



このとき，

D′
0 = a00 = D0W0, W0 = 1,

D′
1 = a11 = D1W0,

D′
2 = −D1W1,

D′
3 = −D2W1,

· · ·
D′

2p = (−1)pDpWp,

D′
2p+1 = (−1)pDp+1Wp.

(3.43)

ゆえに，次の定理が従う :

定理 3.14. ([Wa48]) (3.14)の多項式函数 f0, f1に関して，商 f1/f0が各 p = 1, 2, 3, . . . ,m

に対し連分数展開 (3.40)をもつための必要十分条件は，行列式Dp ̸= 0, (p = 0, 1, 2, . . . , n)

かつ，Wk ̸= 0, (k = 0, 1, 2, . . . ,m)．ただし，m =

n− 1 if f0(0) = 0,

n if f0(0) ̸= 0.

また，

a0 =
1

k1
, ap = −

1

kpkp+1
, p = 1, 2, 3, . . . ,m (3.44)

とおくと，連分数展開 (3.40)は，

a0|
|z

−
a1|
|1

−
a2|
|z

−
a3|
|1

− · · · (3.45)

に書き変わる．さらに，関係式 (3.29)と (3.43)から，

a0 =
D1

D0
, a2p−1 = −

Dp−1Wp

DpWp−1
, a2p = −

Wp−1Dp+1

DpWp
(3.46)

が計算によりわかる．
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第4章 ローラン級数に対するJacobi連分数
展開

ここでは，ローラン級数
∑(

cp/z
p+1
)
を Jacobi連分数展開にうつす問題を考える．こ

れは，ある種の直交多項式と関係している．まずは，このような連分数展開が存在するこ
とと，ある多項式列で，ローラン級数の係数列 {cp}と直交するものが構成できることが
必要十分であることを示す．さらに，この多項式は Jacobi連分数の分母に相当するものと
なる．最後に，収束に関する問題と，ローラン級数と Jacobi連分数展開との間に成り立
つ関係について述べる．

4.1 係数列と直交する多項式

いま，各 n = 0, 1, 2, . . . に対して，cn ∈ Cとする．以後，簡略のために，c := {cn}と
書くことにする．この数列に関して，変数 uの多項式に対して次のように作用する形式的
な積分を定める :∫

(k0 + k1u+ · · ·+ knu
n) dϕc(u) = k0c0 + k1c1 + · · ·+ kncn.

ここで，ϕc(u)は，uに関する多項式に対して，uを定数 cに置き換えるという意味の記号
として用いるとする．この作用を 2つ以上の多項式の積を用いて行う場合は，作用を施す
前に，始めに積を考え，新たな多項式を構成してから作用させるものとする．

定義 4.1. k ∈ [0,∞]を任意に 1つ固定する．多項式列 {Bp(u)}kp=0が cに関して直交して
いるとは， ∫

Bp(u)Bq(u)dϕc(u) = 0 for p ̸= q

となることである．

次のような問題を考える : 各 p = 0, 1, 2, . . . ,m, (m > 1)に対して，∫
Bp(u)Bq(u)dϕc(u)

= 0 for p ̸= q, p, q ≤ m,

̸= 0 for p = q < m
(4.1)

であるような多項式Bp(u) = up+βp1u
p−1+ · · ·+βppを構成することを考える．まず，こ

のような多項式が存在するための必要条件は，

∆p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cp

c1 c2 · · · cp+1

· · ·
cp cp+1 · · · c2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, p = 0, 1, 2, . . . ,m− 1 (4.2)
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となることである．実際，

0 ̸=
∫

B2
0(u)dϕc(u) =

∫
1 · dϕc(u) = c0

なので，∆0 = c0 ̸= 0が必要である．いま，0 < q < mを固定すると，帰納的に∫
B0(u)Bq(u)dϕc(u) =

∫
Bq(u)dϕc(u) = 0,∫

B1(u)Bq(u)dϕc(u) =

∫
uBq(u)dϕc(u) = 0,

· · ·∫
Bp−1(u)Bq(u)dϕc(u) =

∫
up−1Bq(u)dϕc(u) = 0,∫

B2
q (u)dϕc(u) =

∫
uqBq(u)dϕc(u) =: hp ̸= 0

が分かる．ゆえに，

∆q = hq∆q−1, q = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, (∆−1 = 1)

となり，条件 (4.2)が成り立つ．
逆に，条件 (4.2)を仮定すると，∫

B2
0(u)dϕc(u) =

∫
1 · dϕc(u) = c0 = ∆0 ̸= 0.

ここで，a0 := c0，B1(u) := u+ b1とすると，∫
B0(u)B1(u)dϕc(u) = c1 + c0b1 = 0

であるためには， ∫
B0(u)dϕc(u) = a0,

∫
uB0(u)dϕc(u) = −a0b1

が必要十分である．そして a0 ̸= 0であることから，b1も定まり，B1も一意的に定まる．
さらに帰納法により，n < mとして，B0(u), B1(u), B2(u), . . . , Bn(u)が一意的に定まって
いて，p, q ≤ mに対して，直交条件 (4.1)を満たし，さらに，定数 ap, bpは∫

upBp(u)dϕc(u) = a0a1 · · · ap ̸= 0,∫
up+1Bp(u)dϕc(u) = −a0a1 · · · ap(b1+b2+· · ·+bp+1), p = 0, 1, 2, . . . , n−1, B−1(u) = 0

(4.3)

で定まり，多項式Bp(u)は，

Bp(u) = (bp + u)Bp−1(u)− ap−1Bp−2(u), p = 1, 2, 3, . . . , n, B−1(u) = 0 (4.4)

52



を満たすとする．まず，多項式 Bn+1(u)は，degBn+1(u) = n + 1であり, かつモニック
多項式であるとき，

Bn+1(u) = (bn+1 + u)Bn(u)− anBn−1(u) + k0B0(u) + k1B1(u) + · · ·+ kn−2Bn−2(u)

と一意的に書くことができる．ここで，bn+1, an, k0, k1, . . . , kn−2は定数である．条件∫
up(u)Bn+1(u)dϕc(u) = 0, p = 0, 1, 2, . . . , n− 2

から，k0a0 = 0, k1a0a1 = 0,. . . ,kn−2a0a1 · · · an−2 = 0．ゆえに，k0 = k1 = · · · = kn−2 =

0．さらに条件 ∫
un−1Bn+1(u)dϕc(u) = 0,

∫
unBn+1(u)dϕc(u) = 0

より，p = nに対して，条件 (4.3)が成り立つ．さらに，∫
upBn(u)dϕc(u) = 0, p = 0, 1, 2, . . . , n− 1,∫
unBn(u)dϕc(u) = a0a1 · · · an

より，∆n = a0a1 · · · an∆n−1が分かり，∆n ̸= 0より，an ̸= 0．ゆえに，bn+1も一意的で
ある．さらに，p, q ≤ n+ 1 (p ̸= q)に対して，∫

Bp(u)Bq(u)dϕc(u) = 0,

かつ，n+ 1 < mとすると，∫
B2

n+1(u)dϕc(u) =

∫
un+1Bn+1(u)dϕc(u) ̸= 0.

ゆえに，∆n+1 = 0．つまり，これで以下の定理を示したことになる :

定理 4.2. ([Wa48]) c = {cp}とし，自然数m > 1に対して，条件 (4.2)が成り立つとす
る．このとき，直交条件 (4.1)が成り立つような多項式 Bp(u) = up + βn1 + · · · + βnn,

(p = 0, 1, 2, . . . ,m)が一意的に存在する．そして，この多項式は，

B0(u) = 1, B1(u) = b1 + u,

Bp(u) = (bp + u)Bp−1(u)− ap−1Bp−2(u), p = 2, 3, 4, . . . ,m;
(4.5)∫

upBp(u)dϕc(u) = a0a1 · · · ap,∫
up+1Bp(u)dϕc(u) = −a0a1 · · · ap(b1 + b2 + · · ·+ bp+1), p = 0, 1, 2, . . . ,m− 1

(4.6)

で与えられる．逆に，条件 (4.2)が成り立たなければ，このような多項式は存在しない．

註 4.3. 最初に係数列 {ap}, {bp}が与えられていて，さらに ap ̸= 0, (p = 1, 2, 3, . . . )であ
れば，関係式 (4.5)と (4.6)から，c0, c1, . . . , c2m−1は一意的である．
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4.2 ローラン級数をJacobi連分数展開にうつすアルゴリズム

式 (4.5)から，多項式Bp(z)は，Jacobi連分数

a0|
|b1 + z

−
a1|

|b2 + z
− · · · −

am−1|
|bm + z

(4.7)

の分母である．また，

P

(
1

z

)
:=

∞∑
p=0

cp

zp+1
(4.8)

を形式的ローラン級数とする．P (1/z)Bp(z)における 1/z, 1/z2, . . . , 1/zpに関する係数は，∫
urBp(u)dϕc(u) = 0, p = 0, 1, 2, . . . , p− 1

であり，1/zp+1, 1/zp+2の係数は，∫
upBp(u)dϕc(u) = a0a1 · · · ap,∫

up+1Bp(u)dϕc(u) = −a0a1 · · · ap(b1 + b2 + · · ·+ bp+1)

で，それぞれ与えられる．これより，次数が p− 1である多項式Ap(z)が存在して，

P

(
1

z

)
Bp(z)−Ap(z) =

a0a1 · · · ap
zp+1

−
a0a1 · · · ap(b1 + b2 + · · ·+ bp+1)

zp+2
+ · · · ,

p = 0, 1, 2, . . . ,m− 1

(4.9)

であり，両辺をBp(z)で除算をし移項すると，

Ap(z)

Bp(z)
=

c0

z
+

c1

z2
+ · · ·+

c2p−1

z2p
+

c
(p)
2p

z2p+1
+ · · · . (4.10)

さらに，前章で出てきた，ローラン級数展開 (3.32)から Jacobi連分数の n次近似値は，

An(z)

Bn(z)
=

2n−1∑
p=0

cp

zp+1
+

c
(n)
2n

z2n+1
+ · · ·

だったので，ローラン級数展開 (4.10)が Jacobi連分数の p次の近似値になっていること
が分かる．各m = 1, 2, 3, . . . に対して，条件 (4.2)が成り立っているときに限り，多項式
列 {Bm(z)}が作れる．2p次の項までローラン展開 P (1/z)が Jacobi連分数の p次の近似
値と一致しているとき，これを Jacobi連分数のローラン級数展開とよぶ．さらに，係数
列 {cp}を Jacobi連分数のモーメントとよぶ．これまでの議論により，次の定理を得る :

定理 4.4. ([Wa48]) 各 p = 0, 1, 2, . . . に対して，行列式∆p ̸= 0であるローラン級数P (1/z)

と Jacobi連分数との間に一対一対応がある．このとき，apを Jacobi連分数の係数とした
とき，

∆p = a0a1 · · · ap∆p−1, p = 0, 1, 2, . . . , (∆−1 = 1) (4.11)

である．
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もし，ローラン級数P (1/z)が zの有理函数ならば，ある自然数 p ∈ Nがあって，ap = 0

となるので，∆p = 0．ゆえに次の定理が分かる :

定理 4.5. ([Wa48]) Jacobi連分数に対して，任意の自然数 p ∈ Nに対して，ap ̸= 0なら
ば，ローラン級数展開は zの有理函数で表せない．

直交多項式を構成するために，関係式 (4.6)を行列表示し，計算しやすくしたものが次
である :

Bp(z) = zp + βp1z
p−1 + βp2z

p−2 + · · ·+ βpp,

Ap(z) = αpz
p−1 + αp1z

p−2 + · · ·+ βp,p−1;

β00 = 1,

c0β00 = a0,

c1β00 = −a0b1 = h0;

b1 = −
h0

a0
,

(β10 β11) = (1 b1),

(c2 c1)

(
β10

β11

)
= a0a1,

(c3 c2)

(
β10

β11

)
= −a0a1(b1 + b2) = h1;

b2 =
h0

a0
−

h1

a0a1
,

(β20 β21 β22) = (β10 β11)

(
1 b2 0

0 1 b2

)
− a1(0 0 β00),

(c4 c3 c2)

 β20

β21

β22

 = a0a1a2,

(c5 c4 c3)

 β20

β21

β22

 = −a0a1a2(b1 + b2 + b3) = h2;

b3 =
h1

a0a1
−

h2

a0a1a2
,

(4.12)

(β30 β31 β32 β33) = (β20 β21 β22)

 1 b3 0 0

0 1 b3 0

0 0 1 b3

− a2(0 0 β10 β11),

· · ·

(αp0 αp1 αp2 · · · ) = (βp0 βp1 βp2 · · · ). (4.13)
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
c0 c1 · · · cp−1

0 c0 · · · cp−2

· · ·
0 0 · · · c0

 .

各ステップの最初の 2段は関係式 (4.5)の手順を表し，最後の 2段は関係式 (4.6)の手順を
表している．式 (4.13)は，式 (4.9)の右辺に現れる z0, z1, z2, . . . , z2p−1の各係数を計算す
ることで得られる．
上のアルゴリズムで Jacobi連分数展開を考えてみる．

例 4.6. 係数列

cp =
1

p+ 1
, p = 0, 1, 2, . . .

とし，ローラン級数

P

(
1

z

)
= log

z

z − 1
=

1

z
+

1/2

z2
+

1/3

z3
+ · · ·

とするとき，Jacobi連分数展開を求める．

β00 = 1,

c0β00 = a0 = 1,

c1β00 = −a0b1 =
1

2
;

b1 = −
1

2
,

(β10 β11) = (1 − 1/2),

(c2 c1)

(
β10

β11

)
= (1/3 1/2)

(
1

1/2

)
= a0a1 =

1

12
, a1 =

1

12

(1/4 1/3)

(
1

−1/2

)
= −a0a1(b1 + b2) =

1

12
= h1;

b2 = −
1

2
,

(β20 β21 β22) = (1 − 1/2)

(
1 −1/2 0

0 1 −1/2

)
− (1/12)(0 0 1),

= (1 − 1 1/6)

(1/5 1/4 1/3)

 1

−1

1/6

 = a0a1a2 =
1

180
, a2 =

1

15
,

(1/6 1/5 1/4)

 1

−1

1/6

 = −a0a1a2(b1 + b2 + b3) =
1

120
= h2;
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b3 = −
1

2
,

(β30 β31 β32 β33) = (1 − 2/3 3/5 − 1/20),

(α30 α31 α32) = (1 − 1 11/60).

ゆえに，

1|
| − 1/2 + z

−
1/12|

| − 1/2 + z
−

1/15|
| − 1/2 + z

=
z2 − z + 11/60

z3 − 3z2/2 + 3z/5− 1/20
.

ちなみに，z = −1とすると，連分数の値は，−0.69312 · · · となり，− log 2 = 0.69314 · · ·
と小数第４位まで一致する．

4.3 Stieltjes連分数に対するローラン級数

前章では，Stieltjes連分数を定義した．もう一度確認すると，

1|
|k1z

+
1|
|k2

+
1|
|k3z

+
1|
|k4

+ · · ·

という形をしていた．この定め方から，Jacobi連分数で，各p = 1, 2, 3, . . . に対して，bp = 0

であれば，Stieltjes連分数になることが分かる．実際，連分数

a0|
|z

−
a1|
|z

−
a2|
|z

− · · · (4.14)

に対して，同値変換を施すと，

a0z|
|z2

−
a1|
|1

−
a2|
|z2

−
a3|
|1

− · · · (4.15)

となる．さらに P (1/z)を連分数 (4.14)のローラン級数とすると，

1

z
· P

(
1

z

)
=

c0

z2
+

c1

z4
+

c2

z6
+ · · · (4.16)

と書き変わる．さらに，両辺を 1/z倍して，z2を zと取り直すと，

a0|
|z

−
a1|
|1

−
a2|
|z

−
a3|
|1

− · · · (4.17)

という Stieltjes連分数になる．そして，そのローラン級数は，

c0

z
+

c1

z2
+

c2

z3
+ · · · (4.18)

になる．このとき，Jacobi連分数のモーメントは c0, 0, c1, 0, c2, 0, c3, . . . であるので，ロー
ラン級数展開との一対一対応が存在するためには，行列式

c0,

∣∣∣∣∣c0 0

0 c1

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣
c0 0 c1

0 c0 0

c1 0 c2

∣∣∣∣∣∣∣ , · · · (4.19)
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が全て 0とならないことが必要十分である．ここで，

Ωp =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 · · · cp+1

c2 c3 · · · cp+2

· · ·
cp+1 cp+2 · · · c2p+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , p = 0, 1, 2, . . . (4.20)

とおくと，行列式 (4.19)は

∆0, ∆0Ω0, ∆1Ω0, ∆1Ω1, · · ·

とそれぞれ書けることがわかる．つまり，ローラン級数 (4.18)に対して，Stieltjes連分数
展開 (4.17)をもつための必要条件は，

∆p ̸= 0, Ωp ̸= 0, p = 0, 1, 2, . . . (4.21)

である．逆にこの条件が満たされていれば，c0, 0, c1, 0, c2, 0, c3, . . . が Jacobi連分数のモー
メントであったので，行列式 (4.19)は全て 0でない．この Jacobi連分数を構成するため
に，各 p = 0, 1, 2, . . . に対して，c2pを cpに, c2p+1を 0にそれぞれ置き換えると，リスト
(4.12)において，

b1 = 0, β11 = 0,

b2 = 0, β21 = 0,

b3 = 0, β31 = 0, β33 = 0,

b4 = 0, β41 = 0, β43 = 0,

b5 = 0, β51 = 0, β53 = 0, β55 = 0,

· · ·

となる．ゆえに，連分数展開 (4.14)を持つので，ローラン級数 (4.18)は Stieltjes連分数展
開 (4.17)をもつ．結果をまとめると次のようになる :

定理 4.7. ([Wa48]) 各 p = 0, 1, 2, . . . に対して，∆p ̸= 0, Ωp ̸= 0が成り立つようなローラ
ン級数展開 (4.18)と，部分分子 ap ̸= 0であるような Stieltjes連分数との間には，一対一
対応がある．

註 4.8. Stieltjes連分数展開 (4.17)において，各 p = 0, 1, 2, . . . に対し，部分分子 ap > 0

であることと，∆p > 0, Ωp > 0であることは同値である．

また，Jacobi連分数と同様に，次の定理も分かる (c.f. 定理 4.5) :

定理 4.9. ([Wa48]) Stieltjes連分数に対して，任意の自然数 p ∈ Nに対して，部分分子
ap ̸= 0ならば，ローラン級数展開は zの有理函数で表せない．
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4.4 Stieltjesの展開定理

前節では，何段階かの手順を踏むことによって，ローラン級数を Jacobi連分数展開す
る手法を調べた．ここでは Stieltjes [St89]によって導入された，1回の手続きで，一気に
連分数展開を得る方法を紹介する．

定理 4.10 (Stieltjesの展開定理). Jacobi連分数

1|
|b1 + z

−
a1|

|b2 + z
−

a2|
|b3 + z

− · · · (4.22)

の係数と，ローラン級数

P

(
1

z

)
=

∞∑
p=0

(−1)pcp

zp+1
(4.23)

は，関係式

cp+q = k0pk0q + a1k1pk1q + a1a2k2pk2q + · · · ,
k00 = 1, krs = 0 if r > s

(4.24)

で結びつけられる．ここで，定数 krs (r ≤ s)は，
k00 0 0 0 · · ·
k01 k11 0 0 · · ·
k02 k12 k22 0 · · ·

· · ·

 ·


b1 1 0 0 0 · · ·
a1 b2 1 0 0 · · ·
0 a2 b3 1 0 · · ·

· · ·



=


k01 k11 0 0 0 · · ·
k02 k12 k22 0 0 · · ·
k03 k13 k23 k33 0 · · ·

· · ·


(4.25)

で与えられる．さらに，次の分解ができる :

∞∑
p,q=0

cp+qxpxq = (x0 + k01x1 + k02x2 + · · · )2

+ a1 (x1 + k12x2 + k13x3 + · · · )2

+ a1a2 (x2 + k23x3 + k24x4 + · · · )2 + · · · .

(4.26)

逆に，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，部分分子 ap ̸= 0で，(4.26)の分解が可能ならば，P (1/z)

は Jacobi連分数 (4.22)のローラン級数展開である．ただし，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して

b1 = k01, bp+1 = kp,p+1 − kp−1,p (4.27)

である．最後に，ローラン級数 (4.23)を Jacobi連分数 (4.22)にうつす問題は，

Q(z) =
∞∑
p=0

cp
zp

p!
, Qr(z) =

∞∑
p=r

krp
zp

p!
, (c0 = 1) (4.28)
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としたとき，

Q(x+ y) = Q(x)Q(y) + a1Q1(x)Q1(y) + a1a2Q2(x)Q2(y) + · · · (4.29)

なるローラン級数を得ることと同値である．

証明. まず，
∞∑

p,q=0

cp+q

xp

p!
·
yq

q!
= Q(x)Q(y) + a1Q1(x)Q1(y) + a1a2Q2(x)Q2(y) + · · ·

と書けるので，yを xに取り替えて，分母の階乗に気をつければ，(4.26)の分解に一致す
ることが分かる．いま，

Cp+q := k0pk0q + a1k1pk1q + a1a2k2pk2q + · · ·

とおく．条件 (4.25)より，

Cp,q+1 = k0p(b1k0q + a1k1q) + a1k1p(k0q + b2k1q + a2k2q)

+ a1a2k2p(k1q + b3k2q + a3k3q) + · · · ,

Cp+1,q = k0q(b1k0p + a1k1p) + a1k1q(k0p + b2k1p + a2k2p)

+ a1a2k2q(k1p + b3k2p + a3k3p) + · · · .
ゆえに，展開して各項を比べることにより，

Cp,q+1 = Cp+1,q = Cp+2,q−1 = · · · = Cp+q+1,0 = Cp−1,q+2 = Cp−2,q+3 = · · · = C0,p+q+1.

したがって，p+ q = r+ sならば，Cp,q = Cr,sがわかる．ゆえに，Cp,q = Cp+qと書いて
もよい．いま，双線型形式

C =
∞∑

p,q=0

Cp+qxpxq

を考えると，

C = (k00x0 + k01x1 + k02x2 + · · · )(k00y0 + k01y1 + k02y2 + · · · )
+ a1(k11x1 + k12x2 + k13x3 + · · · )(k11y1 + k12y2 + k13y3 + · · · )
+ a1a2(k22x2 + k23x3 + k24x4 + · · · )(k22y2 + k23y3 + k24y4 + · · · )
+ · · · .

ここで，p, q > nに対して，xp, yq = 0とし，さらに

U0 = k00x0 + k01x1 + k02x2 + · · ·+ k0nxn,

U1 = k11x1 + k01x1 + · · ·+ k1nxn,

· · ·
Un = knnxn,

V0 = k00y0 + k01y1 + k02y2 + · · ·+ k0nyn,

V1 = k11y1 + k01y1 + · · ·+ k1nyn,

· · ·
Vn = knnyn
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とおくと，
n∑

p,q=0

Cp+qxpyq =

n∑
p=0

a0a1 · · · apUpVp, (a0 = 1)

となる．また，上の線形変換の行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k00 k11 · · · k0n

0 k11 · · · k1n

· · ·
0 0 · · · knn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

より，

∆p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0 C1 · · · Cp

C1 C2 · · · Cp+1

· · ·
Cp Cp+1 · · · C2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ap+1
0 ap1a

p−1
2 · · · a2p−1ap.

ローラン級数 (4.23)の Jacobi連分数展開より，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して ap ̸= 0なので，

∆p = a0a1 · · · ap∆p−1, p = 0, 1, 2, . . . , (∆−1 = 1). (4.30)

同様にして，xn = yn = 0, p, q > n+ 1に対して，xp, yq = 0のときは，

∆′
p = kp,p+1a

p+1
0 ap1 · · · a

2
p−1ap

= (a0a1 · · · ap)(b1 + b2 + · · ·+ bp+1)∆p−1

(4.31)

となる．ここで，

∆′
p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C1 C2 · · · Cp+1

C2 C3 · · · Cp+2

· · ·
Cp+1 Cp+2 · · · C2p+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
である．いま，式 (4.30)と (4.31)はまさに，ローラン級数展開 (4.9)において，Cpを cpに取
り替えた 1/z, 1/z2, . . . , 1/zp+2の係数と同一視できる．定理 4.2の註から，行列式∆p ̸= 0

かつ，ローラン級数の係数であるような cpによって，ap, bpが一意に決まることを述べた．
よって，このCpをローラン級数の係数とみてよい，すなわち，Cp = cp, (p = 0, 1, 2 . . . )．
ゆえに，関係式 (4.24)が分かる．
逆に，(4.26)の分解ができるとすると，Cp = cpにおいて，式 (4.30)と (4.31)が成り立
つので，ローラン級数は Jacobi連分数展開 (4.22)をもつ．

実際に，上の定理を用いて，連分数展開を構成してみる．

例 4.11. 広義積分∫ ∞

0
sechku · e−zudu =

1|
|z

+
1 · k|
|z

+
2(k + 1)|

|z
+

3(k + 2)|
|z

+ · · · (4.32)

における連分数展開を求める．
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まず，

sechku = 1−
kz2

2!
+

1

4!
k(3k + 2)z4 −

1

6!
{k(15k2 + 30k + 16)}z6 + · · ·

と級数展開されることを用いて，広義積分 (4.32)の左辺を計算すると，∫ ∞

0
sechku · e−zudu

=

∫ ∞

0

(
1−

kz2

2!
+

1

4!
k(3k + 2)z4 −

1

6!
{k(15k2 + 30k + 16)}z6 + · · ·

)
e−zudu

=

∫ ∞

0
e−zudu−

∫ ∞

0

kz2

2!
e−zudu+ · · ·

=
1

z
−

k

z3
+

k(3k + 2)

z5
− · · ·

(4.33)

となるので，係数列

c = (c0, c1, c2, c3, c4, . . . ) = (1, 0, k, 0, k(3k + 2), . . . ),

つまり，ローラン級数
1

z
−

k

z3
+

k(3k + 2)

z5
− · · ·

を Jacobi連分数展開することになる．これを，直前の定理を使うと，

sechk(x+ y) = (coshx cosh y + sinhx sinh y)−k

= sechkx sechky − ksechk+1x sinhx sechk+1y sinh y

−
k(k + 1)

1 · 2
sechk+2x sinh2 x sechk+2y sinh2 y − · · ·

= Q(x)Q(y) + a1Q1(x)Q1(y) + a1a2Q2(x)Q2(y) + · · · ,

ただし，

Qp(z) =
sechk+pz sinhp z

p!
=

zp

p!
+ kp,p+1

zp+1

(p+ 1)!
+ · · · ,

ap = −p(k + p− 1), kp,p+1 = 0

であるような多項式を考えると，Jacobi連分数展開を構成できるということである．
関係式 (4.25)は，Jacobi連分数展開をローラン級数に展開する最も便利な手法である．
このことを確認するために，連分数

1|
|z + 1

−
12t|

|z + t+ 2
−

22t|
|z + 2t+ 3

−
32t|

|z + 3t+ 4
− · · ·
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において最初の何項かを見てみる．関係式 (4.25)は，
1 0 0 0 · · ·
1 11 0 0 · · ·

t+ 1 t+ 3 1 0 · · ·
· · ·

 ·


1 1 0 0 0 · · ·
t t+ 2 1 0 0 · · ·
0 4t 2t+ 3 1 0 · · ·

· · ·



=


1 1 0 0 0 · · ·

t+ 1 t+ 3 1 0 0 · · ·
t2 + 4t+ 1 t2 + 10t+ 7 3t+ 6 1 0 · · ·

· · ·


となるので，関係式 (4.24)より，

c0 = 1, c3 = t2 + 4t+ 1,

c1 = 1, c4 = t3 + 11t2 + 11t+ 1,

c2 = t+ 1, c5 = t4 + 26t3 + 66t2 + 26t+ 1,

c6 = t5 + 57t4 + 302t3 + 302t2 + 57t+ 1.

4.5 級数と連分数の収束に関わる問題

ここでは，ローラン級数と Jacobi連分数展開の収束性に関して述べる．これまで扱っ
てきた Jacobi連分数と Stieltjes連分数に対して，zを 1/zに取り直し，全体を 1/z倍する
と，それぞれ，

a0|
|b1z + 1

−
a1z

2|
|b2z + 1

−
a2z

2|
|b3z + 1

− · · · , (4.34)

a0|
|1

−
a1z|
|1

−
a2z|
|1

− · · · (4.35)

とそれぞれ書き変わり，ローラン級数は，

P (z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · · (4.36)

というべき級数になる．

定理 4.12. ([Vl01b]) Jacobi連分数 (4.34)が，ある定数M > 0に対し，閉円板 |z| ≤ M

で広義一様収束していれば，べき級数 (4.36)の収束半径はM であり，級数の和と連分数
の値は等しくなる．また，同様のことが Stieltjes連分数に関しても成り立つ．

証明. いま，{fp(z)}∞p=0 を Jacobi連分数 (もしくは，Stieltjes連分数)の近似分数列とし
て，閉円板 |z| ≤ M で広義一様収束しているとする．このとき，ある自然数 k ∈ Nがあっ
て，p ≥ kに対して，各 fp(z)のべき級数展開が閉円板 |z| ≤ M で広義一様収束している．
そこで，

u1(z) := fk(z), up(z) := fk+p−1(z)− fk+p−2(z), p = 2, 3, 4, . . .
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とおくと，
∞∑
p=1

up(z) = lim
p→∞

fp(z) = u(z)

は閉円板 |z| ≤ Mで広義一様収束していて，u(z)は多項式函数であるから，開円板 |z| < M

で正則である．また，級数
∑∞

p=1 up(z)は広義一様収束しているので，項別微分ができて，

∞∑
p=1

u(n)p (z) = un(z)

が成り立つ．各 fp(z)は，Jacobi連分数展開 (4.34)の近似分数列なので，Jacobi連分数
(4.34)のべき級数である P (z)と先頭項から一致している．ゆえに，p → ∞とすると，各
n = 0, 1, 2, . . . に対して，

∞∑
p=1

u(n)p (0) = n!cn.

よって，

u(z) =

∞∑
p=0

u(p)(0)

p!
zp =

∞∑
p=0

cpz
p = P (z).

では，この章の最後に，6章で扱うGauss連分数の収束性にも関わる Stieltjes連分数に
おける収束性について述べた定理を示す．

定理 4.13. ([Vl04])

lim
p→∞

ap = 0, (ap ̸= 0) (4.37)

であれば，Stieltjes連分数 (4.35)は，ある有理型函数 f(z)に収束する．さらに，この収束
は，函数 f(z)の極を含まないような任意のコンパクト集合K ⊂ C上で一様である．逆に，

lim
p→∞

ap = a ̸= 0 (4.38)

であれば，Stieltjes連分数 (4.35)は，領域Ω ⊂ C\[1/4a,∞]上で収束し，極限函数はこの
領域内で極をいくつか持つ．さらに，この収束は，函数 f(z)の極を含まないような任意
のコンパクト集合K ⊂ C\[1/4a,∞]上で一様である．

この定理を示すために，次の定理を事実として紹介するが，詳細な証明については，
[Wa48, pp.138] や [Vl01b, pp.254]を参考にされたい :

定理 4.14. ([Vl01b]) {hp}∞p=0を有限な極限 hをもつ数列とする．h = 0のときは，区間L

を複素平面内の−1/4hから∞方向への切り込みとし，集合K を d(K,L) = inf{d(x, y) :
x ∈ K, y ∈ L} > 0であるような任意のコンパクト集合とする．h ̸= 0のときは，集合K

は複素平面内の任意のコンパクト集合とする．このとき，ある自然数N(K) ∈ Nが存在し
て，連分数

1|
|1

+
hnz|
|1

+
hn+1z|

|1
+

hn+2z|
|1

+ · · · (4.39)

は任意の n > N(K)に対して広義一様収束する．
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では，定理 4.13を示す．

証明. 原点を含む任意のコンパクト集合をKとする．まず，条件 (4.37)が成り立っている
場合は，この条件のままで，条件 (4.38)が成り立っている場合は，1/4aから∞へ切り込
みを入れる．すると，定理 4.14から，ある自然数N(K) ∈ Nがあって，n > N(K)に対
して，連分数

anz|
|1

−
an+1z|

|1
−

an+2z|
|1

− · · · (4.40)

はコンパクト集合K 上で，ある正則函数 Fn(z)に広義一様収束する．0 ∈ K なので，定
理 4.12から，連分数展開 (4.40)は，原点における近傍で Fn(z)に収束している．また，定
理 4.9から，Fn(z)は有理函数ではないことがわかる．ここで，

A′
m

B′
m

:=
anz|
|1

−
an+1z|

|1
−

an+2z|
|1

− · · ·

とおくと，Stieltjes連分数 (4.35)の (n+m)次の近似分数は

An(z)−
A′

m

B′
m

An−1(z)

Bn(z)−
A′

m

B′
m

Bn−1(z)

.

ゆえに，
An(z)− Fn(z)An−1(z)

Bn(z)− Fn(z)Bn−1(z)

に収束し，極を除きK上で正則である．ここで，Bn(z)− Fn(z)Bn−1(z) ̸≡ 0である．

この章の冒頭で導入した形式的な積分を，次章では実際の積分として扱う．そこで登場
するモーメント問題では，ここで述べた連分数展開とローラン級数 (べき級数)の近似理論
が重要になってくる．
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第5章 連分数とモーメント問題

Stieltjesは Jacobi連分数に関する研究において，要素 ap, bpが全て実数である場合から
スタートをした．この場合，要素にある条件を付けることで，Stieltjesは Jacobi連分数と
積分 ∫ ∞

0

dϕ(u)

z − u

の関連づけを示した [St94a]．ただし，ここで ϕ(u)は有界かつ非減少な函数である．とり
わけ，この条件を緩くし，積分区間を実軸全体にまで拡張したのが，Van Vleck [Vl03]で
ある．この後にも多くの数学者によって，Jacobi連分数と積分表現に関する研究が行われ
てきた．この章では，連分数と積分の関係を述べることにする．

5.1 Stieltjes積分

この節では，連分数を積分として表現するため第一段階として Stieltjes積分に関する
性質を述べる．まず，定数 kp ∈ R, (p = 1, 2, 3, . . . )として，Stieltjes連分数 (3.1)を扱う．
Stieltjesは，この連分数がある条件下で積分∫ ∞

0

f(u)du

z + u
, f(u) > 0

や級数
∞∑
p=1

Lp

z + xp
, Lp > 0, 0 ≤ x1 < x2 < x3 < · · ·

に一致することを示した．
まず，実変数 u ∈ [a, b], (a, b ∈ R)に対して，複素数値函数 f(u), ϕ(u)を考える．この区
間 [a, b]を n+1分割し，それぞれを u1, u2, . . . , unとする．このとき，u0 := a，un+1 := b

とすれば，分割
∆ : u0 < u1 < u2 < · · · < un+1

を考えることができる．いま，各 k = 1, 2, 3, . . . , n+ 1に対して，uk−1 ≤ vk ≤ ukとなる
ような点 vkを任意に選び，

S∆(u, v) :=

n+1∑
k=1

f(vk) [ϕ(uk)− ϕ(uk−1)]

とし
|∆| := max{uk − uk−1 : k = 1, 2, 3, . . . , n+ 1}
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とする．このとき，ϕ(u)に関する f(u)の Stieltjes積分とは，極限 limS∆(u, v) = Lと
なるようなる定数 Lのことをいい，記号として∫ b

a
f(u)dϕ(u)

と書く．
ではこの積分について簡単な性質を紹介する．先に述べておくが，Stieltjes積分に関し
ては既に多くの書物に載っているので証明は省略する．詳しい証明は [Wa48, pp.239]を参
照されたい．

定理 5.1. Stieltjes積分 ∫ b

a
f(u)dϕ(u)

が存在すれば Stieltjes積分 ∫ b

a
ϕ(u)df(u)

が存在する．このとき，部分積分が可能で∫ b

a
f(u)dϕ(u) = f(b)ϕ(b)− f(a)ϕ(a)−

∫ b

a
ϕ(u)df(u). (5.1)

つまり，Stieltjes積分に関して函数 f(u)と ϕ(u)には双対性があるということである．
特に次は，Stieltjes積分の定義から直接導かれる性質である :∫ b

a
{f1(u) + f2(u)} dϕ(u) =

∫ b

a
f1(u)dϕ(u) +

∫ b

a
f2(u)dϕ(u);∫ b

a
f(u)d {ϕ1(u) + ϕ2(u)} =

∫ b

a
f(u)dϕ1(u) +

∫ b

a
f(u)dϕ2(u);∫ b

a
k1f(u)d {k2ϕ(u)} = k1k2

∫ b

a
f(u)dϕ(u), k1, k2 : 定数．

さらに，次々節で述べる (対称)モーメント問題の解の存在を示すために用いる次の 2つの
定理を紹介する．証明はここでは行わないが，[Wa48, p.244]に詳細が書かれている．

定理 5.2. 函数 f(u)を区間 [a, b]において連続かつ非負値であるとする．さらに，函数
ϕ(u)はこの区間において有界かつ非減少とする．また，十分小さい正数 t > 0に対して
f(u0) > 0かつ ϕ(u0 + t) > ϕ(u0 − t)となるような点 u0 ∈ (a, b)が少なくとも 1つ存在す
るとする．このとき， ∫ b

a
f(u)dϕ(u) > 0.

定理 5.3. 実多項式函数 P (u)は，次数が r− 1であり，恒等的に 0ではないとする．函数
ϕ(u)は，少なくとも r個の点 u0 ∈ (a, b)と，十分小さい正数 t > 0に対して f(u0) > 0か
つ ϕ(u0 + t) > ϕ(u0 − t)となるような有界かつ非減少な函数とする．さらに，∫ b

a
ukP (u)dϕ(u) = 0 for k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

を仮定する．このとき，実多項式函数 P (u)は区間 (a, b)において符号が少なくとも n回
入れ代わる．
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ここまでが Stieltjes 積分の基本的な概念と性質である．今後，他にも必要になる事実
があればその都度紹介することにする.

5.2 有限区間におけるモーメント問題

Jacobi連分数と直交多項式の関係性を述べた際に，変数 upを定数 cpに置き換える積分
作用

cp =

∫
updϕc(u), p = 0, 1, 2, . . .

を考えた．モーメント問題では，まずこの作用を実際の積分で行うことになる．モーメン
ト問題が解けるか，あるいはその解がどういった性質を持つかは列 {cp}に依ってくる．最
初に扱うモーメント問題は，Hausdorffモーメント問題と呼ばれるものであり，与えられ
た列 {µp}に対して

µp =

∫ 1

0
updµ(u), p = 0, 1, 2, . . .

となる函数 µ(u)を決定する (解く)ことを考える．また，ここでの積分は前節で導入した
Stieltjes積分の意味である．

定義 5.4. 区間 (0, 1)におけるモーメント問題とは，列 {µp}に対して

µ(u) =


0 for u ≤ 0,

µ(u− 0) + µ(u+ 0)

2
for 0 < u < 1,

µ(1) for u > 1

(5.2)

を満たし，さらに，

µp =

∫ 1

0
updµ(u), p = 0, 1, 2, . . . (5.3)

であるような有界かつ非減少な函数 µ(u)を決定する問題である．

このとき，函数 µ(u)が条件 (5.2)を満たしているとき，正規化であるといい，条件 (5.3)

を満たしているとき，モーメント問題の解であるという．さらに，上記のモーメント問題
はHausdorffモーメント問題と呼ばれる．ここでは詳しく述べないが，このような解が
存在すればそれはただ 1つであることも分かる [Wa48, p.259]．

定義 5.5. 区間 (−1,+1)における対称モーメント問題とは，列 {dp}に対して

θ(u) =


θ(−1) for u < −1,

θ(u− 0) + θ(u+ 0)

2
for − 1 < u < 1,

θ(1) for u > 1,

(5.4)

θ(u) = −θ(−u) for −∞ < u < +∞ (5.5)
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を満たし，さらに，

dp =

∫ +1

−1
updθ(u), p = 0, 1, 2, . . . (5.6)

であるような有界かつ非減少な函数 θ(u)を決定する問題である．

この 2つのモーメント問題は，考えている区間が異なるが，それぞれの解は互いに関連
性がある．それが次の定理である :

定理 5.6. 対称モーメント問題が解 θ(u)を持つとき，up := d2p/2, (p = 0, 1, 2, . . . )とお
けば，Hausdorffモーメント問題は解 µ(u) = θ(

√
u)をもつ．同様に，Hausdorffモーメン

ト問題が解 µ(u)を持つとき，d2p := 2µp, (p = 0, 1, 2, . . . )とおけば，対称モーメント問
題は解 θ(u) = µ(u2), (u ≥ 0)，θ(u) = −µ(u2), (u < 0)をもつ．

証明. どちらも直接解になっていることを確かめれば良い．例えば，µp =
∫ 1
0 updµ(u) =∫ 1

0 u2pdµ(u2) =
∫ 1
0 updθ(u) = (1/2)

∫ +1
−1 u2pdθ(u) = d2p/2．一方，d2p =

∫ +1
−1 u2pdθ(u) =∫ +1

−1 t4pdµ(t2) =
∫ +1
−1 t2pdµ(t) = 2µ2p．また，d2p+1 = 0も同様に示される．

この定理は，片方のモーメント問題で解が得られれば，もう片方でも解を構成すること
ができるということを述べている．次の節では，Stieltjes連分数を用いて，モーメント問
題の解を調べることにする．

5.3 いくつかのモーメント問題に対する解

以下では，条件 (5.6)において自明なケースである dp = 0, (p = 0, 1, 2, . . . )を除いて，
dp > 0 だけを考えることにする．さらに，d0 > 0であれば，d0 = 1としても定数倍を考
えればよいだけなので一般性は失わない．
まず最初に，対称モーメント問題の解の存在に関する定理を述べる．

定理 5.7. 対称モーメント問題が列 {dp}に対して解を持つための必要十分条件は，列 {dp}
が実 Stieltjes連分数

1|
|z

−
(1− g0)g1|

|z
−

(1− g1)g2|
|z

− · · · (5.7)

のモーメント列となることである．ただしここで，0 ≤ gp ≤ 1, (p = 0, 1, 2, . . . )である．
また，この条件を満足していれば，モーメント問題の解 θ(u)は∫ +1

−1

dθ(u)

z − u
(5.8)

満たし，Stieltjes連分数 (5.7)の値と一致する．

証明. 十分性について : 列 {dp}∞p=0 を Stieltjes連分数 (5.7)のモーメントとする．この
とき，定理 3.8と定理 3.7から，連分数 (5.7)は，I := [−1,+1]としたとき，d(K, I) =

inf{d(x, y) : x ∈ K, y ∈ I} > 0であるような任意のコンパクト集合K 上で広義一様収束
している．さらにここで，事実として次の関係式を用いる [Wa48, p.255] :

1|
|z

−
(1− g0)g1|

|z
−

(1− g1)g2|
|z

− · · · =
∫ +1

−1

dθ(u)

z − u
, (z → ∞).
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そして，定理 4.12から，

∞∑
p=0

dp

zp+1
=

1|
|z

−
(1− g0)g1|

|z
−

(1− g1)g2|
|z

− · · · =
∫ +1

−1

dθ(u)

z − u
, (z → ∞)

が分かるので，1/(z − u) =
∑∞

p=0 u
p/zp+1を用いれば，

dp =

∫ +1

−1
updθ(u), p = 0, 1, 2, . . .．

必要性について : 対称モーメント問題が解 θ(u)を持つような列 {dp}∞p=0をまず仮定する．
ただし，d0 = 1とする．このとき，解 θ(u)が階段函数であれば，有限な区間の分割が
可能なので，ある列 {up}m−1

p=0 があって，正数 t > 0と各 p = 0, 1, 2, . . . ,m − 1に対して
θ(up + t) > θ(up − t)となる．定理 5.2から，2次形式∫ +1

−1
(X0 +X1u+ · · ·+Xnu

n)2 dθ(u) > 0, n = 0, 1, 2, . . . ,m− 1

が成り立つ．よって，

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d0 d1 · · · dn

d1 d2 · · · dn+1

· · ·
dn dn+1 · · · d2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, n = 0, 1, 2, . . . ,m− 1.

ゆえに，次のような連分数展開を構成できる :

a0|
|b1 + z

−
a1|

|b2 + z
−

a2|
|b3 + z

− · · · −
am−1|
|bm + z

．

ここで，a0 = d0 = 1，a1, a2, . . . , am−1 > 0．Jacobi連分数のローラン級数展開は，先頭
から 2m次の項まで一致していることは述べたので，d0, d1, d2, . . . はこの連分数のモーメ
ントである．また，条件 (5.5)から，積分 (5.8)は zに関して奇函数なので，Jacobi連分数
展開は，

1|
|z

−
a1|
|z

−
a2|
|z

− · · · −
am−1|
|z

(5.9)

となる．連分数 (5.9)における p次の分母をBp(z)とすると，任意の正数 c > 0に対して∫ +1+c

−1−c
urBp(u)dθ(u) = 0, r = 0, 1, 2, . . . , p− 1, p ≤ m

が成り立つ．定理 5.3から，p < mに対して多項式Bp(u)は区間 [−1− c,+1 + c]で p回
符号が入れ代わる．また，十分大きな uに対して，Bp(u) > 0が成り立つので，u > 1に
対してBp(u) > 0．基本漸化式から，

ap =
Bp(1 + c)

Bp−1(1 + c)

(
1 + c−

Bp+1(1 + c)

Bp(1 + c)

)
, p = 1, 2, 3, . . . ,m− 1. (5.10)
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ap > 0なので，

0 <
Bp+1(1 + c)

Bp(1 + c)
< 1 + c, p = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, (c > 0).

よって，

lim
c→0

Bp+1(1 + c)

Bp(1 + c)
= 1− gp

とおけば，0 ≤ gp ≤ 1, (p = 0, 1, 2, . . . ,m− 1)であり，式 (5.10)から，ap = (1− gp−1)gp,

(p = 1, 2, 3, . . . ,m− 1)なので，連分数 (5.9)は (5.7)の表現を持つ．
解 θ(u)が階段函数でない場合，行列式∆n > 0, (n = 1, 2, 3, . . . )なので，連分数 (5.9)

ではなく　
1|
|z

−
a1|
|z

−
a2|
|z

− · · ·

として同様の議論をすれば示せる．

この定理に関して，連分数 (5.7)を同値変換すると，

1/z|
|1

−
(1− g0)g1/z

2|
|1

−
(1− g1)g2/z

2|
|1

− · · ·

となるので，1/zを取り去り，1/z2 =: zと取り直すと次のように書き換えられる [Wa40] :

定理 5.8. 区間 (0, 1)におけるHausdorffモーメント問題

µp =

∫ 1

0
updµ(u), p = 0, 1, 2, . . . (5.11)

が解を持つための必要十分条件は，べき級数

µ0 − µ1z + µ2z
2 − · · · (5.12)

が連分数展開
µ0|
|1

+
(1− g0)g1|

|1
+

(1− g1)g2|
|1

+ · · · (5.13)

をもつことである．ただし，µ0 ≥ 0であり，0 ≤ gp ≤ 1, (p = 0, 1, 2, . . . )である．

ここまでは，積分区間を有限な場合に限って議論を進めてきた．次では積分区間を無限
大にまで拡張したモーメント問題を考える．
まず最初に，積分区間を (−∞,+∞)に拡張したHamburgerモーメント問題に関して
述べる．しかし，このモーメント問題に関しては，複雑かつ込み入った複素解析学の知識
を用いるので結果のみ紹介することにする．詳しくは [Wa48, pp.325]や [Ha20]を参考に
されたい．
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定理 5.9. 実数列 {cp}∞p=0を与えられた列とする．ただし，c0 = 1とする．このとき，区
間 (∞,+∞)で無限に異なる値をとり，

cp =

∫ +∞

−∞
updϕ(u), p = 0, 1, 2, . . . (5.14)

となるような有界かつ非減少函数 ϕ(u)が存在することと，

∆p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cp

c1 c2 · · · cp+1

· · ·
cp cp+1 · · · c2p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, p = 0, 1, 2, . . . (5.15)

となることは同値である．

ここで，モーメント問題の解の分類に関して次の定義を導入する :

定義 5.10. モーメント問題 (5.14)が決定的であるとは，ϕ(−∞) = 0, ϕ(u) = [ϕ(u+ 0) +

ϕ(u − 0)]/2, (−∞ < u < +∞)を満たすような解 ϕ(u)がただ 1つ定まるときをいう．反
対にそうでない場合は，モーメント問題は非決定的であるという．

上記で述べたHamburgerモーメント問題は積分区間が (−∞,+∞)であったが，これを
基に次の Stieltjesモーメント問題の解の存在に関する定理が導かれる [St94a] :

定理 5.11. 実数列 {cp}∞p=0を与えられた列とする．このとき，区間 [0,+∞)で無限に異な
る値をとり，

cp =

∫ +∞

0
updϕ(u), p = 0, 1, 2, . . . (5.16)

となるような有界かつ非減少函数 ϕ(u)が存在することと，

Ωp =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c2 · · · cp+1

c2 c3 · · · cp+2

· · ·
cp+1 cp+2 · · · c2p+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, p = 0, 1, 2, . . . (5.17)

となることは同値である

証明に関しては，やや複雑になるため [Wa48, pp.327]を参照されたい．
最後に，Stieltjes連分数と Stieltjesモーメント問題の解の関係性を述べた定理を紹介す
る．証明には，さらに進んだ連分数と級数の理論が必要になるので詳細は [Wa48, p.329]

や [St94a]を参考にされたい．

定理 5.12. 列 {cp}∞p=0は条件 (5.15)と (5.17)をともに満たすとする．さらに，ローラン
級数

∑
(cp/z

p+1)が Stieltjes連分数展開

1|
|k1z

−
1|
|k2

−
1|
|k3z

−
1|
|k4

− · · · (5.18)

を持つとする．このとき，Stieltjesモーメント問題 (5.16)が決定的であることと，正項級
数
∑

kpが発散することは同値である．

モーメント問題の解の性質や存在には他にも多くの結果が得られているが，連分数と
モーメント問題の関係性において重要になる主張はここに述べたものとなる．
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第6章 Gauss連分数

この章では，Gauss連分数と呼ばれる連分数に関してその構築と性質を調べる．Gauss

連分数は，2つの超幾何級数の商をとることで得られる Stieltjes連分数となる．Gauss連
分数以外にも超幾何級数の商に着目した連分数展開の理論 [Fr56]は発展しており，また，
これらを単葉函数論から研究する論文も多く見られる ([MeSc61, Kü02]など)．その中で
も重要な概念としてよく使われるのが，1章でも扱った部分分子が (1− gp−1)gpzである連
分数となる．

6.1 超幾何級数とGauss連分数

以下，ここで扱う超幾何級数は，a, b ∈ Cは定数で，c ̸∈ {0,−1,−2,−3, . . . }として

F (a, b, c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n

(c)n · n!
zn

= 1 +
ab

c
z +

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1) · 2!
z2 +

a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2) · 3!
z3 + · · ·

(6.1)

とする．ただしここで，(a)nはPochhammer記号と呼ばれ，(a)0 := 1，(a)n+1 := (a)n(a+

n), (n = 0, 1, 2, . . . )により定まる．超幾何級数について，簡単な性質を述べておくと，a

または b ∈ {0,−1,−2, . . . }であれば，超幾何級数 F (a, b, c; z)は多項式になるので，収束
半径は∞である．そうでなければ，収束半径は項比をとることで 1であることがわかる．
また，超幾何級数を用いて，いくつかの初等函数を記述することができる．

例 6.1.

F (1, 1, 2;−z) = 1−
z

2
+

z2

3
−

z3

4
+ · · · =

1

z
log(1 + z),

F (−k, 1, 1;−z) = 1 + kz +
1

2
(k − 1)z2 +

1

6
(k − 2)(k − 1)kz3 + · · · = (1 + z)k,

z · F

(
1

2
,
1

2
,
3

2
; z2

)
= z +

1

6
z3 +

3

40
z5 +

5

112
z7 + · · · = arcsin(z),

z · F

(
1

2
, 1,

3

2
;−z2

)
= z −

z3

3
+

z5

5
−

z7

7
+ · · · = arctan(z).

(6.2)
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超幾何級数 (6.1)において，zを z/aとし，a → ∞とすると，

Φ(b, c; z) = 1 +
b

c
z +

b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+

b(b+ 1)(b+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

z3

3!
+ · · · (6.3)

となる．こうしてできた超幾何級数を合流型超幾何級数という．同様にして，合流型超幾
何級数 (6.3)において，zを z/bとし，b → ∞とすると，

Ψ(c; z) = 1 +
1

c
z +

1

c(c+ 1)

z2

2!
+

1

c(c+ 1)(c+ 2)

z3

3!
+ · · · (6.4)

となる．また，超幾何級数 (6.1)において，zを czとし，c → ∞とすると，

Ω(a, b; z) = 1 + abz + a(a+ 1)b(b+ 1)
z2

2!
+ a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

z3

3!
+ · · · (6.5)

となる．さらにこの合流型超幾何級数は，aもしくは b ∈ {0,−1,−2, . . . }である場合を除
いて，収束半径は 0である．
では，超幾何級数 (6.1)を用いてGauss連分数を構築していく．最初に，次の隣接関係
式から始める :

F (a, b, c; z) = F (a, b+ 1, c+ 1; z)−
a(c− b)

c(c+ 1)
zF (a+ 1, b+ 1, c+ 2; z). (6.6)

さらに，式を変形すると，

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
=

1

1−
a(c− b)

c(c+ 1)
z
F (a+ 1, b+ 1, c+ 2; z)

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

.
(6.7)

今，漸化式 (6.7)において aと bを取り替えて，bを b+1に，cを c+1にそれぞれ取り直
すと，

F (a+ 1, b+ 1, c+ 2; z)

F (a, b+ 1, c+ 1; z)
=

1

1−
(b+ 1)(c− a+ 1)

(c+ 1)(c+ 2)
z
F (a+ 1, b+ 2, c+ 3; z)

F (a+ 1, b+ 1, c+ 2; z)

.
(6.8)

漸化式 (6.7)，(6.8)を繰り返し用いることで，次のGauss連分数が構成できる [Ga76] :

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
=

1|
|1

−

a(c− b)

c(c+ 1)
z

∣∣∣∣∣
|1

−

(b+ 1)(c− a+ 1)

(c+ 1)(c+ 2)
z

∣∣∣∣∣
|1

−

(a+ 1)(c− b+ 1)

(c+ 2)(c+ 3)
z

∣∣∣∣∣
|1

−

(b+ 2)(c− b+ 2)

(c+ 3)(c+ 4)
z

∣∣∣∣∣
|1

− · · · .

(6.9)
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いま，列 {ap}を−zの各係数とすると，

a2p+1 =
(a+ p)(c− b+ p)

(c+ 2p)(c+ 2p+ 1)
, a2p+2 =

(b+ p+ 1)(c− a+ p+ 1)

(c+ 2p+ 1)(c+ 2p+ 2)
, p = 0, 1, 2, . . .

(6.10)

となる．さらに，各 n = 0, 1, 2, . . . に対して，

P2n(z) =
F (a+ n, b+ n+ 1, c+ 2n+ 1; z)

F (a+ n, b+ n, c+ 2n; z)
,

P2n+1(z) =
F (a+ n+ 1, b+ n+ 1, c+ 2n+ 2; z)

F (a+ n, b+ n+ 1, c+ 2n+ 1; z)

(6.11)

とおくと，

Pn−1(z) =
1

1− anzPn(z)
, n = 1, 2, 3, . . . (6.12)

なので，Gauss連分数 (6.9)は，

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
=

1|
|1

−
a1z|
|1

−
a2z|
|1

− · · · −
an−1z|

|1− anzPn(z)
. (6.13)

ここで，ある自然数 k ∈ Nがあって，a1, a2, . . . , ak−1 ̸= 0であり，ak = 0とすると，商
F (a, b+1, c+1; z)/F (a, b, c; z)は zの有理函数となるので，Gauss連分数 (6.13)は途中で
打ち止められた連分数となる．また，各 p = 1, 2, 3, . . . に対して，ap ̸= 0のときは，Ap(z),

Bp(z)をGauss連分数 (6.13)の p次の分子と分母とそれぞれすると，

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
=

An(z)− anzPn(z)An−1(z)

Bn(z)− anzPn(z)Bn−1(z)
.

したがって，行列式公式を使うと

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
−

An−1(z)

Bn−1(z)
=

a1a2 · · · an−1z
n−1

Bn−1(z) {Bn(z)− anzBn−1(z)Pn(z)}

となる．これは n − 1次の近似分数 An−1(z)/Bn−1(z)が，Gauss連分数 F (a, b + 1, c +

1; z)/F (a, b, c; z)と先頭から n項目まで一致している，すなわち，近似されることがわか
る．ゆえに，ここから超幾何級数とGauss連分数のべき級数展開が一致していることが確
かめられる．
次にGauss連分数の収束性に関して述べる．Gauss連分数の広義一様収束性に関して，
以下の定理が有効である :

定理 6.2. ([Th67, Ri63, Vl01b]) Gauss連分数 (6.1)は，ある孤立点を除いて平面C\[1,∞]

で収束し，原点のある近傍で函数F (a, b+1, c+1; z)/F (a, b, c; z)に一致する．さらに，函
数 F (a, b+ 1, c+ 1; z)/F (a, b, c; z)は平面C\[1,∞]に解析接続される．また，Gauss連分
数は上で述べた孤立点を含まない任意のコンパクト集合K ⊂ C\[1,∞]上で広義一様収束
する．最後に，これら孤立点が存在するならば，それらはGauss連分数 (6.1)の極となっ
ている．
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証明. まず，

lim
p→∞

ap = lim
p→∞

(a+ p)(c− b+ p)

(c+ 2p+ 1)(c+ 2p+ 1)
= lim

p→∞

(b+ p+ 1)(c− a+ p+ 1)

(c+ 2p+ 1)(c+ 2p+ 2)
=

1

4

であることから，定理4.13の2つ目のケースに該当する．よって，複素平面Cに対して，1か
ら∞へのスリッドを入れることになる．また，定理4.12より，原点を中心としたある近傍で
はGauss連分数と，函数F (a, b+1, c+1; z)/F (a, b, c; z)の値は一致している．Gauss連分数
はスリッドを除いて全平面で正則なので，一致の定理から，F (a, b+1, c+1; z)/F (a, b, c; z)

は，この領域に解析接続される．

いま，

g2p =
c− a+ p

c+ 2p
, g2p+1 =

c− b+ p

c+ 2p+ 1
, p = 0, 1, 2, . . . (6.14)

とおくと，

F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
=

1|
|1

−
(1− g0)g1z|

|1
−

(1− g1)g2z|
|1

−
(1− g2)g3z|

|1
− · · · (6.15)

となる．ここで，b = 0とし，cを c− 1に取り直すと，Gauss連分数は

F (a, 1, c; z) =
1|
|1

−

a

c
z

∣∣∣∣∣
|1

−

c− a

c(c+ 1)
z

∣∣∣∣∣
|1

−

c(a+ 1)

(c+ 1)(c+ 2)
z

∣∣∣∣∣
|1

−

2(c− a+ 1)

(c+ 2)(c+ 3)
z

∣∣∣∣∣
|1

− · · ·
(6.16)

となる．さらに，上記の連分数において，列 {bp}を−zの各係数とすると

b2p+1 =
(a+ p)(c+ p− 1)

(c+ 2p− 1)(c+ 2p)
, b2p+2 =

(p+ 1)(c− a+ p)

(c+ 2p)(c+ 2p+ 1)
, p = 0, 1, 2, . . . . (6.17)

また，Gauss連分数 (6.16)において，

h2p−1 =
a+ p− 1

c+ 2p− 2
, h2p =

p

c+ 2p− 1
, p = 0, 1, 2, . . . (6.18)

とすると，

F (a, 1, c; z) =
1|
|1

−
h1z|
|1

−
(1− h1)h2z|

|1
−

(1− h2)h3z|
|1

− · · · . (6.19)

数列 (6.14)において，0 < gp < 1, (p = 0, 1, 2, . . . )を仮定し，定理 1.19を用いると，添
字に気をつければ，∣∣∣∣∣g0 · F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
−

1

2− g0

∣∣∣∣∣ ≤ 1− g0

2− g0∣∣∣∣∣c− a

c
·
F (a, b+ 1, c+ 1; z)

F (a, b, c; z)
−

c

c+ 1

∣∣∣∣∣ ≤ a

c+ a
, |z| ≤ 1

(6.20)
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となる．ここで，z = −z, a = b = 1, c = 2とすると，∣∣∣∣∣12 · F (1, 2, 3;−z)

F (1, 1, 2;−z)
−

2

3

∣∣∣∣∣ ≤ 1

3∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2
·

2(z − log(1 + z))

z2

log(1 + z)

z

−
2

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

3

∣∣∣∣∣z − log(1 + z)

z log(1 + z)
−

2

3

∣∣∣∣∣ ≤ 1

3

となるので，三角不等式を用いることで

|z|
1 + |z|

≤ |log(1 + z)| .

また，

f(z) :=
g0|
|1

+
(1− g0)g1z|

|1
+

(1− g1)g2z|
|1

+ · · ·

とすると，
1− f(z)

1 + zf(z)
=

1− g0|
|1

+
g0(1− g1)z|

|1
+

g1(1− g2)z|
|1

+ · · ·

なので，この連分数に関しても定理 1.19を用いると，∣∣∣∣∣ 1− f(z)

1 + zf(z)
−

1

2− (1− g0)

∣∣∣∣∣ ≤ 1− (1− g0)

2− (1− g0)
.

したがって，f(z) = (z − log(1 + z))/z log(1 + z)を代入して，三角不等式を使うことで，

|log(1 + z)| ≤ |z| ·
1 + |z|
|1 + z|

.

ゆえに，
|z|

1 + |z|
≤ |log(1 + z)| ≤ |z| ·

1 + |z|
|1 + z|

, |z| ≤ 1. (6.21)

不等式 (6.21)は，べき級数展開と複素積分によるアプローチによっても導ける [MiVa70]．

6.2 初等函数

例 (6.2)と，Gauss連分数 (6.16)から，b = 0とした連分数を考えると，いくつかの初等
函数を連分数で記述できる．例えば，

log(1 + z) =
z|
|1

+
12z|
|2

+
12z|
|3

+
22z|
|4

+
22z|
|5

+
32z|
|6

+ · · · , (6.22)
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(1+z)k =
1|
|1
−
kz|
|1

+

1 · (1 + k)

1 · 2
z

∣∣∣∣∣
|1

+

1 · (1− k)

2 · 3
z

∣∣∣∣∣
|1

+

2 · (2 + k)

3 · 4
z

∣∣∣∣∣
|1

+

2 · (2− k)

4 · 5
z

∣∣∣∣∣
|1

+· · · , (6.23)

arctan(z) =
z|
|1

+
1 · z2|
|3

+
4z2|
|5

+
9z2|
|7

+
16z2|
|9

+ · · · (6.24)

といった連分数展開が考えられる．ただし，定理 6.2より，最初の 2つは，平面C\[−∞,−1]

上で，最後の展開は，平面 C\[i, i · ∞] ∪ [−i · ∞,−i]上でそれぞれ定義される．また，

2z · F
(
1

2
, 1,

3

2
; z2
)

= log

(
1 + z

1− z

)

なので，

log

(
1 + z

1− z

)
=

2z|
|1

−
1 · z2|
|3

−
4z2|
|5

−
9z2|
|7

− · · · (6.25)

となり，これは平面 C\[−∞,−1] ∪ [1,∞]上で定義される．連分数展開 (6.22)，(6.24)の
一般化として，∫ z

0

dt

1 + tn
= zF

(
1

n
, 1, 1 +

1

n
;−zn

)

=
z|
|1

+
12zn|
|n+ 1

+
n2zn|
|2n+ 1

+
(n+ 1)2zn|
|3n+ 1

+
(2n)2zn|
|4n+ 1

+
(2n+ 1)2zn|

|5n+ 1
+ · · ·

(6.26)

が得られるが，これは，各 n = 1, 2, 3, . . . と，各 zn-平面において，スリッド [−∞,−1]を
入れた平面で定義される．
Gauss連分数 (6.9)より，

arcsin(z)
√
1− z2

=
zF
(
1
2 ,

1
2 ,

3
2 ; z

2
)

F
(
1
2 ,−

1
2 ,

1
2 ; z

2
)

=
z|
|1

−
1 · 2z2|

3
−

1 · 2z2|
|5

−
3 · 4z2|

|7
−

3 · 4z2|
|9

−
5 · 6z2|
|11

− · · ·

(6.27)

となり，さらに，

(1 + z)k − (1− z)k

(1 + z)k + (1− z)k
= kz ·

F

(
1− k

2
,
2− k

2
,
3

2
; z2

)

F

(
1− k

2
,−

k

2
,
1

2
; z2

)

=
kz|
|1

+
(k2 − 1)z2|

|3
+

(k2 − 4)z2|
|5

+
(k2 − 9)z2|

|7
+ · · ·

(6.28)

となるが，これらはともに，平面C\[−∞,−1]∪ [1,∞]上で定義される連分数展開となる．
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連分数展開 (6.28)において，zを 2/(z − 1)に置き換えると，(
z + 1

z − 1

)k

− 1 =
2k|

|z − k
−

1− k2|
|3z

−
4− k2|
|5z

−
9− k2|
|7z

− · · · . (6.29)

また， (
iz + 1

iz − 1

)ik

= exp

(
ik · log

(
iz + 1

iz − 1

))
= exp

(
2k · arctan

(
1

z

))
なので，zを izに，kを ikに取り替えると，

exp

(
2k · arctan

(
1

z

))
= 1 +

2k|
|z − k

+
1 + k2|
|3z

+
4 + k2|
|5z

+
9 + k2|
|7z

+ · · · . (6.30)

そして，

tan(kϕ) = −i ·
(1 + i tan(ϕ))k − (1− i tan(ϕ))k

(1 + i tan(ϕ))k + (1− i tan(ϕ))k

より，連分数展開 (6.28)において，zを i tan(ϕ)に置き換えると，

tan(kϕ) =
k tan(ϕ)|

|1
−

(k2 − 1) tan2(ϕ)|
|3

−
(k2 − 4) tan2(ϕ)|

|5
−

(k2 − 9) tan2(ϕ)|
|7

− · · ·

(6.31)

となる．1つめの連分数展開は，平面C\[−1, 1]上で，2つめの連分数展開は，平面C\[−i, i]

上で，最後の連分数展開は，帯領域−π/2 < ℜ(ϕ) < π/2でそれぞれ定義される．

6.3 有理型函数

Gauss連分数 (6.9)において，zを z/aに取り直し，a → ∞とすると，

Φ(b+ 1, c+ 1; z)

Φ(b, c; z)
=

1|
|1

−

c− b

c(c+ 1)
z

∣∣∣∣∣
|1

+

b+ 1

(c+ 1)(c+ 2)
z

∣∣∣∣∣
|1

−

c− b+ 1

(c+ 2)(c+ 3)
z

∣∣∣∣∣
|1

+ · · · (6.32)

となり，合流型超幾何級数からなるGauss連分数が得られる．Φ(b, c; z)は整函数であるの
で，Gauss連分数 (6.32)は有理型函数である．連分数における zの係数の極限は 0である
ので，定理 4.12と定理 4.13から，任意のコンパクト集合K ⊂ C上で，Gauss連分数は，
この有理型函数に広義一様収束している．
Gauss連分数 (6.32)において，b = 0とすると，

Φ(1, c; z) =
1|
|1

−
z|
|c
+

1 · z|
|c+ 1

−
cz|

|c+ 2
+

2 · z|
|c+ 3

−
(c+ 1)z|
|c+ 4

+ · · · . (6.33)

特に，

ez =
1|
|1

−
z|
|1

+
z|
|2

−
z|
|3

+
z|
2
−

z|
|5

+ · · · (6.34)
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であり，これは複素平面 C上で定義される．
整函数 (6.4)の商をとると，

Ψ(c+ 1; z)

Ψ(c; z)
=

1|
|1

+

z

c(c+ 1)

∣∣∣∣∣
|1

+

z

(c+ 1)(c+ 2)

∣∣∣∣∣
|1

+

z

(c+ 2)(c+ 3)

∣∣∣∣∣
|1

+ · · · (6.35)

という Gauss 連分数になる．これは，Gauss 連分数 (6.32) において，z を z/b にして，
b → ∞とすると同様の形の連分数になる．
ここで，ベッセル函数を考える．ベッセル函数 Jn(z)とは

Jn(z) =

(
z

2

)n ∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

k! · Γ(n+ k + 1)
=

(
z

2

)n ∞∑
k=0

(−z2/4)k

k! · (n+ k)!

で記述される函数である．いま，

Ψ(n; z) =

∞∑
k=0

zk · (n− 1)!

k! · (n+ k − 1)!

であるので，

Jn(z) =
(z/2)n

Γ(n+ 1)
·Ψ

(
n+ 1;−

z2

4

)
.

これらから，

Jn−1(z)

Jn(z)
=

(z/2)n−1

Γ(n)
·Ψ

(
n;−

z2

4

)
(z/2)n

Γ(n+ 1)
·Ψ

(
n+ 1;−

z2

4

) =
2n

z
·

1

Ψ

(
n+ 1;−

z2

4

)

Ψ

(
n;−

z2

4

)

=
2n

z
·

1 +

− z2/4

n(n+ 1)

∣∣∣∣∣
|1

+

− z2/4

(n+ 1)(n+ 2)

∣∣∣∣∣
|1

+ · · ·



=
2n

z
−

z

2(n+ 1)

∣∣∣∣∣
|1

−

z2/4

(n+ 1)(n+ 2)

∣∣∣∣∣
|1

−

z2/4

(n+ 2)(n+ 3)

∣∣∣∣∣
|1

− · · ·

(6.36)

という連分数展開が得られる．定義域は複素平面 C全体である．いま，

sin(z) = z −
z3

3!
+

z5

5!
−

z7

7!
+ · · · = z ·Ψ

(
3

2
;−

z2

4

)
,

cos(z) = 1−
z2

2!
+

z4

4!
−

z6

6!
+ · · · = Ψ

(
1

2
;−

z2

4

)
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より，

tan(z) = z ·
Ψ

(
3

2
;−

z2

4

)

Ψ

(
1

2
;−

z2

4

) =
z|
|1

−
z2|
|3

−
z2|
|5

−
z2|
|7

− · · · (6.37)

が得られる．さらにここで，zを izに置き換えると，tan(iz) = i · tanh(z)であることから，

tanh(z) =
z|
|1

+
z2|
|3

+
z2|
|5

+
z2|
|7

+ · · · . (6.38)

この最後の連分数展開を Lambertの連分数という．

6.4 発散級数に関するクラス

Gauss連分数 (6.9)において，zを−czに置き換え，c → ∞とすると，

Ω(a, b;−z)

Ω(a, b− 1;−z)
=

1|
|1

+
az|
|1

+
bz|
|1

+
(a+ 1)z|

|1
+

(b+ 1)z|
|1

+ · · · (6.39)

という，2つの発散級数からなるGauss連分数が得られる．ただし，a, b ̸∈ {0,−1,−2, . . . }．
ここで，等号は級数が収束する z = 0の場合を除いて，ただ形式的な表現であるとする．
このとき，b = 1とすると，Ω(a, 0;−z) = 1なので，

Ω(a, 1;−z) =
1|
|1

+
az|
|1

+
1 · z|
|1

+
(a+ 1)z|

|1
+

2 · z|
|1

+ · · · . (6.40)

しかしこの場合，2つの級数は発散するにもかかわらず，連分数が収束する場合がある．で
はまず，次の定理を示す :

定理 6.3. ([Wa48]) A,B ⊂ Cを任意の有界集合とする．このとき，Gauss連分数 (6.39)

が任意の a ∈ A, b ∈ B, z ∈ (0, δ)に対して広義一様収束するような正数 δ > 0が存在する．

証明. まず，A,B ⊂ Cを任意の有界集合とする．十分小さな正数 δ > 0をとれば，任意の
a ∈ A, b ∈ B, z ∈ (0, δ)に対して，(a+p)z, (b+p)zはそれぞれ方物領域 {|z|−ℜ(z) ≤ 1/2}
に含まれる．なので，定理 2.11より，連分数は広義一様収束している．

定理 6.4. ([Wa45]) a, b ∈ Cとし，K ⊂ C\[−∞, 0]を任意のコンパクト集合とする．この
とき，Gauss連分数 (6.39)は，(孤立点があればそれを除き )K 上で収束し，さらに，そ
れら孤立点を中心とした十分小さな円をK から取り除いてできる任意の領域上で広義一
様収束する．Gauss連分数の値は，これら孤立点を極として持つような解析函数となる．

この定理を示す前に，次の命題を事実として用いる :

81



命題 6.5. ([PaWa42, DeWa45]) 連分数
1|
|1
+

a21t|
|1

+
a22t|
|1

+ · · · における部分分母 a2pが定数

h ≥ 0として不等式

|a2p| − ℜ(a2p) ≤ 2h2(1− gp−1)gp, 0 ≤ gp−1 ≤ 1, p = 1, 2, 3, . . . (6.41)

を満たしているとする．さらに，t-平面の領域として

t = |t|e−2ϕ, |t| > 0, −
π

2
< ϕ <

π

2
(6.42)

を考える．ここで，h = 0のときは，集合K を領域 (6.42)内の任意のコンパクト集合と
し，h > 0のときは，集合K をカージオイド領域

|t| <
1

2h2
(1 + cos(2ϕ)), −

π

2
< ϕ <

π

2
, arg(t) = −2ϕ (6.43)

内の任意のコンパクト集合とする．連分数は

(a) ある p ∈ Nがあって，ap = 0,

(b) 任意の自然数 p ∈ Nに対し，ap ̸= 0であり，k1 = 1, a2p = 1/kpkp+1, (p = 1, 2, 3, . . . )

で定まる級数Σ|kp|が発散する

のいずれかを満たしているとき，コンパクト集合K 上で広義一様収束する．さらに，級
数Σ|kp|が発散するとき，連分数の偶数部分と奇数部分はコンパクト集合K上で，それぞ
れ相異なる極限に広義一様収束するので，連分数は任意の t ∈ Kに対して，極限が振動す
るため，発散する．

では，定理 6.4を示す．

証明. いま，A,B ⊂ Cを任意のコンパクト集合とし，A = {a}, B = {b}とし，それに対
して正数 δ > 0を選ぶ．さらに，領域K ⊂ Cを連結とし，K ⊃ (δ/2, δ)とする．領域K

は，定数 h > 0を十分小さくとると，カージオイド領域 (6.43)に含まれる．このとき，自
然数N ∈ Nを十分大きくとると，n > N に対して，a+ n, b+ n ∈ {|w| − ℜ(w) ≤ 1/2h2}
とできる．よって，定理 6.5から，n > N に対して，連分数

1|
|1

+
(a+ n)z|

|1
+

(b+ n)z|
|1

+
(a+ n+ 1)z|

|1
+

(b+ n+ 1)z|
|1

+ · · ·

はK 上広義一様収束し，その極限は正則函数 fn(z)．したがって，連分数 (6.39)はK 上
収束し，その極限は

A2n(z) + (b+ n− 1)zfn(z)A2n−1(z)

B2n(z) + (b+ n− 1)zfn(z)B2n−1(z)

となる，ただし，B2n(z) + (b+ n− 1)zfn(z)B2n−1(z) ̸≡ 0．よって，定理 6.3から，連分
数 (6.39)は広義一様収束する．結論として，連分数は (6.39)は，孤立点を除いて収束し，
これらを除いてできる領域K 上で広義一様収束している．
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ここで述べた Gauss 連分数は F (a, b + 1, c + 1; z)/F (a, b, c; z) という形であったが，
他にも超幾何級数 F (a, b, c; z) を用いた連分数の収束性について研究されている．例え
ば，F (a, b, c; z)/F (a, b+1, c+1; z)，F (a, b, c; z)/F (a+1, b, c+1; z)，F (a, b, c; z)/F (a+

1, b, c; z)，F (a, b, c; z)/F (a, b + 1, c; z)，F (a, b, c; z)/F (a, b, c + 1; z)，F (a, b, c; z)/F (a +

1, b+ 1, c+ 1; z)などである [Fr56]．
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第7章 結論

これまで述べて来た Gauss連分数や，Jacobi連分数に関する近似値の存在領域，さら
に，連分数の自己相似性を用いることで，よく知られた函数について種々の不等式が得ら
れる．

命題 7.1. ここでは，|z| ≤ 1，α ∈ C，p, q > 0，k ∈ (0, 1)とする．また，

K(k) :=

∫ π
2

0

1√
1− k2sin2 θ

dθ, E(k) :=

∫ π
2

0

√
1− k2sin2θdθ

をそれぞれ第 1種完全楕円積分，第 2種完全楕円積分とする．このとき，初等函数と楕円
積分に関して次の各不等式が成り立つ :∣∣∣∣∣log(1 + z)−

3z + 2|z|2

3 + 4ℜ(z) + |z|2

∣∣∣∣∣ ≤ |z|2

3 + 4ℜ(z) + |z|2
, (7.1)∣∣∣∣∣log

(
1 + z

1− z

)
−

10z̄ − 6z|z|2

5− 6ℜ(z2) + |z|4

∣∣∣∣∣ ≤ 4|z|3

5− 6ℜ(z2) + |z|4
, (7.2)∣∣∣∣∣arctan(z)− 5z̄ + 3z|z|2

5 + 6ℜ(z2) + |z|4

∣∣∣∣∣ ≤ 2|z|3

5 + 6ℜ(z2) + |z|4
, (7.3)∣∣∣∣∣tanh−1(z)−

5z̄ − 3z|z|2

5− 6ℜ(z2) + |z|4

∣∣∣∣∣ ≤ 2|z|3

5− 6ℜ(z2) + |z|4
, (7.4)∣∣∣∣∣(1 + z)k −

2 + k − z

2 + k − 2ℜ(z)− k|z|2

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + k)|z|
2 + k − 2ℜ(z)− k|z|2

, (7.5)∣∣∣∣∣arcsin(z)− |z|2
√
z2 + 1

(
4 + 3z̄2

)
4z̄ + 6z̄ℜ(z2) + 2z̄|z|4

∣∣∣∣∣ ≤ |z|3
√

|z2 + 1|
4 + 6ℜ(z2) + 2|z|4

, (7.6)∣∣∣∣∣
∫ z

0

dt

1 + tn
−

(2n+ 1)z̄ + (n+ 1)zn−1|z|2

2n+ 1 + 2(n+ 1)ℜ(zn) + |z|2n

∣∣∣∣∣ ≤ n · |z|n+1

2n+ 1 + 2(n+ 1)ℜ(zn) + |z|2n
, (7.7)

∣∣∣∣∣
∫ z

0

tp

1 + tq
dt−

(p+ 2q + 1)z̄p+1 + (p+ q + 1)zq−p−1 · |z|2(p+1)

q {(p+ 2q + 1) + 2(p+ q + 1)ℜ(zq) + (p+ q)|z|2q}

∣∣∣∣∣
≤

|z|p+q+1

(p+ 2q + 1) + 2(p+ q + 1)ℜ(zq) + (p+ q)|z|2q
,

(7.8)

3(1− k2)

3− k2
≤

E(k)

K(k)
≤ 1−

k2

3
. (7.9)
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これらの不等式は，各函数が超幾何級数で記述されることと，Gauss連分数の収束領域
を用いることでどれも導ける．また，いくつかの不等式（例えば不等式 (7.1)など）は不
等式 (7.6)に吸収される．なので不等式 (7.6)と，完全楕円積分による不等式 (7.9)の証明
を行う．

証明. まず，p, q > 0に対して，∫ z

0

tp

1 + tq
dt =

zp+1

q
· F

(
p+ 1

q
, 1, 1 +

p+ 1

q
;−zq

)
と記述できる．これは，Gauss連分数 (6.19)において a = (p+1)/q, c = 1+(p+1)/qとし
た場合である．さらに便宜上，S :=

∫ z
0 tpdt/(1 + tq)とする．定理 1.19から，h1 = a/c =

(p+ 1)/(p+ q + 1)に注意して，∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1−

q · S
zp+1

zq ·
q · S
zp+1

−
p+ q + 1

p+ 2q + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
p+ 1

p+ 2q + 1

∣∣∣∣∣zp+1 − q · S
zq · q · S

−
p+ q + 1

p+ 2q + 1

∣∣∣∣∣ ≤
p+ 1

p+ 2q + 1∣∣∣∣∣ 1

zq−p−1 · q · S
−

1

zq
−

p+ q + 1

p+ 2q + 1

∣∣∣∣∣ ≤
p+ 1

p+ 2q + 1∣∣∣∣∣1− q · S
zp+1

−
p+ q + 1

p+ 2q + 1
zq−p−1 · q · S

∣∣∣∣∣ ≤
q2

p+ 2q + 1
|z|q−p−1|S|.

ここで，

A :=
q

zp+1
+

p+ q + 1

p+ 2q + 1
zq−p−1 · q, B :=

q2

p+ 2q + 1
|z|q−p−1

とおくと，
|1−AS|2 ≤ B2|S|2.

R := |A|2 −B2とおいて，展開して整理すると，∣∣∣∣∣S −
A

R

∣∣∣∣∣
2

≤
|A|2 −R

R2
=

B2

R2
.

さらに，

B

R
=

q

p+ 2q + 1
|z|q−p−1 · q∣∣∣∣∣ q

zp+1
+

p+ q + 1

p+ 2q + 1
zq−p−1 · q

∣∣∣∣∣
2

−

(
q2

p+ 2q + 1
|z|q−p−1

)2

= · · ·

=
|z|p+q+1

(p+ 2q + 1) + 2(p+ q + 1)ℜ(zq) + (p+ q)|z|2q
.
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同様にして，

A

R
=

q

zp+1
+

p+ q + 1

p+ 2q + 1
zq−p−1 · q∣∣∣∣∣ q

zp+1
+

p+ q + 1

p+ 2q + 1
zq−p−1q

∣∣∣∣∣
2

−

(
q2

p+ 2q + 1
|z|q−p−1

)2

= · · ·

=
(p+ 2q + 1)z̄p+1 + (p+ q + 1)zq−p−1 · |z|2(p+1)

q {(p+ 2q + 1) + 2(p+ q + 1)ℜ(zq) + (p+ q)|z|2q}
.

ゆえに，∣∣∣∣∣
∫ z

0

tp

1 + tq
dt−

(p+ 2q + 1)z̄p+1 + (p+ q + 1)zq−p−1 · |z|2(p+1)

q {(p+ 2q + 1) + 2(p+ q + 1)ℜ(zq) + (p+ q)|z|2q}

∣∣∣∣∣
≤

|z|p+q+1

(p+ 2q + 1) + 2(p+ q + 1)ℜ(zq) + (p+ q)|z|2q
.

次に，完全楕円積分に関する不等式は，k ∈ (0, 1)に対して，

K(k) =

∫ π
2

0

1√
1− k2sin2 θ

dθ =
π

2
· F

(
1

2
,
1

2
, 1; k2

)
,

E(k) =

∫ π
2

0

√
1− k2sin2θdθ =

π

2
· F

(
1

2
,−

1

2
, 1; k2

)

と書けることに気をつける．さらに，

4K(k)

πk2
−

4E(k)

πk2
= F

(
1

2
,
3

2
, 2; k2

)
,

4
(
k2 − 1

)
K(k)

πk2
+

4E(k)

πk2
= F

(
1

2
,
1

2
, 2; k2

)

であるので，Gauss連分数の収束領域である不等式 (6.20)において，a = 1/2, c = 1とし
た場合であると考えることができる．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− 1/2

1
·
F

(
1

2
,
3

2
, 2; k2

)

F

(
1

2
,
1

2
, 1; k2

)−
1

1 + 1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

1/2

1 + 1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2
·
2

π
·

4K(k)− 4E(k)

πk2

2K(k)

π

−
2

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

3
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∣∣∣∣∣K(k)− E(k)

K(k) · k2
−

2

3

∣∣∣∣∣ ≤ 1

3
.

なので，

1− k2 ≤
E(k)

K(k)
≤ 1−

k2

3

が分かる．次に， ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− 1/2

1
·
F

(
1

2
,
1

2
, 2; k2

)

F

(
1

2
,−

1

2
, 1; k2

)−
1

1 + 1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

1/2

1 + 1/2

∣∣∣∣∣(k2 − 1)K(k) + E(k)

E(k) · k2
−

2

3

∣∣∣∣∣ ≤ 1

3
.

なので，
3(k2 − 1)

k2 − 3
≤

E(k)

K(k)
≤ 1.

先ほどの不等式と合わせて，

3(k2 − 1)

k2 − 3
≤

E(k)

K(k)
≤ 1−

k2

3
.

これら以外の証明は，log
(
1+z
1−z

)
= 2z · F

(
1
2 , 1,

3
2 ; z

2
)
，arctan(z) = z · F

(
1
2 , 1,

3
2 ;−z2

)
，

tanh−1(z) = z · F
(
1
2 , 1,

3
2 ; z

2
)
，
∫ z
0 dt/(1 + tn) = z · F

(
1
n , 1, 1 +

1
n ;−zn

)
，(1 + z)α =

F (−α, 1, 1;−z)，arcsin(z)/
√
1 + z2 = z ·F

(
1, 1, 32 ;−z2

)
とそれぞれ書けることを用いれ

ばよい．
これらの証明から，超幾何級数の不等式は∣∣∣∣∣F (a, 1, c; z)−

(2c− a)− cz

(2c− a) + 2cℜ(z) + a|z|2

∣∣∣∣∣ ≤ (c− a)|z|
(2c− a) + 2cℜ(z) + a|z|2

と一般化される．
連分数 (6.19)の自己相似性を用いるとさらに，精度の高い不等式が得られる，いま，連
分数 (6.19)から，hn ∈ (0, 1), (n = 1, 2, 3, . . . )に対して，

F (a, 1, c; z)− 1

z · F (a, 1, c; z)
=

h1|
|1

−
(1− h1)h2z|

|1
−

(1− h2)h3z|
|1

− · · ·

と変形できるので，f(z) := F (a,1,c;z)−1
z·F (a,1,c;z) とおいて，さらに変形すると，

f(z)− h1

(1− h1)zf(z)
=

h2|
|1

−
(1− h2)h3z|

|1
−

(1− h3)h4z|
|1

− · · ·
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という添字が 1つずつ早められた連分数が得られる．もちろん，この連分数は定理 1.19の
仮定を全て満たすので，今度は g(z) := f(z)−h1

(1−h1)zf(z)
として，定理 1.19を再び適用すれば，

パラメータ h1の情報を含んだ不等式 (領域)が導かれる．同様のアイデアを Jacobi連分数
に適用することで誤差函数に対しても不等式が導ける．

系 7.2. |z| ≤ 1，k ∈ (0, 1)に対して，次の不等式が得られる :∣∣∣∣∣log(1 + z)−
4z̄(3ℜ(z) + 5) + (3z2 + 11z)|z|2

6|z|2 + 2ℜ(3z2 + 16z) + 20

∣∣∣∣∣ ≤ |z|3

3|z|2 + ℜ(3z2 + 16z) + 10
, (7.10)

14− 6k2

k2 + 14
≤

E(k)

K(k)
≤

(1− k2)(3k2 + 10)

10− 2k2
. (7.11)

不等式 (7.10)は，不等式 (7.1)と前章で述べた不等式 (6.21)の精密化になっており，同
様のことが不等式 (7.11)と不等式 (7.9)にもいえる．
|z| ≤ 1に対して，パラメータ h1 = a/cを含む不等式を一般化とすると，∣∣∣∣∣F (a, 1, c : z)−

S + c {c(2c+ 1) + (c+ 1)(c− a)z}
S + 2cℜ(c(2c+ 1)z + (c+ 1)(c− a)z2) + c2(2c+ 1)|z|2

∣∣∣∣∣
≤

c2(c− a)|z|2

S + 2cℜ(c(2c+ 1)z + (c+ 1)(c− a)z2) + c2(2c+ 1)|z|2

となる．ここで，

S = c2(2c+ 1) + 2(c+ 1)(c− a)ℜ(z) + (c− a)|z|2.

つまり，連分数の自己相似性を用いることで，いくらでも高精度の不等式を導くことがで
きるのである．この性質は他のべき級数や複素積分などでは見られない，連分数特有の特
徴といえる．
ここまでの議論に基づき，Jacobi連分数でも同様にして不等式が導けることを述べる．

定義 7.3. z ∈ Cに対して，次で定まる函数をそれぞれ，Gaussの誤差函数，相補誤差函
数，複素相補誤差函数という :

erf(z) =
2√
π

∫ z

0
e−t2dt, (7.12)

erfc(z) = 1− erf(z) =
2√
π

∫ ∞

z
e−t2dt, (7.13)

w(z) = e−z2erfc(−iz) = e−z2

(
1 +

2i
√
π

∫ z

0
et

2
dt

)
. (7.14)

定理 7.4. z ∈ Cとし，ℑ(z2) ̸= 0とする．このとき次の各不等式が成り立つ :∣∣∣∣∣erfc(z)− 2z(1 + 2z2) · ez2
√
π · |ez2 | · (1 + 4ℜ(z2) + 4|z|4 − 1/(ℑ(z2))2)

∣∣∣∣∣
≤

2|z|
|ℑ(z2)| · (1 + 4ℜ(z2) + 4|z|4 − 1/(ℑ(z2))2)

, ℜ(z) > 0, ℑ(z2) ̸= 0,

(7.15)
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∣∣∣∣∣w(z)− 2iz(1− 2z2)
√
π · (1− 4ℜ(z2) + 4|z|4 − 1/(ℑ(z2))2)

∣∣∣∣∣
≤

2|z|
|ℑ(z2)| ·

√
π · (1− 4ℜ(z2) + 4|z|4)− 1/(ℑ(z2))2)

, ℑ(z) > 0, ℑ(z2) ̸= 0.

(7.16)

証明. まず，

erfc(z) =
1√
π
Γ

(
1

2
, z2
)

=
1√
π

∫ ∞

z2
t
1
2 e−tdt

=

1
√
π
ze−z2 |

|z2
+

1/2|
|1

+
1|
|z2

+
3/2|
|1

+
2|
|z2

+ · · · , (ℜ(z) > 0)

という連分数展開を得ることができる．この形は，Stieltjes連分数の形式をしているので，
偶数部分を考えると，

erfc(z) =

1
√
π
ze−z2 |

|z2 + 1/2
−

1/2|
|z2 + 5/2

−
3|

|z2 + 9/2
−

15/2|
|z2 + 13/2

− · · · , (ℜ(z) > 0)

となるが，これは Jacobi連分数である．また，実 Jacobi連分数の p次の分子と分母をそ
れぞれAp(z), Bp(z)とすると，任意の近似値は，∣∣∣∣∣Ap(z)

Bp(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|ℑ(z)|
, (ℑ(z) ̸= 0)

を満たすので， ∣∣∣∣∣
√
π · ez2

z
· erfc(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|ℑ(z2)|

となる．これを変形すると，Gaussの相補誤差函数に関して，

|erfc(z)| ≤
1
√
π
·

|z|
|ℑ(z2)| ·

∣∣ez2∣∣
という不等式が得られる．しかし，上の不等式は定義域全体にわたって精度が悪くなって
いるので，さらなる改善が必要である．そこで，使うのは，Jacobi連分数の自己相似性で
ある．Jacobi連分数の収束領域に関しては，ℑ(z)によってのみ定まるが，この自己相似
性により定義域全体において精度が改善される．先ほど，

erfc(z) =

1
√
π
ze−z2 |

|z2 + 1/2
−

1/2|
|z2 + 5/2

−
3|

|z2 + 9/2
−

15/2|
|z2 + 13/2

− · · · , (ℜ(z) > 0)

と書けることは述べたので，これをさらに変形すると，

2z2 + 1−
2z

√
π · ez2 · erfc(z)

=
1|

|z2 + 5/2
−

3|
|z2 + 9/2

−
15/2|

|z2 + 13/2
− · · · , (ℜ(z) > 0).
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ゆえに， ∣∣∣∣∣2z2 + 1−
2z

√
π · ez2 · erfc(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|ℑ(z2)|

とできるので，これを同値変形すると，∣∣∣∣∣erfc(z)− 2z(1 + 2z2) · ez2
√
π · |ez2 | · (1 + 4ℜ(z2) + 4|z|4 − 1/(ℑ(z2))2)

∣∣∣∣∣
≤

2|z|
|ℑ(z2)| · (1 + 4ℜ(z2) + 4|z|4 − 1/(ℑ(z2))2)

,

ℜ(z) > 0, ℑ(z2) ̸= 0.

また，w(z) = e−z2erfc(−iz)なので，

w(z) =

− iz
√
π
|

| − z2
+

1/2|
|1

+
1|

| − z2
+

|3/2
|1

+ · · · , (ℑ(z) > 0)

と書ける．偶数部分をとると，

w(z) =

− iz
√
π
|

| − z2 + 1/2
−

1/2|
| − z2 + 5/2

− · · · , (ℑ(z) > 0).

さらに変形を施すと，

−2z2 + 1 +
2iz
√
π
·

1

w(z)
=

1|
| − z2 + 5/2

− · · · , (ℑ(z) > 0).

したがって， ∣∣∣∣∣−2z2 + 1 +
2iz
√
π
·

1

w(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

|ℑ(z2)|
.

同値変形を施すと，∣∣∣∣∣w(z)− 2iz(1− 2z2)
√
π · (1− 4ℜ(z2) + 4|z|4 − 1/(ℑ(z2))2)

∣∣∣∣∣
≤

2|z|
|ℑ(z2)| ·

√
π · (1− 4ℜ(z2) + 4|z|4)− 1/(ℑ(z2))2)

,

ℑ(z) > 0, ℑ(z2) ̸= 0.
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