
Teichmüller空間上のエネルギー関数の

Weil-Petersson計量に関する凸性の研究

Akira Yoshizato

Adviser : Shin Nayatani

1



目 次

1 Teichmüller 空間と計量空間の接空間 8

1.1 可微分同相群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Teichmüller空間, モジュライ空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 Mの接空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Weil-Petersson計量と L2分解定理 12

2.1 L2計量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Lichnerowicz作用素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 L2共役作用素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4 部分多様体としてのM−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 Weil-Petersson計量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.6 L2分解定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Levi-Civita接続 34

3.1 計量空間上の Levi-Civita接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 Teichmüller空間上の Levi-Civita接続 . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3 Weil-Petersson測地線と水平リフト . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.4 水平リフトの二階微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4 エネルギー関数の測地的凸性 48

4.1 調和写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 リーマン面上の調和写像 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.3 Wolf型Diriclhetエネルギー . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.4 測地的凸性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5 補足 65

5.1 等温座標の存在と複素構造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5.2 一意化定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.3 商リーマン面 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.4 種数 p ≥ 2の閉曲面上のリーマン計量 . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2



序文
本修士論文では, 種数 p ≥ 2の閉曲面のTeichmüller空間を微分幾何学的に解釈

し, Teichmüller空間上のWeil-Petersson計量に関する測地線に沿ったエネルギー

関数の凸性（エネルギー関数の測地的凸性）について学んだことをまとめたもの

である. 本論文では山田澄生氏の論文 [17],[18]にしたがって学習し, 測地的凸性を

含めた主要な三つの定理（L2分解定理, 水平リフトの二階微分の表示, エネルギー

関数の測地的凸性）の証明の細部を補うことを目標とした. このテーマを研究を

する中で新規性のある発見をすることはできなかったが, Weil-Petersson計量から

定まる Levi-Civita接続に関する主張の不備を発見し, 証明を含めて修正すること

ができた [命題 3.1]. 文献 [17],[18]以外に, A.J. Tromba氏のテキスト [15]を主要な

参考文献とした.

本論文は第一章から第四章までとし, 第五章を補足とした. 補足では, リーマン

面の一意化定理と閉曲面上のリーマン計量について今吉洋一・谷口雅彦氏のテキ

スト [6]にしたがって概説した. ここでは, リーマン面の一意化定理の応用として

得られる「種数 2以上の閉曲面上のリーマン計量は定曲率−1のリーマン計量（双

曲計量）に等角である」という主張の説明をメインとして述べた.

有向曲面のTeichmüller空間とは, 有向曲面に付加できる「複素構造」全体を曲

面上の順向な可微分同相群の恒等写像を含む連結成分の群作用によって割った空

間である. ここでいう順向性は曲面の向きと同調することであり, 連結成分は可微

分同相群を位相群としてみたときの連結成分をさす. Teichmüller空間はリーマン

面の分類問題に端を発する. リーマン面の分類問題とは曲面上の複素構造を双正

則写像を用いた同値関係によって分類し, 本質的に異なる複素構造はどのくらいあ

るかを調べる問題である. 双正則写像とは, リーマン面の間の正則な全単射であっ

て逆写像も正則写像であるものをいう. しかし実際は, 可微分同相写像を用いた分

類で十分である. なぜなら (M, C)を曲面と曲面に付随する複素構造の組, F をM

からM への可微分同相写像としたとき, F 自身が (M,F ∗C)から (M, C)への双正
則写像になってしまうからである.

閉曲面とはコンパクトで境界のない有向曲面のことであり, その種数とは粗く表

現すると穴の数のことである. 閉曲面のTeichmüller空間は種数によって大別する

ことができる. 種数 0の閉曲面は球面であり, 球面の Teichmüller空間は射影空間

の複素構造の同値類のみからなる. また種数 1の閉曲面はトーラスであり, トーラ

スのTeichmüller空間は上半平面と同一視されることが以前より知られていた. 問
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題は種数 p ≥ 2の場合である. この場合は理論名であるところの O. Teichmüller

の結果によって「種数 p ≥ 2の閉曲面の Teichmüller空間は R6p−6に同相になる」

ことがわかる. これはリーマン面上の正則二次微分の理論から得られた結果で, そ

の後, L.V. AhlforsやL. Bersらによって擬等角写像の理論を用いたTeichmüller空

間論が確立した. ここで注目すべき点はどちらの理論も複素解析的なものであっ

て, あくまでTeichmüller空間を「複素構造」の変形空間として解釈するという点

である.

微分幾何学的な解釈（立場）とは, Teichmüller空間を「リーマン計量」を割っ

た空間として捉えることである. この解釈は複素構造とリーマン計量（共形構造）

が対応することから保障される. この立場から捉えることで, テンソルの理論を用

いた解析方法が可能になる点で微分幾何学的という意味が窺える. ただし, 複素構

造とリーマン計量の対応は二次元曲面が持つ特殊性であって, 三次元以上の場合は

適用できないということに注意しなければならない. 一方で、リーマン面の分類

における主要な結果である一意化定理によって, 有向曲面上の任意のリーマン計量

の等角同値類に定曲率リーマン計量が存在することがわかる. ここでいうリーマ

ン計量の等角同値類とは, 曲面上のある可微分同相写像があってその引き戻し計

量が元の計量と正値関数倍の違いしかないもの全体を表す. 特に, 種数 p ≥ 2の

閉曲面上の任意のリーマン計量は負の定曲率計量, すなわち, 双曲計量に等角であ

る. これは閉曲面のコンパクト性が効いている. したがって種数 p ≥ 2の閉曲面の

Teichmüller空間は, さらに「双曲計量」を割った空間として捉えることができる.

この立場では, リーマン計量全体の空間に多様体構造を与え, さらにその接空

間を対称 (0, 2)テンソル場全体の空間と同一視することができる. 調べたいのは

Teichmüller空間の接空間であるが, まず双曲計量全体の空間の接空間を調べるこ

とが自然な発想である. 結論からいえば, Teichmüller空間の接空間はTT性と呼ば

れる条件を満たす対称 (0, 2)テンソル場（TTテンソル）全体の空間と同一視でき

る. ここでいう「TT」とは「Tracefree and Transverse」の略で これは接空間の基

点のリーマン計量に関するトレースと余微分作用素が消滅するという条件である.

ここでいう余微分作用素は双曲計量全体の空間の接空間を特徴付ける際に現れる

作用素である.

さらに, リーマン計量全体の空間上に L2計量というリーマン計量が定まる. こ

の L2計量は基点のリーマン計量を指定するごとに, その計量に関する関数値をΣ

上で積分することによって定まるリーマン計量である. もちろん, この L2計量は

双曲計量全体の空間上のリーマン計量にもなる. また有限次元の場合と同様に, 双
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曲計量の空間からTeichmüller空間への射影が自然に定まり, その射影がリーマン

沈めこみになるようなリーマン計量が考えられる. 実はこれがWeil-Petersson計

量（WP計量）であって, 詳しくはTTテンソルとL2計量を用いて定義される. そ

して, Weil-Petersson計量に関する測地線（WP測地線）はWP計量の定め方から,

L2計量に関する測地線（L2測地線）であって接ベクトルがTTテンソルであるも

の, つまり, 「水平リフト」として特徴付けることができる.

さて, Teichmüller空間上のあるエネルギー関数を考える. まず, Teichmüller空

間にエネルギー関数を定義するために, 双曲計量全体の空間にエネルギー関数を

定義する. ここで双曲計量と調和写像が対応する調和写像論の結果が適用できる.

調和写像は調和関数や測地線の一般化であり, 曲面間のC1級写像全体の空間上の

Dirichlet汎関数の臨界点を与えるものとして定義される. さらに双曲計量がある

意味で滑らかに変化するとき, 対応する調和写像も滑らかに変化するという結果が

ある. 双曲計量のエネルギー関数を調和写像のエネルギー関数として定めること

で, この結果によって双曲計量の変化に対してそのエネルギー関数が滑らかに変化

することが保障される. 次に考えなければならないのは, 双曲計量のエネルギー関

数がTeichmüller空間上の関数として定義できるかということである. 言い換える

と, 同じ同値類に属する二つの双曲計量をとったとき, それぞれのエネルギー関数

は一致するかということである. この問題の解決にも調和写像の一意性が重要な

働きをする.

以上の準備の下で, Teichmüller空間上に定義されたエネルギー関数がWP測地

線に沿ったとき, それは凸関数になるかどうかが興味の対象である. これは実質,

WP測地線の水平リフトのエネルギー関数を考えることに他ならない. よって水平

リフトの二階微分の表示が必要になり, さらに遡ると, リーマン計量全体の空間の

接空間に対するL2分解定理が重要な主張になる. したがって, 本論文はL2分解定

理と水平リフトの二階微分の表示, エネルギー関数の測地的凸性の三つの定理とそ

の証明に焦点をあてる.
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本修士論文の構成は以下の通りである：

第一章では, まず可微分同相群Diff(Σ)を曲面の向きを保つ可微分同相写像全体

とし, その位相を説明した. さらにその連結成分を準備し, 種数が p ≥ 2の閉曲面

のTeichmüller空間 Tpとモジュライ空間Mpを定義した. 最後にリーマン計量全体

M上の滑らかな曲線を定め, 基点Gでの接空間 TGMが対称 (0, 2)テンソル場全

体の空間であることを述べた.

第二章では, TGM上のL2計量 ⟨·, ·⟩L2(·)を定め, L2計量の滑らか性と正定値性を

示した. 次に, Ricciテンソルの無限小変形に関する定理から Lichnerowicz作用素

LGを導出し, 式に現れる余微分作用素 δGについて説明した. 各作用素の L2計量

に関する共役作用素を定めた後, 定曲率−1のリーマン計量全体M−1がMの部分

多様体になることを示し, 基点Gでの接空間 TGM−1を LGを用いて特徴付けた.

次に, TGMの元に対してTT性を定め, TTテンソルが実はTeichmüller空間の接

ベクトルと同一視できることを記述した. そして, TTテンソルとL2計量を用いて

Weil-Petersson計量 gwpを定義した. 最後に TTテンソルを抽出するための TGM
の L2分解定理を述べ, 証明の細部を補った.

第三章では,まずL2計量とWP計量からそれぞれ定まるLevi-Civita接続D,∇wp

の関係性を記述し, 接続の明示的な表示に関する主張で原論文 [17]の不備を修正す

る形の証明を与えた. 次に, WP測地線を定め, WP測地線をM−1上の接ベクトル

がTTテンソルであるような曲線（水平リフト）に対応できることを説明した. 最

後に, 水平リフトの二階微分を明示的に表す定理と証明を記述した.

第四章では, まず曲面上のDirichlet汎関数から調和写像の定義をし, 調和写像の

局所座標を用いた条件式（調和写像の方程式）を導出した. さらに等温座標から定

まる複素座標によって調和写像の方程式（調和写像の方程式の複素化）を述べ, 直

接計算による証明を行った. 次に, 調和写像の存在性と一意性に関する一般論を引

用し, 双曲計量と調和写像が対応付けられることを記述した. さらに双曲計量の滑

らかな変化に対して, 滑らかな調和写像の族が得られることも説明した. 次に, 双

曲計量に対するエネルギー関数（Wolf型Dirichletエネルギー）を調和写像のエネ

ルギー関数として定義した. この関数が可微分同相群の作用に関して不変である

ことを示し, Teichmüller空間上のエネルギー関数になることを説明した. 最後に,

上で定めたエネルギー関数がWP測地線に沿って凸関数であることを細部を補い

ながら証明した.

本論文では特に断らない限り, リーマン多様体や曲面, ベクトル場, テンソル場

6



はC∞級であるとする.
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1 Teichmüller 空間と計量空間の接空間

二次元有向曲面は等温座標の存在性から複素構造が定まり, 複素構造とリーマン

計量が一対一に対応する. よってTeichmüller空間はリーマン計量全体の空間を順

向な可微分同相群の恒等写像を含む連結成分によって割った空間とみることがで

きる. 特に種数 p ≥ 2の閉曲面の Teichmüller空間を考えると, 曲面上のリーマン

計量は定曲率−1のリーマン計量（双曲計量）に等角であるため, Teichmüller空間

は双曲計量全体を割った空間として捉えることができる.

この章では, 可微分同相群とその連結成分について説明し, 種数 p ≥ 2の閉曲面

のTeichmüller空間を定義する. 次にリーマン計量全体の空間上に滑らかな曲線を

定め, その接空間を記述する.

以後, Σを種数 p ≥ 2の閉曲面 (境界のないコンパクト有向曲面), Mを Σ上の

リーマン計量全体, M−1を Σ上の定曲率−1のリーマン計量（双曲計量）全体と

する.

1.1 可微分同相群

本節は, Teichmüller空間の定義に必要な可微分同相群とその連結部分群のひと

つを述べる.

可微分同相写像 f : Σ → Σが順向であるとは, 各 p0 ∈ Σのまわりの局所座

標 (U,φ)と f(p0)のまわりの局所座標 (V, ψ)に対して ψ ◦ f ◦ φ−1 のヤコビアン

Jf := J(ψ ◦ f ◦ φ−1)が正であるときをいう. ここで順向な可微分同相写像全体を

Diff(Σ)と表すと, 写像の合成に関して群をなす.

さらに次の位相に関してDiff(Σ)は位相群をなす. まず, Σの部分集合K,U に対

してDiff(Σ)の部分集合 [K,U ]を

[K,U ] := {f ∈ Diff(Σ) ; f(K) ⊂ U}

によって定める. そしてDiff(Σ)の位相Oを

O := {[K,U ] ⊂ Diff(Σ) ; Kはコンパクト, U は開集合 }

によって定める. この位相をコンパクト開位相という. ここで位相群Diff(Σ)の idΣ

を含む連結成分をDiff0(Σ)とおくと, 次のことが成立する.
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補題 1.1. Diff0(Σ)はDiff(Σ)の正規部分群である.

証明. ここでは正規部分群であることを示す. g ∈ Diff0(Σ)を任意にとると, ある

Diff(Σ)上の曲線 gtがあって g0 = idΣ, g1 = gを満たすものが存在する. h ∈ Diff(Σ)

を任意にとると, h ◦ gt ◦ h−1もまたDiff(Σ)の曲線であって

h ◦ g0 ◦ h−1 = idΣ, h ◦ g1 ◦ h−1 = h ◦ g ◦ h−1

を満たす. よって h ◦ g ◦ h−1 ∈ Diff0(Σ)である.

注意 1. Diff0(Σ)は idΣにホモトピックなDiff(Σ)の元からなることが知られてい

る [3].

1.2 Teichmüller空間, モジュライ空間

本節では種数 p ≥ 2の閉曲面ΣのTeichmüller空間を定義する.

G1, G2 ∈ M−1に対して ϕ ∈ Diff0(Σ)が存在して

G2 = ϕ∗G1

を満たすとき, G1とG2はDiff0(Σ)同値であるという. この関係はM−1上の同値

関係になるので商空間

Tp := M−1/Diff0(Σ)

が得られる. この Tpを種数 pのTeichmüller空間という. またDiff0(Σ)の代わり

にDiff(Σ)で割った商空間

Mp := M−1/Diff(Σ)

も定義できて, このMpを種数 pのモジュライ空間という.

注意 2. 上で定めたTeichmüller空間は滑らかな多様体であることが知られている

[15, Corollary2.4.6].
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1.3 Mの接空間

本節では, M上の曲線に滑らか性を定め, 接ベクトルを定義する. さらにその局

所表示を記述し, Mの接空間が対称 (0, 2)テンソル場全体の空間であることを説

明する.

G ∈ MとRの 0を含む開区間 Iをとる. M上の曲線 γ : I → Mが滑らかであ

るとは, 任意の開集合 U ⊂ Σと任意の U 上のベクトル場X, Y に対して

γ(X, Y ) : I × U → R, (γ(X, Y ))(t, q) := (γt)q(Xq, Yq)

がC∞級関数であるときをいう.

注意 3. M上の曲線の滑らか性は, 時間変数 tに関してだけの滑らか性ではない.

時間変数と空間変数の両方に関して滑らかであることが重要である.

次に, M上の滑らかな曲線からMの接ベクトルを定める. Gを通るM上の滑

らかな曲線 γtに対して

γ̇0 := lim
t→0

γt − γ0
t

と定めると, γ̇0はGでのMの接ベクトルである. 各 γtは特に対称 (0, 2)テンソル

場で, 対称 (0, 2)テンソル場全体の空間は線形空間であるため, 上の定義は意味を

持つ.

γ̇0の局所座標による表示を求める. p0 ∈ Σを任意にとり, p0のまわりの局所座

標を (U, (x1, x2))とする. このとき, γtが滑らかであるから I × U 上で定義された

滑らかな関数 (α·)ij(·), (1 ≤ i, j ≤ 2)があって

γt(q) =
2∑

i,j=1

(αt)ij(q)dx
idxj, q ∈ U

とかける. よって γ̇0の U 上での局所表示は

γ̇0(q) =
2∑

i,j=1

(α̇0)ij(q)dx
idxj, q ∈ U

となる. 注意すべきこととして, 接ベクトル γ̇0はテンソルの型と対称性を保つが

正定値性は保たない. なぜなら関数 (αt)ijの t微分が正値性を失うからである.
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したがってMのGでの接空間は対称 (0, 2)テンソル場の全体とみることができ

る. すなわち

TGM = {Σ上の対称 (0, 2)テンソル場全体 }

である. また接空間 TGMの元を計量Gの無限小変形という.

注意 4. 本論文では, Mが多様体であるかどうかを議論しない. それゆえにここで

定義した接空間は形式的なものである. しかし実際では, Mには対称 (0, 2)テンソ

ル場全体の空間の開部分多様体として Fréchet多様体構造が入り, 接空間が定義で

きることが知られている [15]. ここでいう Fréchet多様体構造とは, 多様体のモデ

ル空間を Fréchet空間（局所凸線形位相空間）とする多様体構造である.
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2 Weil-Petersson計量とL2分解定理

この章では, 最初にM上の L2計量を定め, M−1の接ベクトルを特徴付ける作

用素を導入し, L2計量に関する共役作用素もあわせて述べる. 次にM−1から Tpへ

の射影を用いて, Tpの接ベクトルをTTテンソルと呼ばれる TGM−1の元と同一視

できることを述べる. その後, Weil-Petersson計量をTTテンソルのL2計量として

定義する. 最後に対称 (0, 2)テンソル場から TTテンソルを得るために, TGMの

L2計量に関する分解定理を述べる.

2.1 L2計量

本節では, M上に L2計量を定める.

G ∈ Mをひとつ固定し, p0 ∈ Σと p0のまわりの局所座標 (U, (x1, x2))をとる.

このとき, h1, h2 ∈ TGMに対して U 上の関数を

< h1, h2 >G:=
2∑

i,j,k,l=1

Gij(h1)ikG
kl(h2)jl = Tr[G−1h1G

−1h2] (2.1)

によって定める. ただし, Gij は行列 (Gij)の逆行列の (i, j)成分を表す. この演算

は最右辺にあるように行列 [(Gij)((h1)ik)(G
kl)((h2)jl)]のトレースを表している. こ

の演算について次の補題を述べる.

補題 2.1. 式 (2.1)で定めた演算< h1, h2 >Gは p0のまわりの局所座標のとり方に

よらずに決まる.

証明. (V, (y1, y2))を p0のまわりの別の局所座標とする. このとき {xi}から {yk}
への座標変換の行列を P と表すと, U ∩ V 上で

(Gij) = t(P−1)(Gkl)P−1, ((hm)ij) = P ((hm)ij)
tP (m = 1, 2)

が成立する. 行列のトレースを計算すると

Tr
[
(Gij)((h1)ij)(G

ij)((h2)ij)
]

= Tr
[
t(P−1)(Gkl)P−1P ((h1)kl)

tP t(P−1)(Gkl)P−1P ((h2)kl)
tP
]

= Tr
[
t(P−1)(Gkl)((h1)kl)(G

kl)((h2)kl)
tP
]

= Tr
[
(Gkl)((h1)kl)(G

kl)((h2)kl)
]

が成立する. 最後の等式は行列のトレースの性質を用いた.
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上の演算の定義から, 任意の h ∈ TGMに対して, 各点の局所座標に関して

< h,G >G=
2∑

i,j=1

Gijhij

が成立する. 特に右辺を trGhと表し, さらにΣ上で

trGh = 0

を満たすとき, hはGに関してTrace freeまたはG-Trace freeという.

次に, M上の L2計量を定義する. G ∈ Mと h1, h2 ∈ TGMに対して,

⟨h1, h2⟩L2(G) :=

∫
Σ

< h1, h2 >G dµG

によって定まる演算 ⟨·, ·⟩L2(·)を L2計量という. ただし, dµGはGから定まる面積

測度とする. このとき, 被積分関数は各テンソルの滑らか性から Σ上滑らかにな

る. またΣのコンパクト性により, 積分値は有限値でこの定義は意味をもつ. さら

に次の命題が成立する.

命題 2.2. ⟨·, ·⟩L2(·)はM上のリーマン計量である.

証明. まず, Gに関する滑らか性を前章で定めたM上の滑らかな曲線を用いて示

す. 任意のG ∈ Mをとり, Gを通るM上の滑らかな曲線Gtをとる. このとき, 任

意の h, h′ ∈ TGtMに対して

⟨h, h′⟩L2(Gt) =

∫
Σ

Gij
t hikG

kl
t h

′
jl

√
det((Gt)ij) dx

1dx2

とかけて, Gtの滑らか性から被積分関数は tに関して滑らかである. したがって対

応
[
t 7→ ⟨·, ·⟩L2(Gt)

]
は滑らかであるので, L2計量はGに関して滑らかである.

次に線形性と対称性であるが, これは共に行列のトレースの線形性と対称性から

従う. よって以下では, 正定値性を示す. G ∈ Mを任意にとる. Σの局所座標とし

てGの等温座標を各点のまわりでとる. つまり, あるΣ上の正値関数 λがあって

Gij = λδij

とかける. このとき,

⟨h, h⟩L2(G) =

∫
Σ

< h, h >G dµG =

∫
Σ

2∑
i,j=1

(
1

λ2
h2ij

)
dµG ≥ 0

が成立する. 等号成立はすべての i, jに対して hij = 0が成立するとき, つまり, テ

ンソル場として h ≡ 0が成立するときである. よってL2計量は正定値である.
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2.2 Lichnerowicz作用素

本節では, M−1の接ベクトルを特徴付ける Lichnerowicz作用素を導出する. ま

た Lichnerowicz作用素の定義に現れる余微分作用素の説明も与える.

G ∈ Mをとり, GtをG0 = Gを満たすM上の滑らかな曲線とする. {∂i}i=1,2

を TΣの局所基底とする. つまり, Σ上のベクトル場であって各点 p0で Tp0Σの基

底になるものとする. このとき各 Gtはリーマン計量であるから, Gtから定まる

Levi-Civita接続∇tが一意的に存在する. さらに∇tから定まるテンソルを次のよ

うに定義する：

Christoffel記号 Γk
ij(t)

2∑
k=1

Γk
ij(t)∂k := ∇t

∂i
∂j

曲率テンソルRt

Rt(∂i, ∂j)∂k := ∇t
∂i
∇t

∂j
∂k −∇t

∂j
∇t

∂i
∂k −∇t

[∂i,∂j ]
∂k, [·, ·];Lie bracket

Ricci曲率テンソルRt

Rt(∂i, ∂j) :=
2∑

k,l=1

(Gt)
klGt(Rt(∂i, ∂k)∂l, ∂j) =

2∑
k,l=1

(Gt)
kl(Rt)ikjl

断面曲率 κt

κt :=
Gt(Rt(∂1, ∂2)∂2, ∂1)

Gt(∂1, ∂1)Gt(∂2, ∂2)−Gt(∂1, ∂2)2
.

Gtの tに関する滑らか性から, Rt, Rt, κtのいずれも tに関して滑らかになる. な

お, G0 = Gの Levi-Civita接続, Christoffel記号, 曲率テンソル, Ricci曲率テンソ

ル, 断面曲率を∇,Γk
ij,R, R, κとかくことにする.

Σは二次元曲面であるから, Σの各点で κはGauss曲率に一致し,

(Rt)ikjl = κt[(Gt)ij(Gt)kl − (Gt)ik(Gt)jl)]

が成立する (cf. [7, Lemma 3.3.3]). したがってRicci曲率テンソルは

(Rt)ij = κt

2∑
k,l=1

(Gt)
kl[(Gt)ij(Gt)kl − (Gt)ik(Gt)jl)] = κt(Gt)ij
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を満たす. さらにGtに関してトレースをとると

2κt =
2∑

i,j=1

(Gt)
ij(Rt)ij (2.2)

が成立する. ここでRicci曲率テンソルの無限小変形のトレースが

2∑
i,j=1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rt)ij(G0)
ij = −∆G(trGh) + δGδGh (2.3)

となることが知られている [1, Theorem1.174]. 以下, この式中の記号を説明する：

Σ上のC2級関数 f に対して,

∆Gf := divG(gradGf) = trG(HessGf)

によって定まる作用素∆GをGに関する Laplace作用素という. この作用素は負

の作用素といわれ, それは関数 f と∆Gf とのL2内積が負になることをさす. つま

り, 発散 divGの性質から

⟨f,∆Gf⟩L2(G) =

∫
Σ

f ∆Gf dµG =

∫
Σ

−G(gradGf, gradGf) dµG ≤ 0

が得られることに由来する.

kを正の整数とし, X1, · · · , XkはΣ上のベクトル場とする. Σ上の (0, k + 1)テ

ンソル場 αに対して, (0, k)テンソル場 δGαを

δGα(X1, · · · , Xk) := −
2∑

i,j=1

Gij(∇∂iα)(∂j, X1, · · · , Xk)

によって定める. このとき, テンソル場に対する作用素 δGをGに関する余微分作

用素という. この記号は [1, Definition1.56(c)]に倣ったものである. 特に, k = 0の

ときは

δGα = −
2∑

i,j=1

Gij(∇∂iα)(∂j)

によって定まる関数である.

以上の準備の下で, Lichnerowicz作用素を導出する. h := Ġ0 ∈ TGMとおく. 式

(2.3)と二つの等式

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Gt)
ij =

2∑
a,b=1

GiahabG
jb, Rij = κGij
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を用いて, 式 (2.2)の両辺を t微分すると,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

2κt =
2∑

i,j=1

[
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Rt)ij(G0)
ij + (R0)ij

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(Gt)
ij

]

= −∆G(trGh) + δGδGh− κ
2∑

i,j,a,b=1

GijG
iahabG

jb

= −∆G(trGh) + δGδGh− κ trGh

= (−∆G − κ) trGh+ δGδGh

を得る. ここで右辺を

LGh := (−∆G − κ) trGh+ δGδGh (2.4)

によって定める. これをGに関する Lichnerowicz作用素といい, LGは TGMか

らC∞(Σ)への線形作用素になる.

Gの無限小変形 hがGの定曲率変形であるとは, Σ上で

LGh = 0

を満たすことである. これはGを通るM上の曲線Gtから定まる断面曲率（Gauss

曲率）κtの t微分が 0になることである. すなわち, GtはG0 = Gの十分近くでは

Gの曲率を保っていることを意味する. また式 (2.3)と比較すると

2∑
i,j=1

(Ṙ0)ij(G0)
ij = κ trGh

が成立する.

注意 5. ここでは便宜上 {∂i}i=1,2を用いたが, 実際は各点で局所座標をとって考え

ればよい.

2.3 L2共役作用素

本節では, まず計量のベクトル場による変形である Lie微分を定義し, 余微分作

用素とL2共役の関係になることを示す. また無限小変形に対するDivergence free

（Transverce）性を定め, 先の Lie微分を用いて説明する. 最後に, Lichnerowicz作

用素の L2共役を明示的に述べる.
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G ∈ Mをひとつ固定し, XをΣ上のベクトル場とする. このXに対してDiff(Σ)

の 1助変数変換群 {ϕt}が存在する. このとき, LXGを

LXG :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ∗
tG (2.5)

によって定めると, 対称 (0, 2)テンソル場になる. これをGのXによるLie微分と

いい, 任意のベクトル場 Y, Z ∈ X(Σ)に対して

LXG(Y, Z) = XG(Y, Z)−G(LXY, Z)−G(Y, LXZ)

が成立する [7, p.52]. ここで, 対称 (0, 2)テンソル場 hが任意のΣ上のベクトル場

Xに対して

⟨LXG, h⟩L2(G) = 0

を満たすとき, hは Diff0(Σ)作用に L2 直交するという. これを満たす hは Gの

Diff0(Σ)による軌道空間に直交するという意味で, hは横断的 (Transverce)であ

るという. この横断性がDivergence freeと対応することは後に説明する.

補題 2.3. G ∈ Mとし, XをΣ上のベクトル場, hを対称 (0, 2)テンソル場とする.

このとき, あるΣ上のベクトル場Zが存在し, 任意の p0 ∈ Σに対して

2 (divGZ)(p0) =< h,LXG >G(p0) −2 (δGh(X))(p0) (2.6)

が成立する.

証明. 以下の計算では p0 ∈ Σを省略する. Gの Lie微分を TΣの局所基底 {∂i}i=1,2

によって表示すると

(LXG)ij = XGij −G(LX∂i, ∂j)−G(∂i, LX∂j)

= XGij −G([X, ∂i], ∂j)−G(∂i, [X, ∂j])

= G(∇∂iX, ∂j) +G(∂i,∇∂jX)

とかける.
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主張の右辺の各項を計算する. 第一項は

< h,LXG >G =
2∑

i,j,k,l=1

GijGkl(LXG)ikhjl

= 2
2∑

i,j,k,l=1

GijGklG(∇∂iX, ∂k)hjl

= 2
2∑

i,j,k,l=1

GijGkl

{
2∑

a,b=1

XaΓb
iaGbk +

2∑
a=1

(∂iX
a)Gak

}
hjl

= 2
2∑

i,j,k=1

Gij

{
Xk

2∑
l=1

Γl
ikhjl + (∂iX

k)hjk

}

である. 第二項は

δGh(X) = −
2∑

i,j=1

Gij(∇∂ih)(∂j, X)

= −
2∑

i,j,k=1

Gij
{
∂i(X

khjk)−Xkh(∇∂i∂j, ∂k)− h(∂j,∇∂iX)
}

= −
2∑

i,j,k=1

GijXk

(
∂ihjk −

2∑
l=1

Γl
ijhlk −

2∑
l=1

Γl
ikhjl

)

である. よって右辺は

< h,LXG >G(x) −2δGh(X)

= 2
2∑

i,j,k=1

Gij(∂iX
k)hjk + 2

2∑
i,j,k=1

GijXk

(
∂ihjk −

2∑
l=1

Γl
ijhlk

)

となる.

次に, 主張のベクトル場Zを具体的に構成する. まず, hとXから定まるベクト

ル場を構成する. Σ上の (0, 1)テンソル場 αを

α(·) := h(X, ·)

によって定める. Gに関する共役を考えることで, ベクトル場 α♯で任意の Σ上の

ベクトル場 Y に対して

α(Y ) = G(α♯, Y )
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を満たすものが唯一存在する. ここで α♯の局所表示を求めると

α♯ =
2∑

i,j,k=1

GjkhijX
i∂k

となる.

次に divα♯を計算すると, ∇と ♯の可換性に注意すれば

divα♯ :=
2∑

i,j=1

GijG
(
∇∂i(α

♯), ∂j
)

=
2∑

i,j=1

GijG
(
(∇∂iα)

♯, ∂j
)

=
2∑

i,j=1

Gij (∇∂iα)(∂j)

=
2∑

i,j=1

Gij{∂i(h(X, ∂j))− h(X,∇∂i∂j)}

=
2∑

i,j=1

Gij

[
2∑

k=1

{
(∂iX

k)hkj +Xk(∂ihkj)
}
−

2∑
k,l=1

XkΓl
ijhkl

]

=
2∑

i,j,k=1

Gij(∂iX
k)hkj +

2∑
i,j,k=1

GijXk

(
∂ihkj −

2∑
l=1

Γl
ijhkl

)

を得る. hの対称性を用いて, 右辺の局所表示と比較すると,

2 divα♯ =< h,LXG >G(x) −2 δGh(X)

が成り立つ. Zとして α♯をとればよい.

系 2.4. 任意のΣ上のベクトル場Xに対して

⟨h, LXG⟩L2(G) = 2 ⟨δGh,X⟩L2(G) (2.7)

が成立する. ただし, 右辺は

⟨δGh,X⟩L2(G) =

∫
Σ

δGh(X) dµG

であり, (0, 1)テンソル場とベクトル場に対するGでの L2計量である.

証明. 補題 2.3の両辺をΣで積分すると, 左辺はGaussの発散定理によって消滅す

る. よって主張が成り立つ.
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注意 6. 前節では (0, 2)テンソル場に対する L2計量のみを定義したが, (0, 1)テン

ソル場やベクトル場に対するL2計量も自然に定義できる. すなわち, Σ上の (0, 1)

テンソル場 α, β, Σ上のベクトル場X, Y に対して各点G ∈ MでのL2計量はそれ

ぞれ

⟨α, β⟩L2(G) :=

∫
Σ

2∑
i,j=1

Gijαiβj dµG, ⟨X,Y ⟩L2(G) :=

∫
Σ

G(X, Y ) dµG

によって定まる. ただし, αi := α(∂i), βj := β(∂j)である. ここでGに関する共役

記号 ♯を用いると,

2∑
i,j=1

Gijαiβj = α(β♯) = β(α♯) = G(α♯, β♯)

が成立し, 上の二つの L2計量は対応しあう. また, (0, 1)テンソル場とベクトル場

のGでの L2計量は

⟨δGh,X⟩L2(G) :=

∫
Σ

G
(
(δGh)

♯, X
)
dµG =

∫
Σ

δGh(X) dµG

と定義できるため, 上の主張内のただし書きは自然な等式である. ちなみにΣ上の

関数 f, gに対するGでの L2計量は

⟨f, g⟩L2(G) :=

∫
Σ

fg dµG

と定義できる.

ここで対称 (0, 2)テンソル場 hが

δGh(X) = 0

を満たすとき, hはGに関してDivergence freeまたはG-Divergence freeとい

う. この概念は系 2.4によって先に定義した横断性と同値になることがすぐにわか

る. すなわち,

δGh(X) = 0 ⇔ ⟨h, LXG⟩L2(G) = 0

である. よってこの意味で, Divergence freeはTransverceとも表現される.

系 2.4から任意の (0, 2)テンソル場 hに対して

⟨h, δ∗GX⟩L2(G) = ⟨δGh,X⟩L2(G) =
1

2
⟨h, LGX⟩L2(G)

20



であるから, 余微分作用素の L2共役は

δ∗GX =
1

2
LXG (2.8)

とかける. また次の補題から, (0, 1)テンソル場や関数に対する余微分作用素の L2

共役も明示的にかける.

補題 2.5. Σ上の (0, 1)テンソル場 αとΣ上の関数 f に対して

　δ∗Gα =
1

2
Lα♯G, δ∗Gf = df

が成立する.

証明. 注意 6での定義にしたがってそれぞれ計算する. Σ上の任意の対称 (0, 2)テ

ンソル場 hに対して,

⟨h, δ∗Gα⟩L2(G) = ⟨δGh, α⟩L2(G)

=

∫
Σ

δGh(α
♯) dµG

=

∫
Σ

1

2
< h,Lα♯G >G −divG((h(α

♯, ·))♯) dµG

= ⟨h, 1
2
Lα♯G⟩L2(G)

が成立する.

次に, 任意のΣ上の (0, 1)テンソル場 βをに対して,

⟨β, δ∗Gf⟩L2(G) = ⟨δGβ, f⟩L2(G)

=

∫
Σ

f δGβ dµG

=

∫
Σ

−f
2∑

i,j=1

Gij(∇∂iβ)(∂j) dµG

=

∫
Σ

−f
2∑

i,j=1

GijG((∇∂iβ)
♯, ∂j) dµG

=

∫
Σ

−f
2∑

i,j=1

GijG(∇∂iβ
♯, ∂j) dµG

=

∫
Σ

−f divGβ♯ dµG

=

∫
Σ

G(gradGf, β
♯) dµG = ⟨β, df⟩L2(G)

が成立する.
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最後に Lichnerowicz作用素の L2共役を求める. 実は今までの準備の下で, すぐ

に計算によって求めることができる. この作用素は後のL2分解定理で述べるよう

に, TGMの元を TGM−1に対する直交成分, つまり, (TGM−1)
⊥の元に移す重要な

作用素である.

補題 2.6. Σ上のC2級関数 f に対して,

L∗
Gf = {(−∆G − κ)f}G+HessGf

が成立する. ただし, HessGf はΣ上のベクトル場X, Y に対して

HessGf(X, Y ) := G(∇X(gradGf), Y )

によって定まるものとする.

証明. Laplace作用素∆Gは L2共役に関して自己共役作用素であるから

⟨f,LGh⟩L2(G) = ⟨f, (−∆G − κ)TrGh⟩L2(G) + ⟨f, δGδGh⟩L2(G)

= ⟨(−∆G − κ)f, TrGh⟩L2(G) + ⟨f, δGδGh⟩L2(G)

= ⟨(−∆G − κ)f G, h⟩L2(G) + ⟨f, δGδGh⟩L2(G)

が成立する. 問題は第二項であるが, 実際は等式

HessGf =
1

2
L[(df)♯]G

を示せばよい. なぜなら, これが示されると

⟨f, δGδGh⟩L2(G) = ⟨δ∗Gδ∗Gf, h⟩L2(G)

= ⟨δ∗G(−df), h⟩L2(G)

=

⟨
1

2
L[(df)♯]G, h

⟩
L2(G)

= ⟨HessGf, h⟩L2(G)

が成立するからである.

以下, HessGf = 1
2
L[(df)♯]Gを示す. (df)♯ = gradGf であるから, 任意のΣ上のベ

クトル場X, Y に対して

L[(df)♯]G(X, Y ) = G(∇X(gradGf), Y ) +G(X,∇Y (gradGf))

= HessGf(X, Y ) + HessGf(Y,X)

= 2HessGf(X,Y )
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が成立する. X,Y は任意だったので,

HessGf =
1

2
L[(df)♯]G

を得る.

2.4 部分多様体としてのM−1

本節では, M−1がMの部分多様体であることを証明する. 具体的には各計量の

断面曲率をM上の関数とみたときの正則値を用いて, 部分多様体になることを示

す. 最後にM−1の接空間について関連する命題を述べ, M−1の接ベクトルである

TTテンソルを定義する.

リーマン計量Gの断面曲率 κGを用いて, MからC∞(Σ)への写像Kを

K(G) := κG

によって定める. 計量Gが滑らかに変化するとき, Kも滑らかに変化する (2.2節).

すなわち, Kの微分が定義できる.

補題 2.7. Kを上で定めた写像とし, G0 ∈ Mとする. このとき, G0の任意の無限

小変形 hに対して

DG0K(h) =
1

2
LG0h

が成立する.

証明. 写像の微分の定義に基づいて計算する. 任意の h ∈ TG0Mに対して, G0を

通 hの積分曲線Gtをとると

DG0K(h) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

K(Gt)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

κt

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

1

2
(Gt)

ij(Rt)ij =
1

2
LG0h

を得る.

この写像Kの性質で重要なことは次のことである.
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補題 2.8. f−1をΣ上で−1をとる定値関数とする. このとき, K−1(f−1)の任意の

点Gに対してKの微分DGKは全射になる.

証明. G ∈ K−1(f−1)を任意に固定する. 上の補題からLGの全射性を示せばよい.

まず, L2共役作用素L∗
Gの単射性を示す. f ∈ KerL∗

Gを任意にとると,

0 = ⟨L∗
Gf, fG⟩L2(G)

=

∫
Σ

f trG(L∗
Gf) dµG

=

∫
Σ

f [(−∆G + 1)f ] trGG+ f trG(HessGf) dµG

=

∫
Σ

2f (−∆G + 1)f + f ∆Gf dµG

=

∫
Σ

−f∆Gf + 2f 2 dµG

=

∫
Σ

G(gradGf, gradGf) + 2f 2 dµG

を得る. よって被積分関数が非負値であるから, f ≡ 0が成立する. L∗
Gは線形写像

であってKerL∗
G = {0}となるから, L∗

Gは単射である.

次にLG全射性を示すが, L2計量によって

C∞(Σ) = ImLG ⊕L2 (ImLG)
⊥

と直和分解できるので, (ImLG)
⊥ = {0}を示せばよい. g ∈ (ImLG)

⊥を任意にとる

と, LGL∗
Gg ∈ ImLGであるから

0 = ⟨g,LGL∗
Gg⟩L2(G) = ⟨L∗

Gg,L∗
Gg⟩L2(G)

が成立し, L2計量の正定値性から

L∗
Gg = 0

が成立する. よって (ImLG)
⊥ ⊂ KerL∗

Gとなる. ここでL∗
Gは単射であったから

(ImLG)
⊥ = {0}

となって, LGが全射であることがわかる.

この補題から f−1はKの正則値になり, またKの定義からM−1 = K−1(f−1)で

あるので, M−1はMの部分多様体になる. 以上から, M−1に多様体構造が入り,

その接空間を考えることができる.

最後に, Divergence free性を持つ無限小変形についての命題を述べる.
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命題 2.9. G ∈ M−1とし, GtをG0 = Gを満たすM上の滑らかな曲線とする. さ

らにGの無限小変形 h := Ġ0がG-Divergence freeであると仮定する. このとき, h

が定曲率変形であることとG-Trace freeであることは同値である.

証明. hがGに関してDivergence freeであることを用いると, 式 (2.4)から

LGh = (−∆G + 1)trGh

が成立する. trGh = 0ならばLGh = 0であることはすぐにわかる.

逆にLGh = 0を仮定すると, Laplace作用素が負であることから

0 =

∫
Σ

{(−∆G + 1)trGh} trGh dµG

=

∫
Σ

G(gradG(trGh), gradG(trGh)) + (trGh)
2 dµG

が成立し, trGh = 0がわかる.

Gの無限小変形 hがGに関してTrace freeかつDivergence freeであるとき, hを

Gに関してTTテンソルであるという. これは Lichnerowicz作用素の定義もしく

は上の命題から, すぐにGの定曲率変形であることがわかる. またここで「テンソ

ル」と表現しているのはM−1上のテンソルという意味であり, Σ上では

trGh = 0, δGh = 0

を満たす対称 (0, 2)テンソル場である.

2.5 Weil-Petersson計量

本節では, M−1の接空間の垂直成分,水平成分とよばれる二つの部分空間を述べ,

関連する定理を述べる. この定理から水平成分がTTテンソルの空間として特徴付

けられることを述べる. さらに射影を通じて水平成分の元がTeichmüller空間の接

ベクトルと対応することから, Weil-Petersson計量を L2計量を用いて定義する.

ΠをM−1から Tpへの標準的な射影とする. 各G ∈ M−1に対して

VG := {h ∈ TGM−1 ; dΠG(h) = 0} = ker(dΠG) (2.9)

HG := {h ∈ TGM−1 ; v ∈ VG ⇒ ⟨h, v⟩L2(G) = 0} = (VG)
⊥ (2.10)
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を定める. このとき, VGを TGM−1の垂直成分, HGを TGM−1の水平成分という.

このとき定め方から

TGM−1 = HG ⊕L2 VG

である. 次に, 垂直成分についての定理を述べる.

定理 2.10 (垂直成分の表示, [15]). TGM−1の垂直成分はベクトル場による Gの

Lie微分全体の空間に一致する. すなわち,

VG = {LXG ; XはΣ上のベクトル場 }

が成立する.

注意 7. この定理の証明のスケッチを述べる. まず, Diff0(Σ)がM−1に自由に作

用することから, GのDiff0(Σ)作用における軌道空間はM−1の部分多様体になる.

よって軌道空間のGでの接空間を考えると dΠGの kernelに等しい. さらにこの接

空間が Gのベクトル場による Lie微分全体の空間に一致することから, 垂直成分

はGのベクトル場によるLie微分全体の空間で表せることがわかる. 詳しくは [15,

pp.38-45]を参照いただきたい.

補題 2.11 (水平成分の表示). TGM−1の水平成分はGに関するTTテンソルから

なる. すなわち,

h ∈ HG ⇔ trGh = 0 , δGh = 0

である.

証明. h ∈ HGを任意にとる. このとき, 任意の v ∈ VGに対して

⟨h, v⟩L2(G) = 0

を満たす. 定理 2.10より, Σ上のベクトル場Xが一意的に存在して

δGh(X) = ⟨h, LXG⟩L2(G) = 0

を満たす. よって hは divergence-freeである. さらに hは定曲率変形であるから,

命題 2.9が適用できて

trGh = 0
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を得る. したがって, hはGに関するTTテンソルである.

逆に hがGに関する TTテンソルであるとすると, 任意の Σ上のベクトル場 Y

に対して

0 = δGh(Y ) = ⟨h, LYG⟩L2(G)

を満たすので, 定理 2.10より任意の v ∈ VGに対して

⟨h, v⟩L2(G) = 0

を満たす.

以上の準備の下で, Weil-Petersson計量を次のように定義することができる. な

ぜならΠのGでの微分を考えると, Tpの接ベクトルは射影を通じて水平成分の元

が対応するからである (cf. [15, Theorem 5.1.1]).

定義 2.12 (Weil-Petersson計量, [17]). σ ∈ Tpをとる. v, w ∈ TσTpに対して

(gwp)σ(v, w) := ⟨hv, hw⟩L2(G)

と定める. ただし, Gは σの代表元で hv, hwは v, wに対応するHGの元, すなわち,

Gに関するTTテンソルである.

補題 2.13. 上の定義はwell-definedである. つまり, 任意の二点G,G′ ∈ Π−1(x̃)と

任意の v, w ∈ TσTpに対して

⟨hv, hw⟩L2(G) = ⟨h′v, h′w⟩L2(G′)

を満たす. ただし, v = dΠG(hv) = dΠG′(h′v), w = dΠG(hw) = dΠG′(h′w)とする.

証明. G,G′は同じ同値類に含まれるので, ある ϕ ∈ Diff0(Σ)があって

G′ = ϕ∗G

を満たす. ϕは水平成分HGからHG′への写像Φを

Φ(h) := ϕ∗h, h ∈ HG

によって誘導する. この写像Φは全単射である. なぜなら ϕは逆写像 ϕ−1を持つの

で, Φの逆写像が

Φ−1(h′) := (ϕ−1)∗h′ = (ϕ∗)−1h′, h′ ∈ HG′
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によって定まるからである.

次に, ϕ∗hがG′に関するTTテンソルになることを示す. h ∈ HGを任意にとる

と, hはGに関するTTテンソルである. 局所座標による行列表示を用いると,

Tr
[
(ϕ∗G)−1(ϕ∗h)

]
= Tr

[
(Jϕ)−1G−1 t(Jϕ)−1 t(Jϕ)h(Jϕ)

]
= Tr

[
(Jϕ)−1G−1h(Jϕ)

]
= Tr

[
G−1h

]
= 0

が成立する. よって, ϕ∗hはG′-Trace freeである.

一方, 任意のΣ上のベクトル場Xに対して

⟨δϕ∗Gϕ
∗h,X⟩L2(ϕ∗G) = ⟨ϕ∗h, δ∗ϕ∗GX⟩L2(ϕ∗G)

= ⟨ϕ∗h,
1

2
LX(ϕ

∗G)⟩L2(ϕ∗G)

= ⟨ϕ∗h,
1

2
ϕ∗(LXG)⟩L2(ϕ∗G)

= ϕ∗⟨h, 1
2
Lϕ∗XG⟩L2(G)

= 0

が成立する. X の任意性より, δϕ∗G=G′ϕ∗h = 0を得る. 第三等式で LX(ϕ
∗G) =

ϕ∗(Lϕ∗XG)を用いたが, これは Levi-Civita接続∇と等長写像 ϕの関係式

ϕ∗(∇G
YZ) = ∇ϕ∗G

ϕ∗Y
ϕ∗Z

から従う. つまり, 任意のΣ上のベクトル場 Y, Zに対して

{LX(ϕ
∗G)}(Y, Z) = (ϕ∗G)(∇G′

Y X,Z) + (ϕ∗G)(Y,∇G′

Z X)

= G(ϕ∗(∇G
YX), ϕ∗Z) +G(ϕ∗Y, ϕ∗(∇G

ZX))

= Lϕ∗XG(ϕ∗Y, ϕ∗Z)

= {ϕ∗(Lϕ∗XG)}(Y, Z)

が成立する.

よって仮定の hv ∈ HGに対する積分曲線Gtをとると,

dΠG′(Φ(hv)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Π(ϕ∗Gt)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Π(Gt)

= dΠG(hv)
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が成立する. v = dΠG(hv) = dΠG′(h′v)を満たすので,

dΠG′(h′v − Φ(hv)) = dΠG′(h′v)− dΠG(hv) = 0

が成立する. 特に dΠG′のHG′への制限は単射であるから

h′v = Φ(hv) = ϕ∗hv

が得られる. 同様にして, h′w = Φ(hw) = ϕ∗hwも得られる. したがって

⟨h′v, h′w⟩L2(G′) = ⟨ϕ∗hv, ϕ
∗hw⟩L2(ϕ∗G)

=

∫
Σ

Tr
[
(ϕ∗G)−1(ϕ∗hv)(ϕ

∗G)−1(ϕ∗hw)
]
dµϕ∗G

=

∫
Σ

Tr
[
G−1hvG

−1hw
]
dµG

= ⟨hv, hw⟩L2(G)

が成立する. 第三等式で dµϕ∗G = dµGを用いたが, これは行列の detについて

det[(ϕ∗G)] = det
[
t(Jϕ)G(Jϕ)

]
= det[G]

が成立することから従う.

上で定めた計量 gwpをWeil-Petersson計量といい,これはTp上のリーマン計量

になる. さらにWeil-Petersson計量は定め方から, Gに関するTTテンソル hv, hw

に対して

(Π∗gwp)G(hv, hw) = gwp(x̃)(dΠG(hv), dΠG(hw)) = ⟨hv, hw⟩L2(G)

を満たす. すなわち, Πはリーマン沈めこみになる.

2.6 L2分解定理

本節では, Mの接空間のL2計量に関する分解定理を述べる. この定理から対称

(0, 2)テンソル場からTTテンソルが得られることを示す.

定理 2.14 (L2分解定理, [17, Theorem 3.3]). G ∈ Mとし, h ∈ TGMとする. こ

のとき, Gと hに依存するΣ上のベクトル場Xと滑らかな関数 f が一意的に存在

して,

h− LXG− L∗
Gf (2.11)

はGに関するTTテンソルになる.
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注意 8. この定理は L2計量による直和分解

TGM = (TGM)TT ⊕L2 {LXG ∈ TGM ; X ∈ X(Σ)} ⊕L2 (TGM−1)
⊥

ができることを意味する. ただし

(TGM)TT := {h ∈ TGM ; trGh = 0, δGh = 0}

である. 前節で定義した TGM−1の水平成分と垂直成分を用いると

TGM = HG ⊕L2 VG ⊕L2 (TGM−1)
⊥

に他ならない.

定理の証明の前に, ひとつ補題を述べる

補題 2.15. Lichnerowicz作用素 LGと余微分作用素 δGに対して, 次の二つが成立

する：

1. 任意のベクトル場 Zに対して, LG(LZG) = 0.

2. 任意のC2級関数 ϕに対して, δG(L∗
Gϕ) = 0.

証明. まず, 1を示す. LZGは特に TGM−1の元であるから,

LG(LZG) = 0

を満たす. 次に 2を示す. 任意のΣ上の (0, 1)テンソル場 αをとると,

⟨δG(L∗
Gϕ), α⟩L2(G) = ⟨L∗

Gϕ, δ
∗
Gα⟩L2(G)

=

⟨
ϕ,LG

(
1

2
Lα♯G

)⟩
L2(G)

= 0

が成立する. したがって αの任意性から

δG(L∗
Gϕ) = 0

を得る.
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定理 2.14の証明. h ∈ TGMを任意にとる. このとき,

hTT := h− LXG− L∗
Gf

によって定まる (0, 2)テンソルはGに関するTTテンソルになる. ただし, 式中の

Σ上のベクトル場Xと関数 f は

δGh− 2δGδ
∗
GX = 0, (2.12)

LGh− LGL∗
Gf = 0 (2.13)

を満たすものである.

まず, ベクトル場Xと関数 f が hに対してそれぞれ一意的に定まることを示す.

δGδ
∗
GとLGL∗

Gはともに定義から自己共役作用素である. 一意性はLGL∗
Gと δGδ

∗
Gが

それぞれ全単射であることを示せばよいが, 実は自明核を持つことを示せば十分で

ある. なぜなら自明核を持つ自己共役作用素は, Fredholmの択一定理 [12, 系 3.53]

が適用できて, LGL∗
Gと δGδ

∗
Gはそれぞれ全射になる.

よって以下では, LGL∗
Gと δGδ

∗
Gが自明核を持つことを示す. Y ∈ Ker(δGδ

∗
G)と

すると,

0 = ⟨δGδ∗GY, Y ⟩L2(G)

= ⟨δ∗GY, δ∗GY ⟩L2(G)

=
1

4
⟨LYG,LYG⟩L2(G)

⇔ LYG = 0

となる. Gが双曲計量であることから Yano-Bochnerの定理 [19, Theorem 3.3]に

よって, LYG = 0となる非自明なベクトル場は存在しないので

Ker(δGδ
∗
G) = {0}

を得る. 一方, g ∈ Ker(LGL∗
G)をとると,

0 = ⟨LGL∗
Gg, g⟩L2(G)

= ⟨L∗
Gg,L∗

Gg⟩L2(G)

⇔ L∗
Gg = 0

となる. ここで補題 2.8の証明中で, L∗
Gは単射であることはすでに示されている

ので

Ker(LGL∗
G) = {0}
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を得る. よって, LGL∗
Gと δGδ

∗
Gはそれぞれ自明核を持つ自己共役作用素である.

次に, (TGM−1)
⊥の元について述べる. 任意の h′ ∈ TGM−1をとると LGh

′ = 0

であるから, 任意のC2級関数 ϕに対して

⟨L∗
Gϕ, h

′⟩L2(G) = ⟨ϕ,LGh
′⟩L2(G) = 0

が成立する. よってL∗
Gf ∈ (TGM−1)

⊥であることがわかる.

次に hTT と各成分との L2直交性を示す. それぞれ計算を行うと,

⟨hTT , LXG⟩L2(G)

= ⟨h, LXG⟩L2(G) − ⟨LXG,LXG⟩L2(G) − ⟨L∗
Gf, LXG⟩L2(G)

= 2 ⟨h, δ∗GX⟩L2(G) − 4 ⟨δ∗GX, δ∗GX⟩L2(G) − ⟨f,LG(LXG)⟩L2(G)

= 2 ⟨δGh− 2 δGδ
∗
GX,X⟩L2(G)

= 0

⟨hTT ,L∗
Gf⟩L2(G)

= ⟨h,L∗
Gf⟩L2(G) − ⟨LXG,L∗

Gf⟩L2(G) − ⟨L∗
Gf,L∗

Gf⟩L2(G)

= ⟨LGh, f⟩L2(G) − ⟨LG(LXG), f⟩L2(G) − ⟨f,LGL∗
Gf⟩L2(G)

= ⟨LGh− LGL∗
Gf, f⟩L2(G)

= 0

となる. 途中の等式に補題 2.15とベクトル場Xと関数 f の満たす条件を用いた.

最後にhTT がGに関するTTテンソルになることを示す. Gに関してDivergence

freeであることは直接計算で

δGh
TT = δGh− δG(LXG)− δG(L∗

Gf)

= δGh− 2 δG(δ
∗
GX)

= 0

が得られることから従う. 途中の等式に補題 2.15とXの条件を用いた. さらにhTT

がGの定曲率変形であることも直接計算で,

LGh
TT = LGh− LG(LXG)− LGL∗

Gf

= LGh− LGL∗
Gf

= 0
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が成立することから従う. 途中の等式に補題 2.15と f の条件を用いた. よって命

題 2.9を適用すると, hTT はGに関してTrace freeになる.

注意 9. 原論文 [17]ではベクトル場Xの条件式は

−δGh = δGδ
∗
GX

となっているが, 本論文では計算をする中で条件式の誤植を修正した.

この定理によって, TGMから (TGM−1)
⊥への直交射影 PGを

PG(h) := L∗
Gf (2.14)

によって定めることができる. ただし, f はを条件式 (2.13)満たす C2級関数であ

る. LGの線形性と条件式 (2.13)の解の一意性から, 直交射影PGも線形写像になる

ことがわかる.
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3 Levi-Civita接続

この章では, L2計量から定まる Levi-Civita接続を定義し, 定値ベクトル場に対

する明示的な表示を与える. さらにWeil-Pertersson計量から定まるLevi-Civita接

続を考え, Teichmüller空間上の測地線を定義する. この測地線に対応するM−1上

の曲線である水平リフトの存在を述べ, その二階微分を求める.

3.1 計量空間上のLevi-Civita接続

Hが h ∈ TGMを始点とする定値ベクトル場であるとは,

∀G′ ∈ M ; HG′ = h

を満たすことである. 実際, HはM上のベクトル場になる. なぜなら, Mの各点

での接空間は空間として違いがない, つまり, 接ベクトルが計量に依存しない対称

(0, 2)テンソル場であるからである.

命題 3.1 (cf. [17, Lemma 3.1]). DをM上のL2計量 ⟨·, ·⟩L2から定まるLevi-Civita

接続する. G ∈ Mとし, h1, h2 ∈ TGMをとる. H1, H2を h1, h2を始点とする定値

ベクトル場とする. このとき, 接続Dについて

(DH1H2)G = −1

2
(h1G

−1h2 + h2G
−1h1)

+
1

4
(< h1, G >G h2+ < h2, G >G h1− < h1, h2 >G G) (3.1)

が成立する. ただし, hG−1h′は局所座標 (x1, x2)によって

hG−1h′ =
2∑

i,j=1

2∑
k,l=1

hikG
klh′ljdx

idxj

と表されるテンソル場とする.

証明. h3 ∈ TGMを任意にとり, H3を h3を始点とする定値ベクトル場とする. こ

のとき Lie bracket[Hi, Hj]は常に 0であるから, Levi-Civita接続は

⟨DH1H2, H3⟩L2 =
1

2
{H1⟨H2, H3⟩L2 +H2⟨H3, H1⟩L2 −H3⟨H1, H2⟩L2} (3.2)

34



とかける. 以下, この右辺を計算する. まず, 式 (3.2)の第一項を計算する. GtをG

を通る h1の積分曲線とすると,

(H1)G⟨H2, H3⟩L2(·)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
Σ

Tr(G−1
t h2G

−1
t h3) dµGt

=

∫
Σ

Tr[(−G−1h1G
−1)h2G

−1h3 +G−1h2(−G−1h1G
−1)h3] dµG

+

∫
Σ

Tr(G−1h2G
−1h3)

1

2
trGh1 dµG

= ⟨−h1G−1h2, h3⟩L2(G) + ⟨−h2G−1h1, h3⟩L2(G) +

⟨
1

2
< h1, G >G h2, h3

⟩
L2(G)

= ⟨−h1G−1h2 − h2G
−1h1 +

1

2
< h1, G >G h2, h3⟩L2(G)

を得る. 式 (3.2)の第二項は第一項の添字の取りかえるだけでよい. 第三項は行列

のトレースの可換性と L2計量の線形性を用いて

(H3)G⟨H1, H2⟩L2(·)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
Σ

Tr(G−1
t h1G

−1
t h2) dµGt

=

∫
Σ

Tr[(−G−1h3G
−1)h1G

−1h2 +G−1h1(−G−1h3G
−1)h2] dµG

+

∫
Σ

Tr(G−1h1G
−1h2)

1

2
trGh3 dµG

= ⟨−h1G−1h2 − h2G
−1h1, h3⟩L2(G) +

⟨
1

2
< h1, h2 >G G, h3

⟩
L2(G)

= ⟨−h1G−1h2 − h2G
−1h1 +

1

2
< h1, h2 >G G, h3⟩L2(G)

を得る. よって式 (3.2)の各項に代入すると, h3の任意性から

(DH1H2)G = −1

2
(h1G

−1h2 + h2G
−1h1)

+
1

4
(< h1, G >G h2+ < h2, G >G h1− < h1, h2 >G G)

であることがわかる.

注意 10. 原論文 [17]では,

Dh1h2 = −1

2
h1G

−1h2 −
1

2
h2G

−1h1
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と記述されている. 原論文の証明では h1, h2, h3にG-Trace freeを仮定し

⟨Dh1h2 +
1

2
h1G

−1h2 +
1

2
h2G

−1h1, h3⟩L2(G) = 0

を得た後に, [Dh1h2 +
1
2
h1G

−1h2 +
1
2
h2G

−1h1]にG-Trace freeであるとして結論を

得た. しかし実際は [Dh1h2 +
1
2
h1G

−1h2 +
1
2
h2G

−1h1]はG-Trace freeでない. よっ

て本論文では前提条件のG-Trace free性を仮定せずに計算を行うことで, 主張を修

正することができた. なお, この修正は後の水平リフトの二階微分 [定理 3.3]のベ

クトル場Z0の取り方に影響が出る (定数倍の違いが出る)が, 測地的凸性の証明の

中ではこの影響は消滅してしまう [補題 4.11].

この命題から特に, G-Trace freeな h ∈ TGMと hを始点とするM上の定値ベ

クトル場Hをとれば

(DHH)G = −hG−1h− 1

4
< h, h >G G

が成立する.

補題 3.2. hをGに関して Trace freeな対称 (0, 2)テンソル場とし, H を hを始点

とする定値ベクトル場とする. このとき, (DHH)Gは TGM−1の水平成分と L2直

交する.

証明. TGM−1の水平成分 h′を任意にとる. 各点で局所座標をとり, 行列

A :=

(
2∑

k=1

Gikhkj

)
, B :=

(
2∑

k=1

Gikh′kj

)

を定めると, ともにTrace freeな対称行列になる. このとき, 行列の計算によって,

Tr(A2B) = 0

が成立する. よって L2計量の定義から

⟨(DHH)G, h
′⟩L2(G) = −

∫
Σ

Tr(G−1hG−1hG−1h′) dµG −
⟨
1

4
< h, h >G G, h

′
⟩

L2(G)

= −
∫
Σ

Tr(A2B) dµG = 0

を得る. h′の任意性により, 主張を得る.
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この補題から, [(DHH)G]
TGM−1は垂直成分の元である. つまり, G, hに依存する

あるベクトル場Xがあって

[(DHH)G]
TGM−1 = LXG (3.3)

とかける. この等式は後に水平リフトの二階微分の表示を求める際に重要な等式

である.

3.2 Teichmüller空間上のLevi-Civita接続

本節では, Weil-Petersson計量から定まる Levi-Civita接続を部分多様体の一般

論から L2計量から定まる Levi-Civita接続との関係を述べる.

まず, M−1上の Levi-Civita接続について述べる. 前章でM−1はMの部分多

様体であることが示された. 部分多様体の接続についてはGaussの公式と呼ばれ

る定理が知られている. つまり, D′をM−1上の Levi-Civita接続, DをM上の

Levi-Civita接続, X, Y をM−1上のベクトル場とするとき,

D′
XY = (DXY )TM−1

が成立する.

一方, Weil-Petersson計量はM−1から Tpへの射影Πがリーマン沈めこみになる

ような計量であった. ∇wpをWeil-Petersson計量 gwpから定まる Levi-Civita接続,

X ′, Y ′を各X ′
G, Y

′
Gが TGM−1の水平成分であるようなM−1上のベクトル場とす

ると,

∇wp
dΠ(X′)dΠ(Y

′) = dΠ(D′
X′Y ′)

が成立する. Gaussの公式とあわせて,

∇wp
dΠ(X′)dΠ(Y

′) = dΠ((DXY )TM−1)

とかける.

3.3 Weil-Petersson測地線と水平リフト

本節では, 曲線に沿う Levi-Civita接続を定義し, Weil-Petersson計量から定まる

測地線（WP測地線）がM−1上の水平測地線と同一視できることを説明する.
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γtをM上の曲線とし, X を γtに沿うM上のベクトル場とする. このとき, γt

に沿う共変微分Dγ̇tを

(Dγ̇tX)γt :=
d

dt
Xγt + Γ(γt)(γ̇t, Xγt)

によって定義する. ただし, 右辺の第二項はDの接ベクトル γ̇t, XγtでのChristoffel

記号である.

注意 11. 上のChristoffel記号の記法は無限次元多様体におけるものである. 詳し

くは [10, 定義 1.5.1]を参照いただきたい.

特にXγt = γ̇tのとき

(Dγ̇t γ̇t)γt = γ̈t + Γ(γt)(γ̇t, γ̇t)

と表せる. ここでChristoffel記号Γ(γt)(γ̇t, γ̇t)は γtと γ̇tに依存し, γ̈tの項は現れな

い. よって γ̇tを始点とする定値ベクトル場Htを考えれば,

Γ(γt)(γ̇t, γ̇t) = (DHtHt)γt = −γ̇tγtγ̇t −
1

4
∥γ̇t∥2γtγt

とかけることがわかる.

次に, ∇wpから定まる測地線を定義する. Tpは実 6p−6次元の多様体であるので,

有限次元の測地線の定義が適用できる. つまり, Tp上の曲線 σtがWeil-Petersson

測地線またはWP測地線であるとは, 各 tで

∇wp
σ̇t
σ̇t = 0

を満たすことである.

ここで σ ∈ Tp と σを通る Tp 上のWP測地線 σt : [−T, T ] → Tp をとり, G ∈
Π−1(σ)をひとつ固定する. このとき, Gを通るL2計量に関する測地線Gt : [−T, T ] →
Tpで

σt = ΠGt(Gt),

∫ T

−T

√
(gwp)σt(σ̇t, σ̇t) dt =

∫ T

−T

√
⟨Ġt, Ġt⟩L2(Gt) dt

を満たすものが一意的に存在する [17, p.24]. このGtは上の条件から各 tに対して

Ġt ∈ HGtを満たすので, σtの水平リフトとよばれる.

38



3.4 水平リフトの二階微分

本節では, 前節で定義したWP測地線の水平リフトの二階微分を求める.

定理 3.3 (水平リフトの二階微分の表示, [17, Theorem 3.8]). Tpの点 σとΠ−1(σ)

の点Gを任意に固定する. さらに σtを σを通る Tp上のWP測地線とし, GtをG

を通る σtの水平リフトとする. このとき, Σ上のベクトル場Zが存在して

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

Gt =

(
1

4
∥Ġ0∥2G0

+ α0

)
G0 + LZG0

が成立する. ただし ∥Ġ0∥2G0
:=< Ġ0, Ġ0 >G0であり, α0は

α0 := −1

2
(∆G0 − 2)−1∥Ġ0∥2G0

(3.4)

によって定まるΣ上の非負値関数である.

証明. PGtを式 (2.14)で定まる TGtMから (TGtM−1)
⊥への直交射影とし, G̃tをGt

を始点とする定値ベクトル場とする. このとき, GtがM−1上の測地線であること

から

D′
Ġt
Ġt = 0 ⇔ (DĠt

Ġt)
TGtM−1 = 0

⇔ (DĠt
Ġt)Gt = PGt(DĠt

Ġt)

⇔ G̈t + Γ(Gt)(Ġt, Ġt) = PGt(G̈t) + PGt(Γ(Gt)(Ġt, Ġt))

⇔ G̈t + (DG̃t
G̃t)Gt = PGt(G̈t) + PGt((DG̃t

G̃t)Gt)

⇔ G̈t = PGt(G̈t)− [(DG̃t
G̃t)Gt ]

TGtM−1

を得る. 以降, t = 0とする. 式 (3.3)より, あるベクトル場Xが存在して

[(DG̃0
G̃0)G0 ]

TG0
M−1 = LXG0

が成立する.

よって以下では, PG0(G̈0)を求める. PGの定義と線形性から, tが十分小さいとき

0 = PGt(Ġt) = PGt(Ġ0 + tG̈0 + o(t))

= PGt(Ġ0) + t PGt(G̈0) + o(t)
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である. よって PGt(Ġt)を t = 0で微分すると

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

PGt(Ġt)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

PGt(Ġ0) + PG0(G̈0)

を得る.

次に,
[

d
dt

∣∣
t=0

PGt(Ġ0)
]
を求める. 関数 ft(Ġ0)を

LGtĠ0 − LGtL∗
Gt
ft(Ġ0) = 0

満たすものとする. このとき, LG0Ġ0 = 0, f0(Ġ0) = 0に注意すると

d

dt

∣∣∣∣
t=0

PGt(Ġ0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

L∗
Gt
ft(Ġ0)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[(−∆Gt + 1)ft(Ġ0)Gt] +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

HessGtft(Ġ0)

= (−∆G0 + 1)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ft(Ġ0)G0 +HessG0

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ft(Ġ0)

= (−∆G0 + 1)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[(−∆Gt + 1)−1(−∆Gt + 2)−1LGtĠ0]G0

+
1

2
L[gradG0

d
dt |t=0

ft(Ġ0)]
G0

= (−∆G0 + 2)−1 d

dt

∣∣∣∣
t=0

(LGtĠ0)G0 +
1

2
LYG0

= (−∆G0 + 2)−1

[
(−∆G0 + 1)

d

dt

∣∣∣∣
t=0

trGtĠ0 +
d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGtδGtĠ0

]
G0 +

1

2
LYG0

= (−∆G0 + 2)−1(−∆G0 + 1)(−∥Ġ0∥2G0
) ·G0

+ (−∆G0 + 2)−1 d

dt

∣∣∣∣
t=0

(δGtδGtĠ0)G0 +
1

2
LYG0

が成立する. 第一等式は式 (2.14),第二等式は補題2.6による.また第四等式は式 (2.4)

と δGĠ0 = 0, 第五等式は trGĠ0 = 0から従う. ただし, Y := gradG0

d
dt

∣∣
t=0

ft(Ġ0)

である.

最後に,
[

d
dt

∣∣
t=0

δGtδGtĠ0

]
を求める. δG0Ġ0 = 0と δGtĠ0の tに関する滑らか性

から, 十分小さい tに対して

δGtδGtĠ0 = δGt

[
δG0Ġ0 + t

d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGtĠ0 + o(t)

]
= t δGt

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGtĠ0

)
+ o(t)
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を得る. よって t = 0で微分すると,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGtδGtĠ0 = δG0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGtĠ0

)
が成立する. ここで補題を述べる.

補題 3.4 (余微分作用素の変形).

δG0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGtĠ0

)
= −3

4
∆G0∥Ġ0∥2G0

(3.5)

この補題を用いると,

PG0(G̈0) = − d

dt

∣∣∣∣
t=0

PGt(G̈0)

= −(−∆G0 + 2)−1(−∆G0 + 1)(−∥Ġ0∥2G0
)G0

− (−∆G0 + 2)−1

(
−3

4
∆G0∥Ġ0∥2G0

)
G0 −

1

2
LYG0

= (−∆G0 + 2)−1

[
(−∆G0 + 1)∥Ġ0∥2G0

+
3

4
∆G0∥Ġ0∥2G0

]
G0

− 1

2
LYG0

= (−∆G0 + 2)−1

(
−1

4
∆G0 + 1

)
∥Ġ0∥2G0

G0 −
1

2
LYG0

が成立する. 以上をまとめて

G̈0 = PG0(G̈0)− LXG0

= (−∆G0 + 2)−1

(
−1

4
∆G0 + 1

)
∥Ġ0∥2G0

G0

− 1

2
LYG0 − LXG0

=

(
1

4
∥Ġ0∥2G0

+ α0

)
G0 + LZG0

を得る. ただし,

Z := −1

2
Y −X, (3.6)

α0 := −1

2
(∆G0 − 2)−1∥Ġ0∥2G0

である.

最後に証明中で用いた補題を証明する.
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補題の証明. この証明では, テンソルの添字は Einstein規約に基づくものとする.

{xi}をΣ上の局所座標でG0に関して等温座標になるものとする. 以下のテンソル

計算では等温座標を用いる. このとき

∂i :=
∂

∂xi
, hij,k := ∂k[h(∂i, ∂j)], ρ := (G0)11 = (G0)22

とおくと, G0 = Gから定まるChristoffel記号 Γl
ijは

Γl
ij =

1

2ρ

[
(∂iρ)δ

l
j + (∂jρ)δ

l
i − (∂lρ)δij

]
とかける. ただし, δij, δijはともにクロネッカーのデルタを表す. ここで h := Ġ0と

おくと, hはG0に関してTTテンソルであるので

trG0h = 0 ⇔ h11 + h22 = 0

(δG0h)j = 0 ⇔
2∑

i=1

hij,i =
2∑

i=1

[
Γl
iihlj + Γl

ijhil
]

(j = 1, 2)

を満たす.

まず, 余微分作用素の定義から

δG0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGth

)
= −Gij

0 (∇∂i(δGth)
′
t=0) (∂j)

= −1

ρ

2∑
j=1

(
∇∂j(δGth)

′
t=0

)
(∂j)

= −1

ρ

2∑
j=1

[
∂j(δGth(∂j))

′
t=0 − (δGth(∇∂j∂j))

′
t=0

]
= −1

ρ

2∑
j=1

∂j(δGth(∂j))
′
t=0

とかける. 最後の等式は

2∑
j=1

∇∂j∂j =
2∑

j=1

Γl
jj∂l = 0

であることを用いた. 詳しくは後の命題 4.9の証明を参照されたい.

次に [(δGth(∂k))
′
t=0]を計算する. 添字を jから kに変更したのは計算上の都合に
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よるものである. このとき,

(δGth(∂k))
′
t=0

=
[
−Gij

t (∇t
∂i
h)(∂j, ∂k)

]′
t=0

= −(Gij
t )

′
t=0(∇∂ih)(∂j, ∂k)−Gij

0

[
−(Γl

ij(t))
′
t=0hlk − (Γl

ik(t))
′
t=0hjk

]
= Gia

0 habG
bj
0

[
∂ihjk − Γl

ijhlk − Γl
ikhjl

]
+ Gij

0

[
(Γl

ij(t))
′
t=0hlk + (Γl

ik(t))
′
t=0hjk

]
(3.7)

と式変形できる. 一方で

∥h∥2G0
=

1

ρ2

2∑
i,j=1

hijhij

∂k∥h∥2G0
= ∂k

(
1

ρ2

) 2∑
i,j=1

hijhij +
1

ρ2

2∑
i,j=1

hijhij,k

= − 2

ρ3
(∂kρ)

2∑
i,j=1

hijhij +
2

ρ2

2∑
i,j=1

hijhij,k

= −2

ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

+
2

ρ2

2∑
i,j=1

hijhij,k
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とかけることを用いて, 式 (3.7)の第一項を計算すると

Gia
0 habG

bj
0

[
∂ihjk − Γl

ijhlk − Γl
ikhjl

]
=

1

ρ2
δiahabδ

bj
[
hjk,i − Γl

ijhlk − Γl
ikhjl

]
=

1

ρ2

2∑
i,j=1

hijhij,k −
1

ρ2

2∑
i,j=1

hij
[
Γl
ijhlk + Γl

ikhjl
]

=
1

2
∂k∥h∥2G0

+
1

ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

− 1

ρ2

2∑
i,j=1

hij
[
Γl
ijhlk

]
− 1

ρ2

2∑
i,j=1

hij
[
Γl
ikhjl

]
=

1

2
∂k∥h∥2G0

+
1

ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

− 1

ρ2

2∑
i,j=1

hij
1

2ρ

[
(∂iρ)hjk + (∂jρ)hik −

2∑
l=1

(∂lρ)δijhlk

]

− 1

ρ2

2∑
i,j=1

hij
1

2ρ

[
(∂iρ)hjk + (∂kρ)hji −

2∑
l=1

(∂lρ)δikhjl

]

=
1

2
∂k∥h∥2G0

+
1

ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

− 1

2ρ3

[
2∑

i,j=1

(∂iρ)hijhjk +
2∑

i,j=1

(∂jρ)hijhik −
2∑

j,l=1

(∂lρ)hjjhlk

]

− 1

2ρ3

[
2∑

i,j=1

(∂iρ)hijhjk +
2∑

i,j=1

(∂kρ)hijhij −
2∑

j,l=1

(∂lρ)hjlhkj

]

=
1

2
∂k∥h∥2G0

+
1

ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

− 1

2ρ

[
2∑

i,j=1

(∂iρ)hijhjk +
2∑

i,j=1

(∂jρ)hijhik

]
− 1

2ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

となる. ここで第二等式には

hjk,i = hkj,i = hij,k

を適用したが, 後の補題 4.9で示される. さらに第四等式には

Γl
ijhlk = (∂iρ)hjk + (∂jρ)hik −

2∑
l=1

(∂lρ)δijhlk,

Γl
ikhjl = (∂iρ)hjk + (∂kρ)hji −

2∑
l=1

(∂lρ)δikhjl
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を適用した. 最後の等式は hのG-Trace free性と添字のとりかえによって成立す

る. hのTT性から

1

2ρ3

[
2∑

i,j=1

(∂iρ)hijhjk +
2∑

i,j=1

(∂jρ)hijhik

]

=
1

2ρ3
(∂1ρ h11h1k + ∂1ρ h12h2k + ∂2ρ h21h1k + ∂2ρ h22h2k)

+
1

2ρ3
(∂1ρ h11h1k + ∂1ρ h21h2k + ∂2ρ h12h1k + ∂2ρ h22h2k)

=
1

2ρ3

h11 (∂1ρ h11 − ∂2ρ h21) + h12 (∂1ρ h21 + ∂2ρ h11) (k = 1)

h11 (∂1ρ h12 − ∂2ρ h22) + h12 (∂1ρ h22 + ∂2ρ h12) (k = 2)

=
1

2ρ3

∂1ρ h11h11 + ∂1ρ h12h12 (k = 1)

∂2ρ h11h11 + ∂2ρ h12h12 (k = 2)

=
1

2ρ
(∂kρ) ∥h∥2G0

が成立する. よって式 (3.7)の第一項は

Gia
0 habG

bj
0

[
∂ihjk − Γl

ijhlk − Γl
ikhjl

]
=

1

2
∂k∥h∥2G0

(3.8)

である.

次に, 式 (3.7)の第二項を求める. Christoffel記号の t微分は[
Γl
ij(t)

]′
t=0

=
1

2
(Glm

t )′t=0 [(G0)mj,i + (G0)im,j − (G0)ij,m]

+
1

2
(Glm

0 ) [(h0)mj,i + (h0)im,j − (h0)ij,m]

=
1

2

(
− 1

ρ2

) 2∑
m=1

hlm [(∂iρ)δmj + (∂jρ)δim − (∂mρ)δij]

+
1

2ρ
[hij,l + hil,j − hij,l]

= − 1

2ρ2

[
(∂iρ)hlj + (∂jρ)hli −

2∑
m=1

(∂mρ)δijhlm

]
+

1

2ρ
hil,j

とかける.
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よって式 (3.7)の第二項は

Gij
0

[
(Γl

ij(t))
′
t=0hlk + (Γl

ik(t))
′
t=0hjk

]
=

2∑
l=1

1

ρ
δij

[
− 1

2ρ2

(
(∂iρ)hlj + (∂jρ)hli −

2∑
m=1

(∂mρ)δijhlm

)
+

1

2ρ
hil,j

]
hlk

+
2∑

l=1

1

ρ
δij

[
− 1

2ρ2

(
(∂iρ)hlk + (∂kρ)hli −

2∑
m=1

(∂mρ)δikhlm

)
+

1

2ρ
hil,k

]
hjl

= −
2∑

j,l=1

1

2ρ3

[
(∂jρ)hlj + (∂jρ)hlj −

2∑
m=1

(∂mρ)δjjhlm

]
hlk +

2∑
j,l=1

1

2ρ2
hjl,jhlk

−
2∑

j,l=1

1

2ρ3

[
(∂jρ)hlk + (∂kρ)hlj −

2∑
m=1

(∂mρ)δjkhlm

]
hjl +

2∑
j,l=1

1

2ρ2
hjl,khjl

=
2∑

j,l=1

1

2ρ2
hjj,lhlk

− 1

2ρ3

[
2∑

j,l=1

(∂jρ)hlkhjl +
2∑

j,l=1

(∂kρ)hljhjl −
2∑

m,l=1

(∂mρ)hlmhkl

]

+
2∑

j,l=1

1

2ρ2
hjl,khjl

= − 1

2ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

+
1

4
∂k∥h∥2G0

− 1

4

(
−2

ρ
(∂kρ)∥h∥2G0

)
=

1

4
∂k∥h∥2G0

(3.9)

となる.

以上から, 式 (3.7)は式 (3.8)と式 (3.9)をあわせて
[
3
4
∂k∥h∥2G0

]
であるから

δG0

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

δGth

)
= −

2∑
j=1

1

ρ
∂j∂j

(
3

4
∥h∥2G0

)
= −3

4
∆G0∥h∥2G0

が成立する. 最後の等式は等温座標の下で Laplace作用素が

∆G0∥h∥2G0
=

2∑
j=1

1

ρ
∂j∂j∥h∥2G0

とかけることを用いた. 詳しくは後の命題 4.9の証明を参照されたい.

注意 12. ベクトル場Zについて. 原論文 [17]では定値ベクトル場によるLevi-Civita

接続の表示が異なるが, 正規座標を用いることによって [(Dh̃h̃)G]
TGM−1 はGのあ
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るベクトル場によるLie微分で表示できる. このベクトル場と本論文で得られたベ

クトル場は, 実は定数倍の違いしかない.

注意 13. 補題の証明は原論文 [17]の証明（Gの正規座標を用いた証明）とは少し

異なり, Gの等温座標によるものである. これはテンソルの添字を用いる際に, 各

点でのみ意味を持つ正規座標を用いたものとそうでないものを混同しないように

配慮した結果である.
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4 エネルギー関数の測地的凸性

この章では, 調和写像について概説する. まず調和写像の定義を述べ, ドメイン

とターゲットの曲面に局所座標を与えて調和写像の方程式を導出する. 次にドメイ

ンとターゲットの計量から定まる等温座標を用いて, 調和写像の方程式を複素座標

によって表現する. 複素化された方程式からドメインの計量の等角同値類のとり方

によらないことを説明する. その後, Teichmüller空間上のエネルギー関数を調和

写像を用いて定め, Diff0(Σ)の作用に関して不変であることを示す. 最後にエネル

ギー関数の測地的凸性を示す

この章以降では, (Mm, gMm)をm次元リーマン多様体, (Nn, gNn)を n次元リー

マン多様体, (Σ, g)を種数 p ≥ 2以上の計量つき閉曲面とする.

4.1 調和写像

本節では調和写像の定義から調和写像になるための局所座標を用いた方程式を

導出する. さらにその局所座標を等温座標としてとり, 複素座標による方程式の表

示を与える.

f :Mm → NnをC1級写像とする. 写像 f のDirichletエネルギー E(f)とは

EgNn (f) :=
1

2

∫
Mm

e(f) dµgMm

e(f) := trgMm (f
∗gNn)

によって定まるものである. このとき E( )はMmからNnへの C1級写像全体の

空間C1(Mm;Nn)上の汎関数になり, これをC1(Mm;Nn)上のDirichlet汎関数と

いう.

さらにMmからNnへのC1級写像 uが調和写像であるとは, uがDirichlet汎関

数Eの臨界点になることである. つまり, uの任意の変分 ct (c0 = u)に対して

δEgNn (u) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

EgNn (ct) = 0 (4.1)

を満たすことである.

命題 4.1 (調和写像の方程式). uをMmからNnへの C1級写像, (V, {yα}nα=1)を

Nnの任意の局所座標とする. さらに (U, {xi}mi=1)をMmの局所座標で u(U) ⊂ V
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をみたすものとする. このとき, uが調和写像であることは U 上で

∆gMmu
δ +

Mm∑
i,j=1

Nn∑
α,β=1

(gMm)ijΓδ
αβ ◦ u

∂uα

∂xi
∂uβ

∂xj
= 0, δ = 1, 2 (4.2)

を満たすことと同値である. ただし, uδ = yδ ◦ uとし, Γδ
αβ は gNn から定まる

Christoffel記号とする.

証明. 本証明では添字に関して Einstein規約に基づくとする.

c0 = uをみたすC1(Mm;Nn)上の滑らかな曲線 ctを任意にとる. さらに uに沿

うNn上のベクトル場W を

W (u(p0)) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ct(p0) =
d(yα ◦ ct(p0))

dt

∣∣∣∣
t=0

(
∂

∂yα

)
u(p0)

(p0 ∈ Σ) (4.3)

によって定めるとする. ここで cαt := yα ◦ ctとおくと

e(ct) =
∂cαt
∂xi

∂cβt
∂xj

(gMm)ij(gNn)αβ ◦ ct

とかける. t = 0で微分すると

d

dt

∣∣∣∣
t=0

e(ct)

= 2
∂W α

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij(gNn)αβ ◦ u+

∂uα

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij

∂(gNn)αβ
∂yγ

◦ u ·W γ

= 2 gradgMmu
β(Wα) (gNn)αβ ◦ u+

∂uα

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij

∂(gNn)αβ
∂yγ

◦ u ·W γ (4.4)

を得る. この第一項をMm上で積分すると∫
Mm

gradgMmu
β(Wα) (gNn)αβ ◦ u dµgMm

=

∫
Mm

gradgMmu
β(Wα(gNn)αβ ◦ u) dµgMm

−
∫
Mm

Wα gradgMmu
β((gNn)αβ ◦ u) dµgMm

=

∫
Mm

gMm(gradgMmu
β, gradgMm (W

α(gNn)αβ ◦ u)) dµgMm

−
∫
Mm

Wα gradgMmu
β((gNn)αβ ◦ u) dµgMm

= −
∫
Mm

(∆gMmu
β)Wα(gNn)αβ ◦ u dµgMm

−
∫
Mm

Wα(gMm)ij
∂uβ

∂xj
∂(gNn)αβ
∂yγ

◦ u∂u
γ

∂xi
dµgMm (4.5)
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となる. よって第二項の積分も合わせると

d

dt

∣∣∣∣
t=0

EgNn (ct) =
1

2

∫
Mm

d

dt

∣∣∣∣
t=0

e(ct) dµg

=

∫
Mm

[
−∆gMmu

β(gNn)αβ ◦ u−
∂uγ

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij

∂(gNn)αβ
∂yγ

◦ u

+
1

2

∂uγ

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij

∂(gNn)γβ
∂yα

◦ u
]
WαdµgMm

を得る.

ここで uが調和写像であるとする. このとき ctの任意性から, E(ct)の微分が 0

であることと各 α = 1, 2に対して

0 = −∆gMmu
β(gNn)αβ ◦ u−

∂uγ

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij

∂(gNn)αβ
∂yγ

◦ u

+
1

2

∂uγ

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij

∂(gNn)γβ
∂yα

◦ u

を満たすことは同値になる. 両辺に (gNn)αδ ◦ uをかけ, αで和をとると, 各 δ = 1, 2

に対して

0 = −∆gMmu
δ

− 1

2

∂uγ

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ij(gNn)αδ ◦ u

[
∂(gNn)αβ
∂yγ

◦ u+ ∂(gNn)γα
∂yβ

◦ u− ∂(gNn)γβ
∂yα

◦ u
]

= −∆gMmu
δ − ∂uγ

∂xi
∂uβ

∂xj
(gMm)ijΓδ

γβ ◦ u

が成立する. よって, 変数を γを αに取り替えることで主張を得る.

系 4.2. 調和写像 u :Mm → Nnについて次のことが成立する：

1. Mm =M1のとき, uはNn上の測地線になる.

2. Nn = N1のとき, uはMm上の調和関数になる.

証明. m = 1のとき, x1を単に xと表すとする. このとき, 正値関数 cがあって

(gMm)ij = c

とかける. 調和写像の方程式は各 δ = 1, 2に対して

c
∂2uδ

∂x2
+

n∑
αβ=1

cΓδ
αβ ◦ u

∂uα

∂x

∂uβ

∂x
= 0
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となる. よって両辺に 1
c
をかけると, 測地線の方程式になる.

n = 1のとき, y1を単に yと表すとする. このとき, 正値関数 dがあって

(gNn)αβ = d

とかけて, さらにChristoffel記号は 0になる. 調和写像の方程式は

∆gMm (y ◦ u) = 0

となる. これは調和関数の定義に他ならない.

次に, Mm, Nnがともに二次元有向リーマン多様体の場合について考える. この

とき各点のまわりでM2の gM2に関する等温座標 {xj}2j=1とN2の gN2に関する等

温座標 {yα}2α=1が存在する. さらに局所複素座標 z, wを

z := x1 + ix2, w := y1 + iy2, i =
√
−1 (4.6)

によって定めることができる. また複素座標による偏微分を

∂

∂z
:=

1

2

(
∂

∂x1
− i

∂

∂x2

)
,

∂

∂z̄
:=

1

2

(
∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)
∂

∂w
:=

1

2

(
∂

∂y1
− i

∂

∂y2

)
,

∂

∂w̄
:=

1

2

(
∂

∂y1
+ i

∂

∂y2

)
によって定める. 上の複素座標を用いると, 次の補題がわかる.

補題 4.3. M2からN2へのC1級写像 uに対して

2∑
j=1

(
∂(u1 + iu2)

∂xj

)2

= 4uzuz̄

∂2(u1 + iu2)

∂x1∂x1
+ i

∂2(u1 + iu2)

∂x2∂x2
= 4uzz̄

2∑
j,α=1

(
∂uα

∂xj

)2

= 2(|uz|2 + |uz̄|2)

が成立する. ただし,

uz :=
∂u

∂z
, uz̄ :=

∂u

∂z̄

と表すものとする.
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証明. 実座標による微分を複素座標で表す. それぞれ計算すると

ūz =
1

2
(u1x1 − u2x2)− i

1

2
(u1x2 + u2x1)

uz̄ =
1

2
(u1x1 − u2x2) + i

1

2
(u1x2 + u2x1)

uz =
1

2
(u1x1 + u2x2)− i

1

2
(u2x1 − u1x2)

ūz̄ =
1

2
(u1x1 + u2x2)− i

1

2
(u2x1 − u1x2)

を得る. よって

ūz = uz̄ =
1

2
(u1x1 − u2x2)− i

1

2
(u1x2 + u2x1) (4.7)

uz = ūz̄ =
1

2
(u1x1 + u2x2)− i

1

2
(u2x1 − u1x2) (4.8)

が成立する. この事実を用いて, 主張の右辺を計算すればよい.

命題 4.4 (調和写像の方程式の複素化). {xj}2j=1をM2の gM2 に関する等温座標,

{yα}2α=1をN2の gN2に関する等温座標とし,

gM2 = λ(δij), gN2 = ρ(δαβ)

と表す. さらに z, wを式 (4.6)で定めた複素座標とする. このとき, 調和写像の方

程式は

uzz̄ +
ρw ◦ u
ρ ◦ u

uzuz̄ = 0 (4.9)

とかける.

証明. 調和写像の方程式は等温座標を用いると, 各 γ = 1, 2に対して

∆gM2u
γ +

2∑
j,α,β=1

1

λ
(Γγ

αβ ◦ u)
∂uα

∂xj
∂uβ

∂xj
= 0

とかける. 左辺の式をAγとおき, 等温座標を用いて各項を表示する.

第一項の Laplace作用素は

∆gM2u
γ = trgM2 (HessgM2u

γ)

=
2∑

i,j=1

(gM2)ij

(
∂2uγ

∂xi∂xj
−

2∑
k=1

Γk
ij

∂uγ

∂xk

)

=
2∑

j=1

1

λ

(
∂2uγ

∂xj∂xj
−

2∑
k=1

Γk
jj

∂uγ

∂xk

)
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となる. ドメインとターゲットの Christoffel記号をそれぞれの等温座標によって

表示すると

Γk
ij =

2∑
l=1

1

2
(gM2)kl

(
∂glj
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
=

1

2λ

(
∂(λδkj)

∂xi
+
∂(λδik)

∂xj
− ∂(λδij)

∂xk

)
(4.10)

Γγ
αβ =

2∑
δ=1

1

2
(gN)

γδ

(
∂gδβ
∂yα

+
∂gαδ
∂yβ

− ∂gαβ
∂yδ

)
=

1

2ρ

(
∂(ρδγβ)

∂yα
+
∂(ρδαγ)

∂yβ
− ∂(ρδαβ)

∂yγ

)
(4.11)

とかける. よって式 (4.10)から, 各 k = 1, 2に対して

2∑
j=1

Γk
jj =

2∑
j=1

1

2λ

(
∂(λδkj)

∂xj
+
∂(λδjk)

∂xj
− ∂(λδjj)

∂xk

)
=

1

2λ

(
∂λ

∂xk
+

∂λ

∂xk
− 2

∂λ

∂xk

)
= 0

となるので, 各 γ = 1, 2に対して

∆gM2u
γ =

2∑
j=1

1

λ

∂2uγ

∂xj∂xj

を得る.
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式 (4.11), 補題 4.3を用いてA1 + iA2を計算すると

A1 + iA2

= ∆gM2u
1 + i∆gM2u

2

+
2∑

j,α,β=1

1

λ
(Γ1

αβ ◦ u)
∂uα

∂xj
∂uβ

∂xj
+ i

2∑
j,α,β=1

1

λ
(Γ2

αβ ◦ u)
∂uα

∂xj
∂uβ

∂xj

=
2∑

j=1

1

λ

∂2u1

∂xj∂xj
+ i

2∑
j=1

1

λ

∂2u2

∂xj∂xj

+
1

λ

2∑
α,j=1

1

2ρ ◦ u

(
2
∂ρ

∂yα
◦ u∂u

α

∂xj
∂u1

∂xj
− ∂ρ

∂y1
◦ u∂u

α

∂xj
∂uα

∂xj

)

+ i
1

λ

2∑
α,j=1

1

2ρ ◦ u

(
2
∂ρ

∂yα
◦ u∂u

α

∂xj
∂u2

∂xj
− ∂ρ

∂y2
◦ u∂u

α

∂xj
∂uα

∂xj

)

=
1

λ

2∑
j=1

∂2(u1 + iu2)

∂xj∂xj

+
1

λ

2∑
α,j=1

1

2ρ ◦ u

(
2
∂ρ

∂yα
◦ u∂u

α

∂xj
∂(u1 + iu2)

∂xj
−
(
∂ρ

∂y1
+ i

∂ρ

∂y2

)
◦ u∂u

α

∂xj
∂uα

∂xj

)
=

1

λ
4uzz̄

+
1

λ ρ ◦ u

2∑
j=1

(
(ρw + ρw̄) ◦ u

∂u1

∂xj
+ i(ρw − ρw̄) ◦ u

∂u2

∂xj

)
∂(u1 + iu2)

∂xj

− 1

2λ ρ ◦ u
2ρw̄ ◦ u 2(|uz|2 + |uz̄|2)

=
4uzz̄
λ

+
1

λ ρ ◦ u

2∑
j=1

(
ρw ◦ u

(
∂(u1 + iu2)

∂xj

)2

+ ρw̄ ◦ u

[(
∂u1

∂xj

)2

+

(
∂u2

∂xj

)2
])

− 2ρw̄ ◦ u
λ ρ ◦ u

(|uz|2 + |uz̄|2)

=
4uzz̄
λ

+
1

λ ρ ◦ u
(
ρw ◦ u · 4uzuz̄ + ρw̄ ◦ u · 2(|uz|2 + |uz̄|2)

)
− 2ρw̄ ◦ u

λ ρ ◦ u
(|uz|2 + |uz̄|2)

=
4

λ

(
uzz̄ +

ρw ◦ u
ρ ◦ u

uzuz̄

)
となる.
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A1, A2ともに 0であったから,

uzz̄ +
ρw ◦ u
ρ ◦ u

uzuz̄ = 0

を得る.

注意 14. 調和写像の方程式は複素座標を用いることでドメインの計量に関する情

報, すなわち λが現れないことがわかる. よってこの命題は, 有向曲面の間の調和

写像はドメインの計量の等角同値類に関して不変であることを示している.

4.2 リーマン面上の調和写像

本節では調和写像の存在性と一意性について知られていることを述べる.

調和写像の存在性はドメインとターゲットの多様体がともにコンパクトの場合,

ターゲットのリーマン多様体が非正の断面曲率を持つ仮定の下で, Eells-Sampson

が示した. 一意性はターゲットの計量が負の断面局率を持ち, 調和写像の像が非退

化であるという仮定の下で次の定理によって知られている.

定理 4.5 (調和写像の存在性と一意性, [17, p.31] , [2,定理2.15,定理2.18]). (Mm, gMm)

をm次元コンパクトリーマン多様体, (Nn, gNn)を n次元コンパクトリーマン多様

体とする. さらに gNnは非正値の断面曲率をもつとし, F をMmからNnへの連続

写像とする. このとき, F にホモトピックな調和写像 U :Mm → Nnが存在する.

特に gNn が負の断面曲率を持つとき, 調和写像 U の像が点集合または閉測地線

でなければ F のホモトピー類の中で調和写像は U のみである.

この定理によってドメインの計量を固定したとき, 負の定曲率計量とホモトピー

型を指定した調和写像が一対一に対応する. この以降の章ではドメインとターゲッ

トのリーマン多様体は同一の閉曲面であるとする. その際, 次の定理が知られて

いる.

定理 4.6. ドメイン上の計量 g ∈ Mとターゲット上の計量G ∈ M−1をそれぞれ

固定する. Gを通るM−1上の滑らかな曲線 {Gt}t∈(−a,a)が与えられたとき, 各 tに

対して Σの恒等写像 idΣにホモトピックな調和写像 utが一意的に存在する [定理

4.5]. さらに, utは tに関して滑らかな写像であって [5, 第 3章], 各 utは Σ上の可

微分同相写像である [11, Corollary 4.3].
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4.3 Wolf型Diriclhetエネルギー

本節では, Teichmüller空間上のエネルギー関数のひとつを調和写像を用いて定

義する. まず, M−1上のエネルギー関数を定め, さらにDiff0(Σ)不変であることを

示す.

Mm, Nn = Σ1)とし, ドメイン上の計量 g ∈ Mを固定する. 前節の定理によっ

てターゲットの双曲計量 G ∈ M−1を与えると, 恒等写像 idΣにホモトピックな

非退化調和写像 uGが一意的に存在する. なお, uGは可微分同相写像であるので,

uG ∈ Diff0(Σ)である. このとき, M−1上のエネルギー関数Eを

E(G) := EG(uG) =
1

2

∫
Σ

trg(u
∗
GG) dµg (4.12)

によって定めることができる. このM−1上の関数をWolf型Dirichletエネルギー

といい, Michael Wolfに由来する. この関数はターゲットの計量が変動するという

意味で汎関数であるが, 実際は調和写像のDirichletエネルギーに他ならない. この

関数について次のことがわかる.

補題 4.7. 上で定めたM−1上の汎関数はDiff0(Σ)作用に関して不変である. つま

り, 任意の ϕ ∈ Diff0(Σ)に対して

EG(uG) = Eϕ∗G(uϕ∗G)

が成立する. ただし, u は計量 に対応する idΣにホモトピックな調和写像を表す.

証明. まず, ϕ−1 ◦ uGのDirichletエネルギーを求めると,

Eϕ∗G(ϕ
−1 ◦ uG) =

1

2

∫
Σ

trg[(ϕ
−1 ◦ uG)∗(ϕ∗G)] dµg

=
1

2

∫
Σ

trg[(u
∗
G ◦ (ϕ−1)∗ ◦ ϕ∗)G] dµg

=
1

2

∫
Σ

trg[u
∗
GG] dµg

= EG(uG)

が成立するので,

δEϕ∗G(ϕ
−1 ◦ uG) = δEG(uG) = 0

1)Mm は Σでなくてもよい. ただしホモトピー類に注意しなければならない. [2014.02.06]
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を得る. また ϕ, uGが idΣにホモトピックであるから, ϕ−1 ◦ uGも idΣにホモトピッ

クである. よって ϕ−1 ◦ uは idΣにホモトピックな調和写像である.

一方で ϕ−1 : (Σ, G) → (Σ, ϕ∗G)は等長写像であり, 調和写像の一意性から

uϕ∗G = ϕ−1 ◦ uG

である. したがって主張を得る.

この補題からTeichmüller空間上のエネルギー関数 ϵを

ϵ([G]) := EG(uG) (4.13)

によって定めることができて, ϵはwell-definedになる. つまり,任意のϕ ∈ Diff0(Σ)

に対して

ϵ(ϕ∗G) = ϵ(G)

である.

4.4 測地的凸性

本節では, 前節で定めたTeichmüller空間上のエネルギー関数 ϵがWP測地線に

沿って真に凸関数であることを示す. これは前章で示された水平リフトの二階微分

の表示と調和写像のエネルギー関数に対する第二変分公式が重要な不等式評価を

導く. また途中の式変形に用いるいくつかの補題は, 正規座標を用いない形で証明

を行う.

定理 4.8 (エネルギー関数 ϵのWP測地的凸性, [17, Theorem 3.8]). 上で定めた Tp

上のエネルギー汎関数 ϵは Tp上の任意のWP測地線に沿って真に凸関数である.

つまり, 任意の σ ∈ Tpをとり, σtを σを通るWP測地線とする. このとき,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ϵ(σt) > 0

が成立する.
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証明. σ ∈ Tpを任意にとる. G ∈ M−1を

Π(G) = σ

を満たすもので任意に固定し, GtをGを通る σtの水平リフトとする. このとき各

tに対して

Π(Gt) = σt, trGtĠt = 0, δGtĠt = 0

を満たす. また g ∈ Mを任意の固定し, utを (Σ, g)から (Σ, Gt)への調和写像で

idΣにホモトピックなものとする. このとき, ϵの定義から

ϵ(σt) = EGt(ut)

とかける.

Gtは tに関して滑らかであるので, t = 0の近傍でTaylor展開すると

Gt = G0 + t Ġ0 +
t2

2
G̈0 + o(t2)

とかける. これを用いて ϵ(σt)の二階微分を計算すると

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ϵ(σt) =
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

EGt(ut)

=
1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg

(
u∗tG0 + t u∗t Ġ0 +

t2

2
u∗t G̈0

)
dµg

=
1

2

∫
Σ

[
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) + 2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
t Ġ0) + trg(u

∗
0G̈0)

]
dµg (4.14)

を得る. ここで各 utが調和写像であることから ut自身をその変分と考えると

δEGt(ut) =
d

ds

∣∣∣∣
s=t

EGt(us) = 0

が成立する. 特に t = 0の近傍では

d

ds

∣∣∣∣
s=t

EGt(us) =
1

2

∫
Σ

d

ds

∣∣∣∣
s=t

trg

(
u∗sG0 + t u∗sĠ0 +

t2

2
u∗sG̈0

)
dµg

であるから, t = 0で微分すると

0 =
1

2

∫
Σ

[
d2

ds2

∣∣∣∣
s=0

trg(u
∗
sG0) +

d

ds

∣∣∣∣
s=0

trg(u
∗
sĠ0)

]
dµg (4.15)
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を得る. よって式 (4.14)は

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ϵ(σt) =
1

2

∫
Σ

[
− d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) + trg(u

∗
0G̈0)

]
dµg

=
1

2

∫
Σ

trg(u
∗
0G̈0) dµg −

1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg (4.16)

となる. 以後, 式 (4.16)の第二項を不等式評価する. また添字については Einstein

規約に基づくものとする.
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まず準備として, 次の三つの補題を示す. {xi}i=1,2を gに関するドメイン上の等

温座標, {yα}α=1,2をG0に関するターゲット上の等温座標とする.

補題 4.9. 任意の添字 1 ≤ α, β, γ ≤ 2に対して

(Ġ0)αβ,γ = (Ġ0)γβ,α

が成立する. ただし,

(Ġ0)αβ,γ :=
∂

∂yγ

[
(Ġ0)

(
∂

∂yα
,
∂

∂yβ

)]
とする.

証明. Ġ0のG0に関するTT性を等温座標を用いて表すと

trG0Ġ0 = 0 ⇔ (Ġ0)11 + (Ġ0)22 = 0

(δG0Ġ0)γ = 0 ⇔
2∑

α=1

hαγ,α =
2∑

α=1

[Γδ
αα(Ġ0)δγ + Γδ

αγ(Ġ0)αδ] (γ = 1, 2)

となる. ρ := (G0)11 = (G0)22とおくと, 等温座標による Christoffel記号の表示式

(4.11)から

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 =
1

2ρ

∂ρ

∂y1
(4.17)

Γ2
22 = Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
1

2ρ

∂ρ

∂y2
(4.18)

を得る. よって各 γ = 1, 2に対して

2∑
α=1

(Ġ0)αγ,α = Γ1
11(Ġ0)1γ + Γ2

11(Ġ0)2γ + Γ1
22(Ġ0)1γ + Γ2

22(Ġ0)2γ

+ Γ1
1γ(Ġ0)11 + Γ2

1γ(Ġ0)12 + Γ1
1γ(Ġ0)11 + Γ2

1γ(Ġ0)12

= 0

が成立する. 以上から hのTT性は

(Ġ0)11 + (Ġ0)22 = 0, (Ġ0)11,1 + (Ġ0)21,2 = 0, (Ġ0)12,1 + (Ġ0)22,2 = 0

とかける. これらと hの対称性を用いると, 任意の添字 α, β, γ = 1, 2に対して

(Ġ0)αβ,γ = (Ġ0)γβ,α

が成立する.
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補題 4.10. 等式

gij(Ġ0)αβ ◦ u0
[
Γα
γδ ◦ u0(u0)

γ
i (u0)

δ
j(u̇0)

β
]
= gij(Ġ0)αβ ◦ u0

[
Γα
γδ ◦ u0(u0)

γ
i (u0)

β
j (u̇0)

δ
]

が成立する. ただし, Ġ0はGtの t = 0での微分, u̇0は utの t = 0での微分を表し,

添字については

(u0)
γ
i :=

∂(yγ ◦ u0)
∂xi

, (u̇0)
β :=

d(yβ ◦ ut)
dt

∣∣∣∣
t=0

を表すものとする.

証明. Ġ0のG0に関するTT性とChristoffel記号の関係式 (4.17), (4.18)を用いる.

γ = 1, 2を任意に固定し, β, δ, αの順に和をとって計算すると

gij(Ġ0)αβ ◦ u0
[
Γα
γδ ◦ u0(u0)

γ
i (u0)

δ
j(u̇0)

β − Γα
γδ ◦ u0(u0)

γ
i (u0)

β
j (u̇0)

δ
]

= gij
[
(Ġ0)α1 ◦ u0 Γα

γ2 ◦ u0 (u0)
γ
i [(u0)

2
j(u̇0)

1 − (u0)
1
j(u̇0)

2]

+ (Ġ0)α2 ◦ u0 Γα
γ1 ◦ u0 (u0)

γ
i [(u0)

1
j(u̇0)

2 − (u0)
2
j(u̇0)

1]

]
= gij

[
(Ġ0)α1 ◦ u0 Γα

γ2 − (Ġ0)α2 ◦ u0 Γα
γ1

]
(u0)

γ
i (u0)

2
j(u̇0)

1

+ gij
[
(Ġ0)α2 ◦ u0 Γα

γ1 − (Ġ0)α1 ◦ u0 Γα
γ2

]
(u0)

γ
i (u0)

1
j(u̇0)

2

= gij
[
(Ġ0)11 ◦ u0[Γ1

γ2 + Γ2
γ1] + (Ġ0)12 ◦ u0[−Γ1

γ1 + Γ2
γ2]
]
(u0)

γ
i (u0)

2
j(u̇0)

1

+ gij
[
(Ġ0)12 ◦ u0[Γ1

γ1 − Γ2
γ2] + (Ġ0)11 ◦ u0[−Γ1

γ1 + Γ1
γ2]
]
(u0)

γ
i (u0)

1
j(u̇0)

2

= 0

が成立する.

補題 4.11. 任意のΣ上のベクトル場Xに対して∫
Σ

trg[u
∗
0(LXG0)] dµg = 0

が成立する.

証明. {ϕt}をXのDiff(Σ)の 1助変数群とすると,∫
Σ

trg[u
∗
0(LXG0)] dµg =

∫
Σ

d

dt

∣∣∣∣
t=0

trg[u
∗
0(ϕ

∗
tG0)] dµg =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
Σ

trg[(ϕt ◦ u0)∗G0] dµg

を得る.
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このとき ϕt ◦ u0は u0の変分と考えられて, さらに u0は調和写像であったから

d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
Σ

trg[(ϕt ◦ u0)∗G0] dµg = 0

が成立する.

以上の準備の下で

−1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg

=
1

2

∫
Σ

d

dt

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
t Ġ0) dµg (式 (4.15)より)

=
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ,γ ◦ u0 (u̇0)γ (u0)αi (u0)
β
j dµg

+
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)αi (u0)
β
j dµg +

1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ u0 (u0)
α
i (u̇0)

β
j dµg

=
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)γβ,α ◦ u0 (u̇0)γ (u0)αi (u0)
β
j dµg

+

(
1

2
+

1

2

)∫
Σ

gij(Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)αi (u0)
β
j dµg (補題 4.9と g, Ġ0の対称性より)

= −1

2

∫
Σ

∆g(u0)
β (Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)α dµg

+
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)αi (u0)
β
j dµg (式 (4.5)より)

=
1

2

∫
Σ

gijΓα
γδ ◦ u0 (u0)

γ
i (u0)

δ
j (Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)β dµg

+
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)αi (u0)
β
j dµg (u0の調和性, Ġ0の対称性より)

=
1

2

∫
Σ

gijΓα
γδ ◦ u0 (u0)

γ
i (u0)

β
j (Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)δ dµg

+
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ ◦ u0 (u̇0)αi (u0)
β
j dµg (補題 4.10より)

=
1

2

∫
Σ

gij(Ġ0)αβ ◦ u0 (∇
u∗
0TΣ

∂i
u̇0)

α(u0)
β
j dµg

が得られる. ただし, ∇u∗
0TΣはGの Levi-Civita接続∇の u0による誘導接続で

(∇u∗
0TΣ

∂i
u̇0)

α =
∂

∂xi
(u̇0)

α + (u̇0)
δ Γα

γδ ◦ u0 (u0)
γ
i

とかける.
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[
−1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg

]
の不等式評価を行う. ここで, {xi}i=1,2をドメイン

の点 p0のまわりの局所座標で {( ∂
∂xi )p0}が Tp0Σの正規直交基底となるものとし,

{yα}α=1,2をターゲットの点 u0(p0)のまわりの局所座標で {( ∂
∂yα

)u0(p0)}が Tu0(p0)Σ

の正規直交基底となるものとして取り直す.

以上の準備の下で, 添字 αに関してCauchy-Scwarzの不等式

AαB
α ≤

2∑
α=1

1

2
[(Aα)

2 + (Bα)2], Aα, B
α ∈ R

を適用すると,

1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg

= −
2∑

i=1

1

2

∫
Σ

(Ġ0)αβ ◦ u0 (∇
u∗
0TΣ

∂i
u̇0)

α(u0)
β
i

=
2∑

i=1

1

2

∫
Σ

− 1√
2
[(Ġ0)αβ ◦ u0 (u0)βi ] ·

√
2 (∇u∗

0TΣ
∂i

u̇0)
α dµg

≤
2∑

i,α=1

1

2

∫
Σ

1

2

[
1

2
{(Ġ0)αβ ◦ u0 (u0)βi }2 + 2 {(∇u∗

0TΣ
∂i

u̇0)
α}2
]
dµg

=
2∑

i=1

1

8

∫
Σ

[
{(Ġ0)11 ◦ u0}2 + {(Ġ0)12 ◦ u0}2

] [
{(u0)1i }2 + {(u0)2i }2

]
dµg

+
2∑

i=1

1

2

∫
Σ

[
{(∇u∗

0TΣ
∂i

u̇0)
1}2 + {(∇u∗

0TΣ
∂i

u̇0)
2}2
]
dµg　

=
1

16

∫
Σ

trg[u
∗
0(∥Ġ0∥2G0

G0)] dµg +
1

2

∫
Σ

∥∇u∗
0TΣu̇0∥2 dµg

を得る. ただし式中の ∥ · ∥はバンドル T ∗Σ⊗ u∗0TΣ上のノルムで, 座標を取り直し

たことによって

∥∇u∗
0TΣu̇0∥2 = gijGαβ ◦ u0(∇

u∗
0TΣ

∂i
u̇0)

α(∇u∗
0TΣ

∂j
u̇0)

β

=
2∑

i=1

{(∇u∗
0TΣ

∂i
u̇0)

1}2 + {(∇u∗
0TΣ

∂i
u̇0)

2}2

が成立する. また等号成立はすべての 1 ≤ i, α ≤ 2に対して

− 1√
2
[(Ġ0)αβ ◦ u0 (u0)βi ] =

√
2 (∇u∗

0TΣ
∂i

W0)
α

を満たすときに限る.
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一方で調和写像 u0のエネルギー関数の第二変分公式 [7, Corollary 8.7.1]を適用

すると,

1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg =

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

E(ut)

=

∫
Σ

∥∇u∗
0TΣu̇0∥2 dµg −

∫
Σ

trg
[
G0

(
RG(u̇0, du0)du0, u̇0

)
◦ u0

]
dµg

>

∫
Σ

∥∇u∗
0TΣu̇0∥2 dµg

が成立する. 最後の不等式はG0の断面曲率が負であることから従う.

よって二つの不等式評価によって

1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg

≤ 1

16

∫
Σ

trg[u
∗
0(∥Ġ0∥2G0

G0)] dµg +
1

2

∫
Σ

∥∇u∗
0TΣu̇0∥2 dµg

<
1

16

∫
Σ

trg[u
∗
0(∥Ġ0∥2G0

G0)] dµg +
1

4

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg

であるから,

1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg <

1

8

∫
Σ

Trg[u
∗
0(∥Ġ0∥2G0

G0)] dµg

を得る.

以上から, 前章で示した G̈0の二階微分の表示 (定理 3.3)を用いると

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

ϵ(σt) =
1

2

∫
Σ

trg(u
∗
0G̈0) dµg −

1

2

∫
Σ

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

trg(u
∗
tG0) dµg

>
1

2

∫
Σ

trg

[
u∗0

(
1

4
∥Ġ0∥2G0

+ α0

)
G0

]
dµg +

1

2

∫
Σ

trg[u
∗
0(LZG0)] dµg

− 1

8

∫
Σ

trg[u
∗
0(∥Ġ0∥2G0

G0)] dµg

=
1

2

∫
Σ

α0 · trg(u∗0G0) dµg (補題 4.11より)

=
2∑

i,α=1

∫
Σ

α0 ·
[
∂(yα ◦ u0)

∂xi

]2
dµg

≥ 0

が成立する. ただし, 最後の不等式は α0の非負値性から従う.

注意 15. 証明中の式 (4.15)とその導出は原論文 [17]とは少し異なるが, 本質的に

同じことをしている
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5 補足

この章では, 有向曲面上の任意のリーマン計量が定曲率リーマン計量に等角で

あることを説明する. 計量つきの有向曲面は等温座標の存在から複素構造を持つ.

これは計量つき有向曲面がリーマン面であることを意味する. 一方, 任意のリーマ

ン面はその普遍被覆空間に一意化定理を適用し被覆変換群を作用させることで, 商

リーマン面と正則同相になることが知られている. また商リーマン面には定曲率

リーマン計量が定義できるので, 以上のことから計量つき有向曲面は定曲率リーマ

ン計量を持つ商リーマン面と等角の関係になる. これを順に説明していく.

5.1 等温座標の存在と複素構造

(M0, g0)を計量つき有向曲面とする. M0の局所座標 (U, (x, y))が U 上で

g0

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
= g0

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)
, g0

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= 0

を満たすとき, g0の局所等温座標という. 局所等温座標からなるM0の局所座標系

を g0の等温座標系という. この座標に関する g0の局所表示は

g0 = k(dx2 + dy2), k = g0

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
= g0

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)
となる. さらに z = x + iy, (i =

√
−1)によって U 上に複素座標を定め, U 上の微

分形式を

dz := dx+ idy, dz̄ := dx− idy

によって定めると, U 上で定義される正値関数 ρがあって

g0 = ρ dzdz̄ = ρ|dz|2

とかける. また任意の局所座標 (V, (u, v))をとったとき,上と同様にw = u+iv, (i =
√
−1) , dw, dw̄を定める. このとき, g0はwを用いて

g0 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

= E

{
1

2
(dw + dw̄)

}2

+ 2F

{
1

4i
(dw + dw̄)(dw − dw̄)

}
+G

{
1

2i
(dw − dw̄)

}2

=
1

4

{
(E −G− 2Fi)dw2 + (E −G+ 2Fi)dw̄2 + (2E + 2G)|dw|2

}
= λ|dw + µdw̄|2.
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とかける. ただし,

E = g0

(
∂

∂u
,
∂

∂u

)
, F = g0

(
∂

∂u
,
∂

∂v

)
, E = g0

(
∂

∂v
,
∂

∂v

)
,

λ =
1

4
(E +G+ 2

√
EG− F 2),

µ =
E −G+ 2Fi

E +G+ 2
√
EG− F 2

である.

M0の局所座標系{Vj, (uj, vj)}jとUk∩Vj ̸= Φを満たす等温座標系{Uk, (xk, yk)}k
が存在したとする. さらに座標変換 ϕjk : (uj, vj) 7→ (xk, yk)はM0の向きを保つも

のとする. このとき, Uk ∩ Vj上に二つの複素座標

zk = xk + iyk, wj = uj + ivj, i =
√
−1

が与えられて, g0の変形式から

λj|dwj + µjdw̄j|2 = ρk|dzk|2 ⇔ λj = ρk

∣∣∣∣∂wj

∂zk

∣∣∣∣2 , µj =
∂wj

∂z̄k

/
∂wj

∂zk

を得る. µjをBeltrami係数といい, µjに関する方程式をBeltrami方程式という.

ここで重要なことは,等温座標系の存在性がBeltrami方程式の可解性に対応するこ

とである. つまり, 各 (Vj, wj)上で定義される複素関数 µjを与えたとき, Beltrami

方程式を満たす座標 zk = xk + iykが存在すれば, 向きを保つ座標変換 ϕjkが存在

し, それを通じて局所座標 (Vj, (uj, vj))から g0の局所等温座標 (ϕjk(Vj), (xk, yk))が

得られる. 一方で, Beltrami方程式の可解性はすでに知られている結果がある.

定理 5.1 (Gauss, Korn-Lichtenstein, [6, 4.§2]). 任意の滑らかな曲面上で定義され
た Beltrami方程式は可解である. すなわち, 滑らかな曲面上で等温座標系は常に

存在する.

注意 16. この定理から等温座標系は有向性によらずに存在するが, 曲面に複素構

造を入れるために有向性は必要である [16, 定理 14.4,14.5].

よって有向曲面M0には g0の等温座標系が存在する. さらに次の主張によって

(M0, g0)はリーマン面であることがわかる.

命題 5.2. M0は g0の等温座標系から定まる複素構造を持つ.
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証明. M0の向きを保つ, g0の等温座標系 {(Uq, ϕq = (xq, yq))}q∈M0 をとる. 各 q ∈
M0で zq = xq + iyqによって複素座標を定めると, {(Uq, zq)}q∈M0がM の複素構造

になることを示す.

{Uq}q∈M がM0の被覆であること, 各 zqがUqからCへの中への同相写像になる
ことは, M0が多様体であることから従う. したがって, 座標変換が双正則写像にな

ること, つまり, U ∩ V ̸= ϕ となる二つの複素座標 (U, z)と (V,w)に対してw ◦ z−1

が双正則写像であることを示す.

U ∩ V 上で g0の表示を考えると

ρ|dz|2 = ρ̂|dw|2 ⇔ ρ|dz|2 = ρ̂|wz|2|dz + wz̄/wzdz̄|2

⇔ ρ = ρ̂|wz|2, wz̄ = 0

⇒ w ◦ z−1は z(U ∩ V )上で正則写像

が成立する. 同様にして, 逆写像 z ◦ w−1も w(U ∩ V )上で正則写像であることも

わかる. 以上から, w ◦ z−1は双正則写像である.

等温座標系によって定まる複素構造をリーマン計量 g0から定まる複素構造とい

い, そのリーマン面をリーマン計量 g0から定まるリーマン面という.

5.2 一意化定理

X,Y を位相空間とする. (Y, π)がXの被覆空間であるとは, πは Y からXへの

連続全射であって, 任意の点 x ∈ Xに対して, xを含む開集合Uと Y の開集合の族

{Vk}k∈K で

π−1(U) =
∪
k∈K

Vk, Vi ∩ Vj ̸= Φ(i ̸= j)

を満たすものが存在するときをいう. 写像 πのことを被覆写像という. さらに Y が

単連結, つまり, Y の基本群が単位元のみからなるとき, (Y, π)をX の普遍被覆空

間という.

X を位相空間, Y をX の被覆空間とする. F が Y の被覆変換であるとは, Y 上

の同相写像であって

π = π ◦ F

67



を満たすものである. Y の被覆変換全体を Cov(Y )で表す. Cov(Y )は写像の合成

に関して群構造を持つため, Y の被覆変換群とよばれる.

今, リーマン面を任意に与えてその普遍被覆空間を考えると, 普遍被覆空間には

元のリーマン面の複素構造が誘導される. この複素構造は被覆写像を正則写像に

する複素構造である. よってリーマン面の普遍被覆空間もリーマン面になるので,

これを普遍被覆面といい, 特に単連結リーマン面である. なぜリーマン面の普遍被

覆空間を考えたかというと, 単連結リーマン面については一意化定理と呼ばれる華

麗な分類定理があるからである.

定理 5.3 (一意化定理, [6, p.32]). 単連結リーマン面はリーマン球面 Ĉ := C∪{∞},
複素平面C, 上半平面H2 := {z ∈ C ; Imz > 0}のいずれかに正則同相である.

注意 17. 本論文では, Ĉ, C, H2を基本リーマン面ということにする. 以下, それぞ

れに付随する複素構造を述べる. i =
√
−1とすると, Ĉの複素構造は{

(Ĉ\{0}, 1/z), (C, z)
}

である. Cの複素構造は {(C, z)}である. またH2はC内の開集合であるから, 複

素構造はCの複素構造の制限を考えればよい.

注意 18. 定理中の三つのリーマン面は互いに正則同型ではない. まず, Ĉはコンパ
クトであるから, C,H2とは同相になりえない. さらに CからH2への双正則写像

が存在すれば, Liouvilleの定理からそれは定数関数になるので矛盾する. したがっ

て三つのリーマン面は互いに正則同相になりえない.

したがってリーマン面を与えるとその普遍被覆面は, Ĉ,C,H2のいずれかに正則

同相になることがわかる. さらに次の定理によって普遍被覆面が特定できると, 元

のリーマン面がある程度特定できる.

定理 5.4 ([6, 定理 2.12, 2.13, 2.15]). Rをリーマン面, SをRの普遍被覆面とする.

このとき, Sが Ĉに正則同相であるのはRが Ĉに正則同相であるときに限り, Sが

Cに正則同相であるのはRがC,C\{0},T2に正則同相であるときに限る. また, S

がH2に正則同相であるのはRがC,C\{0},T2に正則同相でないときに限る. ただ

し, T2は二次元のコンパクトトーラスを表す.

この定理から, 特に種数 p ≥ 2のコンパクトリーマン面の普遍被覆面はH2に正

則同相であることがわかる.
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5.3 商リーマン面

Rをリーマン面, (S, π)をRの普遍被覆面, Cov(S)をSの被覆変換群とする. 今,

S上にCov(S)の作用による関係

x ∼Cov(S) y :⇔ ∃γ ∈ Cov(S) ; y = γ(x)

を定めると, これは同値関係になり, 商空間 S/ ∼Cov(S) を得る. この商空間を

S/Cov(S)とかき, SのCov(S)の作用による商空間という. 位相はSからS/Cov(S)

への射影を連続にする位相を入れる. 実はS/Cov(S)はリーマン面になり,元のリー

マン面Rと正則同相になることが知られている [6, 定理 2.7].

次に, 元のリーマン面Rが基本リーマン面の商空間として表示できることを述

べる. 今, 基本リーマン面を T とし, Aut(R′)をリーマン面R′上の双正則写像全体

とする. このとき, 次の補題が成立する.

補題 5.5. S から T への双正則写像は, Aut(S)から Aut(T )への同型写像を誘導

する.

証明. f を S から T への双正則写像とし, γ ∈ Aut(S)を任意にとる. このとき,

f ◦ γ ◦ f−1はAut(T )の元になるので, 対応

Aut(S) ∋ γ 7→ f ◦ γ ◦ f−1 ∈ Aut(T )

を定めると, これは群の同型写像になる.

さらに上の同型対応をCov(S)に制限したとき, Aut(T )の部分群

Γf := {τ ∈ Aut(T ) ; γ ∈ Cov(S), τ = f ◦ γ ◦ f−1}

は T の被覆変換群になる. よって T/Γf はリーマン面になり, S/Cov(S)と正則同

相になる. 以上から, リーマン面Rは普遍被覆空間を経由してリーマン球面もしく

は複素平面, 上半平面の被覆変換群による商空間に正則同相になることがわかる.

5.4 種数 p ≥ 2の閉曲面上のリーマン計量

(Σ, g)を計量つきの種数 p ≥ 2の閉曲面とする. このとき今までの議論によって

(Σ, g)はリーマン面になり (5.1節), その普遍被覆面は上半平面H2に正則同相にな
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る (5.2節). さらに, あるH2の被覆変換群Γが存在して, リーマン面 (Σ, g)はH2/Γ

と正則同相になる (5.3節).

最後に gが双曲計量と等角であることを述べる. よく知られた事実として, 上半

平面H2には Poincaré計量

gH2 :=
4

(Imz)2
dzdz̄

が定まることが知られている. これはGauss曲率−1の定曲率リーマン計量（双曲

計量）である. この計量と被覆変換群についての補題を述べる.

補題 5.6. gH2はAut(H2)の作用に関して不変である. つまり, 任意の γ ∈ Aut(H2)

に対して

γ∗gH2 = gH2

を満たす.

証明. γ ∈ Aut(H2)を任意にとると, ad− bc = 1を満たす a, b, c, d ∈ Rが存在して

γ(z) =
az + b

cz + d

とかける [6, 補題 2.8]. このとき, a, b, c, dの条件式を用いて

γ′(z) =
1

(cz + d)2
[a(cz + d)− (az + b)c] =

1

(cz + d)2

Imγ(z) =
ac|z|2 + bc+ adz + bcz̄

|cz + d|2
=

1

|cz + d|2
Imz

が成立する. したがって

γ∗gH2 =
4

Imγ(z)
dγdγ

=
4 |cz + d|2

Imz
|γ′(z)|2dzdz̄

=
4

Imz
dzdz̄ = gH2

が成立する.

この補題からH2/Γ上にPoincaré計量が定まることがわかる. 一方, リーマン面

(Σ, g)はH2/Γに正則同相であったから, 計量に着目すると gは Poincaré計量 gH2

に等角であることがわかる. したがって, 種数 p ≥ 2の閉曲面上のリーマン計量は

双曲計量に等角である.
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