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　この小冊子は2011年12月16日から18日まで，アピカルイン京都で開催した
「Lefschetz fibrationとそのmonodromy」に関するミニワークショップの報
告集です．
　このワークショップは科学研究費 挑戦的萌芽研究「タイヒミュラー理論によ
るレフシェッツファイバー研究の新展開」（研究代表者　志賀啓成，研究分担者　
遠藤久顕，宮地秀樹）の一環として企画・開催しました．ワークショップのテー
マは論文：
Ivan. Smith, Geometric monodromy and the hyperbolic disc, Quart. J. Math. 52 
(2001), 217-228.

にあるLefschetz fiberのmonodromyの既約性の研究とそれに関連するもの
で，参加者は志賀，遠藤，宮地に大阪大学と東京工業大学の若手研究者・大学
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員がアピカルイン京都で合宿形式でセミナーを続け，連日活発な議論が行なわ
れ，充実かつ大変有意義なワークショップとなりました．これは参加者全員の
積極的な取り組みの成果であり，世話人一同深く感謝するところです．特にワー
クショップでの講演，およびこの小冊子の原稿作成に協力していただいた講演者
の皆さんには感謝するとともに厚く御礼いたします．
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第２章 Shearing the hyperbolic disc の解説

東京工業大学大学院理工学研究科 D3 井口雄紀

概要
Ivan Smith 氏の論文 “Geometric monodromy and the hyperbolic disc”

[Smi01] の第２章の解説を目的とする．

1 [Smi01]の Proposition 2.1 の解説
1.1 被覆空間論の復習

この節では被覆空間論の基本的事項を復習する．詳細は，[IT04]を参照されたい．
リーマン面 R と R̃ に対して、上への正則写像 π : R̃ → R が次の条件を満たすとする．

任意の R の点 p に対して、p の近傍 U で、U の逆像 π−1(U) の任意の連結成分
V に対して、π : V → U が上への同相写像になるようなものが存在する．

このとき、三つ組 (R̃,π, R) を R の被覆、R̃ を R の被覆面、π を射影と呼ぶ．さらに、
R̃ が単連結のとき、被覆 (R̃,π, R) を普遍被覆、R̃ を R の普遍被覆面という．

Fact 1.1 (普遍被覆の存在と一意性). 任意のリーマン面 R に対して、R の普遍被覆面
R̃ が存在する．また、R の二つの普遍被覆 (R̃,π, R) と (R̃1,π1, R) に対して、双正則写
像 f̃ : R̃ → R̃1 で、π1 ◦ f̃ = π を満たすものが存在する．

リーマン面の一意化定理から任意の単連結なリーマン面はリーマン球面 Ĉ、複素平面
C または 単位円盤 D のいずれかと双正則同値であるので、次を得る．

Fact 1.2. 任意のリーマン面 R の普遍被覆面 R̃ は Ĉ、C または D のいずれかと双正則
同値である．

Fact 1.3 (写像の持ち上げの存在と一意性). リーマン面 R と S の普遍被覆面をそれ
ぞれ (R̃,πR, R) と (S̃,πS , S) とする．任意の連続写像 f : R → S に対して、連続写像
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f̃ : R̃ → S̃ で、 f ◦ πR = πS ◦ f̃ を満たすものが存在する．この f̃ は R の点 p の逆像
π−1
R (p) の点 p̃ と f(p) の逆像 π−1

S (f(p)) の点 q̃ を指定するとき、f̃(p̃) = q̃ なる条件で
一意的に決定される．

上記の f̃ : R̃ → S̃ を f : R → S の持ち上げと呼ぶ．
次に、被覆 (R̃,π, R) に対して、双正則写像 g : R̃ → R̃ が π ◦ g = π を満たすとき、g

を被覆 (R̃,π, R) の被覆変換と呼ぶ．被覆変換の全体 G は写像の合成で群をなし、被覆
(R̃,π, R) の被覆変換群という．特に、R の普遍被覆の被覆変換群は、普遍被覆変換群と
呼ばれる．

Fact 1.4. 任意のリーマン面 R の普遍被覆変換群 G は普遍被覆面 R̃ の自己双正則
写像全体のなす群 Aut(R̃) の部分群で、固定点をもたず、R̃ に真に不連続に作用す
る．したがって、商空間 R̃/G はリーマン面になり、 F ([p̃]) = π(p̃) により定まる写像
F : R̃/G → R によって、 R と双正則同値になる．

普遍被覆変換群 G と基本群 π1(R, p) の間にはつぎのような同型対応が存在する．

Fact 1.5. 三つ組 (R̃,π, R) をリーマン面 R の普遍被覆面、G をその普遍被覆変換群と
する．R の p を基点とする基本群 π1(R, p) の任意の元 [C] に対して、G の元 g を次の
ように定める．p の逆像 π−1(p) の点 p̃ を任意に指定するとき、[C] の代表元 C の R̃ へ
の p̃ を始点とする持ち上げ C̃ の終点 q̃ に対して、q̃ = g(p̃) が成り立つ．このような g

は代表元 C の取り方に依らず一意的に定まり、対応 [C] #→ g は π1(R, p) から G への同
型写像を与える．

以下、リーマン面 R の普遍被覆面 R̃ は単位円盤 D と双正則同値であると仮定する．
自己双正則写像群 Aut(D) は D のポアンカレ計量に関する向きを保つ自己等長写像群
Isom+(D) と一致して、Isom+(D) は D を保つ一次分数変換 (メービウス変換)全体であ
ることが知られているので、

Aut(D) = Isom+(D) =
{
z #→ az + b

b̄z + ā

∣∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1

}
∼= PSU2(C)

である．群 Aut(D) に広義一様収束により定まる位相を入れる．

Fact 1.6. リーマン面 R の普遍被覆変換群 G は Aut(D) の離散部分群である．
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1.2 双曲幾何学の復習

この節では双曲幾何学の基本的事項を復習する．詳細は，[IT04]を参照されたい．
単位円盤 D 上のポアンカレ計量

ds2 =
4|dz|2

(1− |z|2)2

から定まる距離を dD と書き、距離空間 (D, dD) を双曲平面と呼ぶ．

Fact 1.7. D 内のポアンカレ計量に関する測地線は境界 S1∞ = {z ∈ C | |z| = 1} に直交
する円または直線の D との共通部分である．また境界上の任意の異なる二点に対して、
その二点を端点に持つ D 内の測地線が一意的に定まる．

以下リーマン面 R を種数 g ≥ 2 の閉リーマン面とし、R = Σg とあらわし、普遍被覆
面を (D,π,Σg), 普遍被覆変換群を G < Aut(D) とする．群 G の元 g は境界 S1∞ に固定
点を丁度二つもつとき双曲型であると呼ばれる．

Fact 1.8. 種数 g ≥ 2 のリーマン面 Σg の普遍被覆変換群の恒等写像 id 以外の元 g は
すべて双曲型である．

普遍被覆変換 g は基本群 π1(Σg, p) の元 [Cg] を定めるから、特に代表元 Cg の自由ホ
モトピー類を定める．

Fact 1.9. 双曲型普遍被覆変換 g の軸 (二つの固定点を結ぶ D 内の測地線 )の π によ
る像は Cg の自由ホモトピー類内の唯一の測地線である．

一般に Aut(D) の離散部分群 Γ はフックス群と呼ばれる．D 内の任意の点 z0 の Γ に
よる軌道 Γ(z0) = {g(z0) | g ∈ Γ} を考える．Γ の離散性より Γ(z0) は単位円 S1∞ 内に集
積点をもち、これらの点全体を Γ の極限集合と呼び、L(Γ) とあらわす．

Fact 1.10. 任意のフックス群 Γ に対して、L(Γ) は閉集合であり、D 内の点 z0 の取り
方に依らず、次の各集合と一致する．

1. 任意の ζ ∈ S1∞ に対して Γ による軌道 Γ(ζ) の集積点集合
2. Γ の双曲型元の固定点全体の集合の閉包
3. γ の元で不変な空でない最小の閉集合

Fact 1.11. 種数 g ≥ 2 のリーマン面 Σg の普遍被覆変換群 G の極限集合は S1∞ と一致
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する．

1.3 [Smi01]の Proposition 2.1 の証明と注意

Definition 1.12 (Dehn ツイスト). 向き付け可能な閉曲面 S 上の単純閉曲線 C に対し
て、A を C の円柱近傍とする．このとき、A は S1 × [0, 1] と同相である．A の外部では
恒等写像と一致して、A の内部では

δ(s, t) = (se2πit, t) (s ∈ S1, t ∈ [0, 1])

で定義される S 上の自己同相写像 δ を C に関する (正の) Dehn ツイストと呼ぶ．以
後、δ のアイソトピー類のことを単に (正の) Dehn ツイストと呼ぶ．

種数 g ≥ 2 の閉リーマン面 Σg の普遍被覆面を (D,π,Σg), その普遍被覆変換群を
G < Aut(D) とする．

Proposition 1.13 ([Smi01]の Proposition 2.1). (1) 任意の向きを保つ自己同相写
像 τ : Σg → Σg に対して，τ の D への持ち上げ τ̃ : D → D は D ∪ S1∞ 上の向き
を保つ自己同相写像に拡張される．さらに、この同相写像は τ のアイソトピー類
にのみ依存して決まる．

(2) 単純閉曲線 C ⊂ Σg に関する Dehn ツイスト δ : Σg → Σg に対して、その持ち上
げ δ̃ : D → D が D 内に固定点をもつならば、π−1(C) の十分小さな近傍の補集合
のある成分を固定する．さらに、このような持ち上げたちは G による共役作用で
互いに移り合う．

(3) 単純閉曲線 C ⊂ Σg に関する正の Dehn ツイストを δ : Σg → Σg とする．このと
き、δ の D への持ち上げ δ̃ が D 内に固定点をもつならば、S1∞ 上の非可算個の点
を固定し，他の点を時計回りに動かす．

Proof. まづ、(1) を示そう．τ ′ : Σg → Σg を τ : Σg → Σg とアイソトピックな微分同相
写像とする．とくに、τ ′ は擬等角写像であるので、その D への持ち上げ τ̃ ′ は D∪ S1∞ 上
の同相写像に拡張される (詳細は [IT04] の第４章を参照されたい)．
次に、τ から τ ′ へのアイソトピーを

I : Σg × [0, 1] → Σg

とし、その D への持ち上げ Ĩ : D× [0, 1] → D で Ĩ(z, 0) = τ̃(z) かつ Ĩ(z, 1) = τ̃ ′(z) が
任意の z ∈ D で成り立つものを考える．曲面 Σg はコンパクトで、Ĩ は双曲距離に関し
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て一様連続であるので、集合
{
dD(Ĩ(z, 0), Ĩ(z, 1)) | z ∈ D

}

は有界である．よって、任意の ζ ∈ S1∞ と D 内の点列 {zn} で zn → ζ を満たすものに
対して、

dE(τ̃(zn), τ̃ ′(zn)) → 0

が成り立つ．ただし、 dE は D 上の Euclid 距離である．したがって、τ̃ : D → D も
D ∪ S1∞ 上の同相写像に拡張され、τ̃(ζ) = τ̃ ′(ζ) を満たす．
次に、(2) を示そう．点 p ∈ D を δ̃ の固定点とすると、δ̃ は π−1(C) 上に固定点を持

たないので、点 p は π−1(C) の補集合のある成分 K̂ に含まれる．π−1(C) の近傍の補集
合の K̂ と交わる成分 K を固定する δ のリフトを δ̃0 とすると、δ̃(δ̃0)−1 は固定点を持
つ普遍被覆変換なので恒等写像と一致する．よって、δ̃(K) = K が成り立つ. 次に、δ の
リフト δ̃1, δ̃2 を D 内に固定点を持つものとすると、上記の議論より π−1(C) の近傍の
補集合のある成分 K1, K2 が存在して、δ̃i(Ki) = Ki (i = 1, 2) が成り立つ．このとき、
K2 = g(K1) を満たす g ∈ G に対して、gδ̃1g−1(K2) = K2 = δ̃2(K2) が成り立ち、さら
に、gδ̃1g−1δ̃−1

2 は普遍被覆変換であることから、δ̃2 = gδ̃1g−1 となり (2) の後半の主張を
得る．
最後に (3) を示す．正の Dehn ツイストの定義より、δ は次を満たす自己同相写像 τ

とアイソトピックである．

1. τ は C の円柱近傍 A の外側で恒等写像であり、
2. A の内部で

τ(s, t) = (se2πit, t) (s ∈ S1, t ∈ [0, 1])

の形をしている．ただし、A は S1 × [0, 1] と同相とする．

主張 (1) より、S1∞ 上で δ̃ と τ̃ は一致するから、τ について主張を示せばよい．上記の
性質 1. より、τ は S1∞ 上に固定点を持つことが分かり、Fact 1.8, 1.9, 1.10 及び 1.11 よ
りその濃度は非可算である．以下、アイソトピーにより C を測地線と仮定しても一般性
を失わない．さて、写像 τ̃ で固定されない点 ζ ∈ S1∞ の像 τ̃(ζ) が ζ の右側にあること
を背理法で示そう．点 p ∈ D を τ̃ の固定点、p と ζ を結ぶ (双曲的)測地線分を L とし
て、点 p を始点とする折れ線 Z を以下のように構成する．点 p から最初に C のリフト
C̃1 にぶつかるまで L に沿って進み、その後右側に折れる．そして、π(L) のリフト L1

にぶつかるまで C̃1 に沿って進み、その後右に折れ、L1 に沿って C のリフト C̃2 にぶつ
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かるまで進み、再度右に折れる．帰納的に上記の手順を繰り返して得られる折れ線を Z

とすると、その端点は τ̃(ζ) である．ここで、τ̃(ζ) が ζ の左側にあると仮定すると、Z と
L は交わり、測地多角形 (頂点の数を k とする)をなす．このとき、この測地多角形の内
角の和は (k − 2)π 以上となり、これは双曲平面における多角形の性質に矛盾する．した
がって、τ̃(ζ) が ζ の右側にあることが分かり、主張を得る．

Remark 1.14 ([Smi01] の Remark 2.2). 一般に Dehn ツイストの任意の持ち上げが
S1∞ 上で (3) のような良い挙動をするわけではない．実際，D 内の点を固定する持ち上げ
δ̃ と双曲型の普遍被覆変換 g に対し，十分大きい自然数 n をとると，g の吸引固定点の
近くで gn ◦ δ̃ によって反時計回りに動く S1∞ 上の点が存在する．
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第２章 Shearing the hyperbolic disc の解説
Lemma 2.3

四之宮佳彦 (東京工業大学)

概要
Ivan Smith 氏の論文 ”Geometric monodromy and the hyperbolic disc”[Smi01] の第２章の Lemma

2.3の解説を目的とする．

1 準備
以下では，[KO08], [KS09], [Ful03], [Hir06]を参照した．

Definition 1.1. (Lefschetz fibration) 向き付けられた連結かつコンパクトな 4 次元可微分多様体 X から球
面 S2 への smoothな写像 f が Lefschetz fibrationであるとは次の二つの条件を満たすことである：

• f の critical pointは有限個であり，互いに異なるファイバー内にある，
• 任意の critical point p と，q = f(p) の近傍において，向きと compatible な複素座標 (z1, z2) ∈ C2,

w ∈ Cで w = f(z1, z2) = z1z2 となるものが存在する．

Lefschetz fibration f の critical pointの集合を {p1, · · ·, pr}と表し，Crit = {qi = f(pi)| i = 1, · · ·, r}と
する．任意の q ∈ S2 \ Critに対し，f−1(q)は向き付られた閉曲面であり，その位相型は q に依らない．任意
の q ∈ S2 \ Critに対して，f−1(q)を smooth fiberと呼び，種数 g の閉曲面 Σg (g ≥ 2)であるとする．任
意の qi ∈ Critに対しては，f−1(qi)を critical fiberと呼ぶ．critical fiberは Σg の一つの単純閉曲線を一
点につぶした形をしている．
点 q ∈ S2 \ Crit を固定する．l ∈ π1(S2 \ Crit, q) に対して，f−1(l) は Σg × [0, 1] において Σg × {0} と

Σg × {1}を写像類群 Γg のある元 φl で張り合わせたものとなる．写像 ρ : π1(S2 \ Crit, q) $ l %→ φl ∈ Γg は
準同型になっており，これを f に対するmonodromy準同型という．li ∈ π1(S2 \ Crit, q)を，q 出発し qi

の周りを回って q に戻る閉曲線とする (下図参照)．この時，ρ(li)は Σg 上の閉曲線 Ci で，f−1(qi)の node

に対応しているものに関する positive Dehn twist δi になる．l1l2 · · · lr = eなので，δ1 · · · δr = idという関
係式が得られる．

Definition 1.2. (section) smoothな写像 s : S2 → X が Lefschetz fibration f : X → S2 の sectionであ
るとは，f ◦ s = idとなることをいう．

Lefschetz fibration f が切断 s を持つと仮定し，p = s(q) とおく．また，Σg,1 = Σg − (p 中心の円板 )，
Σ1

g = Σg − {p} とし，Σg,1，Σ1
g の写像類群をそれぞれ Γg,1, Γ1

g とする．ただし，Σg,1 のアイソトピーは
∂Σg,1の各点を固定するものを考える．この時，δを境界にホモトピックな単純閉曲線に関する positive Dehn

1



twistとすれば，次の完全列が得られる：

0 !! 〈δ〉 !! Γg,1 !! Γ1
g

!! 0．

また写像 sが f の切断なので，各 δi に対し，Γg で δi と一致するような Γ1
g の元 δ′i で，δ′1 · · · δ′r = id とな

るようなものが存在する．更に，各 δ′i に対し，Γg,1 で δ′i と一致するような Γg,1 の元 δ′′i で，δ′′1 · · · δ′′r = δn

がある n ∈ Zについて成り立つものが存在する．この時，−nのことを section sの self-intersectionと呼
び，s · sで表す．

2 Lemma 2.3 の主張
以下では，Lefschetz fibration f : X → S2 が section s を持つとする．点 q ∈ S2 \ Crit を固定し，

p = s(q) ∈ Σg とおき，p̃ ∈ π−1(p)を固定する．写像 sは sectionなので，δi(p) = pが成り立つ．更に，pは
Πδi = δ1δ2 · · · δr と idとのアイソトピー間でも固定されるとしてよい．各 δi のリフトで p̃を固定するものを
δ̃i とすれば，Πδ̃i = δ̃1 · · · δ̃r = idが S1∞ 上で成り立つ．一方，S1∞ 上の点は δ̃i によって時計回りに動く (あ
るいは固定される)ので，δ̃i を順次作用させていくことで，S1∞ の点は S1∞ 上を何周か回っている．

Lemma 2.1 ([Smi01]の Lemma 2.3). 同相写像の列 {δ̃i}ri=1 は S1∞ を −2πs · sだけ回す．

3 [Smi01]の Lemma 2.3 の証明
Remark 3.1 ([Smi01]の Lemma 2.3 の証明について). [Smi01]の Lemma 2.3 の証明は次の手順で行われ
ている．まず p̃中心の十分小さい円板をとり，その円板が同相写像の列 {δ̃i}ri=1 で回転される回数 mと S1∞
が {δ̃i}ri=1 で回転される回数 k が一致することを見る．そして mと self-intersection s · sが一致することを
示す．しかしながら，Proposition 2.1より，円板を小さくとると，{δ̃i}ri=1 でその円板は固定されるのでこの
証明は少なくともそのままではうまくいかない．円板の大きさを適当に取れば証明がうまくいく可能性もある
が，以下では別の方法で証明を行う．

Proof. 同相写像の列 {δ̃i}ri=1 が S1∞ をまわす回数を k 回とする．写像 π : D → Σg = D/G を普遍被覆写像と
する．点 pを中心とする開円板 U, V (Ū ⊂ V ) を，π−1(V )の各連結成分への π の制限 が単射となるようと
る．更に，Σg,1 = Σg − U , Σ1

g = Σg − {p}とおく．
円環 V − U の core curve に関する positive Dehn twist を δ′ とする．同相写像 δ : Σg → Σg を次のように
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定める:

δ(z) =

{
δ′(z) (z ∈ V − U)
z (z ,∈ V − U).

この時，Σg 上 δ = id (アイソトピック)である．更に，δ = δ|Σg,1 は ∂Σg,1 = ∂U にホモトピックな単純閉
曲線に関する positive Dehn twistなので，(Πδi) δ−n = idが Σg,1 上で成り立つ様に δ1, · · · , δr を Γg,1 へリ
フトできる. ここで D = π−1(Σg − U) とすれば，π|D : D → Σg,1 は被覆写像となる．同相写像 δ̃ : D → D
を δ のリフトで，δ̃(p̃) = p̃となるものとする．同相写像 δ̃ は π−1(∂U) の各成分にホモトピックな単純閉曲
線に関する positive Dehn twist の合成である．更に，δ̃(D) = D であるから，δ̃ = δ̃|D は δ : Σg,1 → Σg,1

の D へのリフトと見なせる．曲面 Σg,1 上で (Πδi) δ−n = idが成り立つので，D 上で
(
Πδ̃i

)
δ̃−n = γ とな

るような γ ∈ G が存在する．従って，
(
Πδ̃i

)
δ̃−n = γ が D上でも成り立つが，δ̃1, · · ·, δ̃r, δ̃ が p̃ を固定し，

(Πδi) δ−n と idの間のアイソトピーで pを固定するものが取れるから，D 上で
(
Πδ̃i

)
δ̃−n = idが成り立つ．

開円板 Ũ , Ṽ をそれぞれ π−1(U), π−1(V ) の p̃ を含む成分とする．この時，D− Ũ 上で
(
Πδ̃i

)
δ̃−n = id が

成り立つ．更に，δ̃1, · · · , δ̃r は p̃を固定するするので，Proposition 2.1より
(
Πδ̃i

)
|D−Ũ は Ṽ − Ũ 上 id で，

S1∞ を k 回まわす．また，δ̃|D−U は Ṽ − Ũ では positive Dehn twistで，D− Ṽ では idとアイソトピック．
従って，l を ∂(D− U)の二つの成分を結ぶ線分とすれば，

(
Πδ̃i

)
δ̃−n(l)は Ṽ − Ũ 内を −n周し，D− Ṽ 内

を k 周して二つの境界を結ぶ曲線となる．一方，D − Ũ 上で
(
Πδ̃i

)
δ̃−n = id であるから

(
Πδ̃i

)
δ̃−n(l)と l

はホモトピック．従って，k = n = −s.sが成り立つ．

周

周

Remark 3.2 ([Smi01]の Lemma 2.3 の証明内の図式について). [Smi01]の Lemma 2.3 の証明の中で言及
されている次の可換図式の準同型 αについて解説する．準同型 〈δ〉 → 〈z %→ z + 2π〉，Γ1

g → Homeo(S1∞)は
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αから誘導される．

0 !! Z = 〈δ〉

""

!! Γg,1

α

""

!! Γ1
g

""

!! 0

1 !! Z = 〈z %→ z + 2π〉 !! Homeo"(R) !! Homeo(S1∞) !! 1

但し，Homeo(S1∞) は S1∞ 上の向きを保つ同相写像全体からなる群で，Homeo"(R) は R上の向きを保つ同相
写像 f で，f(x) + 2π = f(x+ 2π) を満たすもの全体からなる群である．また，記号は 3のものを用いる．
円環 D − Ũ の普遍被覆を B = R × (0, 1)とし， ∂(D − Ũ)の二つの連結成分 ∂Ũ，S1∞ = ∂Dがそれぞれ

R× {0}，R× {1}に対応しているとする．準同型 αは，Γg,1 の各元に対し，その S1∞ = ∂D（∂(D− Ũ)の連
結成分の一つ）への作用を R× {1}への作用にリフトしたものを対応させる写像である．特に δ は D− Ũ 上
で，∂Ũ とホモトピックな単純閉曲線に関する Dehn twistなので，R× {1} 上には z %→ z+2πとして作用す
る．また準同型 β は αから誘導される準同型である．

参考文献
[Ful03] Terry Fuller. Lefschetz fibrations of 4-dimensional manifolds. Cubo Mat. Educ., 5(3):275–294,

2003.

[KO08] Mustafa Korkmaz and Burak Ozbagci. On sections of elliptic fibrations. Michigan Math. J.,

56(1):77–87, 2008.

[KS09] Mustafa. Korkmaz and Andras I. Stipsicz. Lefschetz fibrations on 4-manifolds. In Athanase

Papadopoulos, editor, Handbook of Teichmüller Theory Volume 2, pages 271–296. EMS, 2009.

[Smi01] Ivan Smith. Geometric monodromy and the hyperbolic disc. Q. J. Math., 51(2):217–228, 2001.

[Hir06] 廣瀬進. 周期的写像の Dehn ツウィストによる表示と Lefschetz ファイバー空間.

http://www.ms.saga-u.ac.jp/ hirose/paper/hakone2006.pdf, 2006.
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4次元多様体 (Lefschetz fibration)の基礎
門田　直之 (大阪大学)

1 4次元多様体の符号数
4次元多様体の符号数は, 4次元多様体の基本的な位相不変量の 1つである. 前
半では, 向きづけられた閉 4次元多様体の符号数の定義を紹介し, 後半は Lefschetz

fibartionに関する基礎的な事実を紹介していく. 特に, Lefschetz fibrationの構造
を持つ 4次元多様体のいくつかの例の符号数を具体的に計算する. 主な参考文献
は, [4], [2]である. また, 4次元多様体や Lefschetz fibrationの基礎的な知識につい
ても [4], [2]を参考にしていただきたい.

以下，

· surface : connected，closed, oriented 2-manifold,

· homology群 : Z係数

とする. 4次元多様体の符号数を定義するために,

交叉数→交叉形式→符号数

の順で定義していく.

1.1 交叉数 (2次元バージョン)

oriented connected compact 2 manifold M2 の向きを

一次独立なベクトル f1, f2の並べる順序

と解釈する. 図 1のように反時計回りに f1, f2を並べるとき, (f1, f2) と書くことに
し，時計回りは (f2, f1)と書く.

f

f

図 1: f1, f2を反時計回りに並べた図.
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!c1,!c2をM2の中の oriented simple closed curveとし, e1, e2を !c1,!c2の向きとす
る. !c1,!c2の横断的に交わった時の交点 p ∈ c1 ∩ c2に対し, (c1 · c2)pを次のように定
義する.

(e1, e2) = (f1, f2) ⇒ (c1 · c2)p = 1,

(e2, e1) $= (f1, f2) ⇒ (c1 · c2)p = −1

特に, (c2 · c1)p = −(c1 · c2)pとなる.

p

c

e

e

e

e

f

f
c

p

c

c
Mの向き M

f

f

Mの向き M

図 2: !c1,!c2とその向き e1, e2, 交点 p ∈ c1 ∩ c2.

Def 1.1. c1と c2の交叉数を次のように定義する:

!c1 · !c2 :=
∑

p∈c1∩c2

(c1 · c2)p.

Ex 1.2. !c1,!c2を図 3のものとする. このとき, !c1 · !c2を計算すると,

!c1 · !c2 = (c1 · c2)p1 + (c1 · c2)p2 = 0.

ep

p

e

e

e
f

f

Mの向きM
c

c

図 3:

Ex 1.3. !c1,!c2を図 4のものとする. このとき, !c1 · !c2を計算すると,

!c1 · !c2 = (c1 · c2)p1 + (c1 · c2)p2 = 2
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p

p
e

e

e

e

M

f

f

Mの向き

c

c

図 4:

Def 1.4. !cの自己交叉数を次のように定義する:

!c 2 = !c · !c :=
∑

p∈c∩c′

(c · c′)p.

ただし，c′は cと homotopicな simple closed curveである.

2次元の時と同様に，4次元でも交叉数，自己交叉数を定義していく．

c

c ´

図 5: cと homotopicな simple closed curveの例.

1.2 交叉数 (4次元バージョン)

目で見ることはできないが, 4次元多様体の中では一般に面と面は一点で交わる
ことに注意してほしい.

Claim 1.5. 4-mfdの中では，面と面が 1点で横断的に交わる.

Proof. R4 = {(x1, x2, x3, x4)|xi ∈ R}を考える．
P1 := {(x1, x2, 0, 0)|xj ∈ R}, P2 := {(0, 0, x3, x4)|xk ∈ R} (P1

∼= P2
∼= R2)，

このとき，P1 ∩ P2 = (0, 0, 0, 0)

もし, 面と面が直線で交わっていたとしても, 少し回転することで 1点で交わる
ようにすることができる.

oriented, connected, compact C∞ 4-manifold M4 の向きを

一次独立なベクトル f1, f2, f3, f4の並べ方

3



と解釈し，(f1, f2, f3, f4)と fixする．
!Σ1, !Σ2を connected, closed, oriented 2-manifoldとし, (e1, e2), (g1, g2)をその向

きとする. !Σ1, !Σ2の横断的に交わった時の交点 p ∈ Σ1 ∩Σ2に対し, (Σ1 ·Σ2)pを次
のように定義する.

(e1, e2, g1, g2)が (f1, f2, f3, f4)の偶数置換と一致⇒ (Σ1 · Σ2)p = 1

(e1, e2, g1, g2)が (f1, f2, f3, f4)の奇数置換と一致⇒ (Σ1 · Σ2)p = −1

p

e
g

e

g

Σ

Σ

(e,e)：Σの向き

(g,g)：Σの向き

図 6: 点 pの周りのイメージ

Def 1.6. Σ1とΣ2の交叉数を次のように定義する：

!Σ1 · !Σ2 :=
∑

p∈Σ1∩Σ2

(Σ1 · Σ2)p.

2次元の時と同様に, !Σ ∈ H1(M2)の自己交叉数を

!Σ2 = !Σ · !Σ :=
∑

p∈Σ∩Σ′

(Σ · Σ′)p

と定義する．ただし，Σ′はΣとhomotopicな connected, closed, oriented 2-manifold

である.

1.3 4次元多様体の交叉形式
M4を oriented, connented, compact, closed C∞ 4-manifoldとする.

Def 1.7. ΣをM4に滑らかに埋め込まれた surfaceとする. α ∈ H2(M4)が Σに
より代表されるとは, ι∗([Σ]) = αとなるときをいう (但し, ι : Σ ↪→ M4, また,

[Σ] ∈ H2(Σ)は基本類とする).

この状況を α = [Σ] とかく．
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Fact 1.8. 任意の α ∈ H2(M4)に対し, 滑らかに埋め込まれた surface Σ ⊂ M4が
存在し, α = [Σ]となる.

Def 1.9. M : oriented, connected, compact C∞ 4-manifoldとする.

QM : H2(M) × H2(M) −→ Z

∈ ∈

([Σ1], [Σ2]) &−→ "Σ1 · "Σ2

をM の交叉形式と呼ぶ (ふつう，H2(M, ∂M)で定義する).

Fact 1.10. QM は対称双 1次形式である. すなわち，次が成り立つ：

(i) QM(x, y) = QM(y, x),

(ii) QM(x1 + x2, y) = QM(x1, y) + QM(x2, y),

(iii) QM(λx, y) = λQM(x, y) (λ ∈ Z).

よって，QM は次のように正方行列とみなすことができる:

QM = (ai · aj)i,j.

ただし，a1, . . . , an ∈ H2(M)はH2(M)の基底とする.

Σ1またはΣ2を torsionとするとQM([Σ1], [Σ2]) = 0となるので,

H : = H2(M)/T ∼= Z ⊕ · · ·⊕ Z (n個の直和)

= {m1a1 + · · · + mnan|mi ∈ Z}

(TはTorsion, aiは各 Zの基底)とすると, QM は

QM : H × H → Z

と考えてよい.

HをQ上に次のように拡張する：

QH := {q1a1 + · · · + qnan|qi ∈ Q}.

さらに，次のようにしてQM : H × H → Zを

Q̃M : QH × QH → Q

に拡張する：
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x = q1a1 + · · · + qnan, y = r1a1 + · · · + rnan (x, y ∈ QH)に対し，

Q̃M(x, y) =
n∑

i,j=1

qirjQM(ai, aj).

Q̃M も対称双 1次形式で，正方行列とみなせる：

Q̃M = (ai · aj)i,j

ただし，a1, . . . , an ∈ QHはQHの基底とする.

Thm 1.11. Q̃M のすべての固有値は 0にならない (M : closedから従う).

Def 1.12. Q̃M を対角化して考える.

(i) b+
2 (M), b−2 (M) :対角成分の+, −の成分の個数

(ii) σ(M) := b+
2 (M) − b−2 (M) : M の符号数

Rem 1.13. b+
2 (M) + b−2 (M) = b2(M) : M の第 2ベッチ数 となる.

Ex 1.14. σ(S4) = 0

Ex 1.15. σ(CP2) = 1

Ex 1.16. σ(CP2
) = −1 (CP2

= CP2の逆向き)

Ex 1.17. σ(S2 × S2) = σ(CP2"CP2
) = 0

2 Lefschetz fibrationと写像類群
2.1 Lefschetz fibration

M を oriented, connected, compact C∞ 4-manifoldとする.

種数 gの Lefschetz fibrationとは“有限個の Lefschetz型の特異ファイバーを許
す S2上の Σg-束のようなもの”である. 図 7は Lefschetz fibrationのイメージで
ある.
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b

g

bm

p

pm

b

M

f

S

図 7: Lefschetz fibrationのイメージ

次の定理は, Lefschetz fibrationの研究が活発になった要因の 1つといえる.

Thm 2.1 (Gompf+Donaldson).

M が symplectic構造を持つ⇐⇒
ある n ∈ Nが存在して,M!nCP2が Lefschetz fibrationの構造を持つ.

(実際には少し条件を仮定するが,ここでは簡単な形で紹介しておく.)

Def 2.2. f : M → S2が次の 3条件を満たす時, f を種数 gの Lefschetz fibration

と呼ぶ.

(1) b1, . . . , bm ∈ S2を f の臨界値のとき, f は S2 − {b1, . . . , bm}上のΣg束,

(2) f−1(bi) (特異ファイバー) 上にただ 1つ臨界点 piが存在し, piと biの周りで

f : (z1, z2) → z2
1 + z2

2 ,

(3) f−1(b)は自己交叉数 (−1)の球面を含まない．

特異ファイバーは図 8のように, 大きく分けて 2タイプと考えることができる.

1つは, 非分離的な simple closed curveをつぶす非分離型特異ファイバー, もう 1

つは, 分離的な simple closed curveをつぶす分離型特異ファイバーである.

g
sk

s

k

つぶす

つぶす

分離的特異ファイバー 非分離的特異ファイバー

図 8: 特異ファイバーのタイプ
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2.2 写像類群とmonodromy因数分解
Σg : 種数 gの有向閉曲面とする.

Def 2.3. 次の集合 ΓgをΣgの写像類群と呼ぶ.

Γg := {ϕ : Σg → Σg|ori. pre. diffeo.}/isotopy

Def 2.4. 図 2.4の写像の isotopy類は写像類群 Γgの元であり, tcと書く. tcsimple

closed curve c (⊂ Σg)に沿うDehn twistと呼ぶ.

→
c c

tc

ここでは, monodromy因数分解について紹介する.

f : M → S2を種数-g Lefschetz fibrationとする. Bを f の臨界値全体の集合
B = {b1, . . . , bm}とおく. このとき, monodromy準同型写像と呼ばれる次のよう
な π1(S2 − B)から Γgへの準同型写像 ρが存在することが知られている:

Fact 2.5. ρ : π1(S2 − B) → Γg : homomorphism s.t. ρ(γi) = tci .

Γg

bi b

ci

π(S
-B) ∈

∈

γi

γi

tci

図 9: moonodromy準同型写像

さて, γi ∈ π1(S2 − B)を図 10のような loopとすると, γ1 · · · γm = 1となること
から次のことを得る.

ρ : π1(S
2 − B) −→ Γg

∈ ∈

γ1γ2 · · · γm = 1 %−→ tc1tc2 · · · tcm = 1
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c(が潰れている)cm

cm-

γ
γm

γm-

b

bm-

bm

S


図 10:

Def 2.6. f : M → S2 : m本の特異ファイバーを持つ種数-g Lefschetz fibrationに
対して定まる 1 ∈ Γgの因数分解

tc1tc2 · · · tcm = 1

をmonodromy因数分解と呼ぶ.

Fact 2.7. m本の特異ファイバーを持つ種数-g Lefschetz fibration f : M → S2に
対し, monodromy因数分解 tc1tc2 · · · tcm = 1 ∈ Γg が定まる. 逆に, tc1tc2 · · · tcm =

1 ∈ Γg を与えるとm本の特異ファイバーを持つ種数-g Lefschetz fibration が定
まる.

特に, g ≥ 2のとき, 2つのmonodromy因数分解がHurwitz同値あることの必要
十分条件は, そのmonodromy因数分解から定まる Lefschetz fibrationが同型であ
ることが知られている.

2.3 Examples of Lefschetz fibrations (I)

Fact 2.8. f : M → S2 : 種数-g Lefschetz fibration s.t. m本の特異ファイバーを
持つ=⇒ オイラー標数 e(M) = −4(g − 1) + m

以下, c1, . . . , c2g+1を図 11のような curveとする．

c cgc
cg+

c c c c
180°

ι

図 11:
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Thm 2.9 (Matsumoto[3],Endo[1]). x1, . . . , xmを c1, . . . , c2g+1のどれかとする. こ
のとき, 次のようなmonodromy因数分解

tx1tx2 · · · txm = 1 ∈ Γg

から定まる種数-g Lefschetz fibration f : M → S2の符号数 σ(M)は次で与えら
れる:

σ(M) = − g + 1

2g + 1
m.

(この定理は [3],[1]のかなり弱いバージョンである. より正確な主張は [3],[1]を参
考にしていただきたい.)

基本的な Lefschetz fibrationの例をいくつか紹介していく.

Ex 2.10. monodromy因数分解

(tc2g+1 · · · tc2t2c1tc2 · · · tc2g+1)
2 = 1 ∈ Γg

に対して定まる種数-g Lefschetz fibration f1 : M1 → S2 に対し, オイラー標数, 符
号数を計算すると:

e(M1) = −4(g − 1) + 4(2g + 1) = 4(g + 2),

σ(M1) = − g + 1

2g + 1
4(2g + 1) = −4(g + 1).

Ex 2.11. monodromy因数分解

(tc2g+1tc2g · · · tc2tc1)2g+2 = 1 ∈ Γg

に対して定まる種数-g Lefschetz fibration f2 : M2 → S2 に対し, オイラー標数, 符
号数を計算すると:

e(M2) = −4(g − 1) + (2g + 1)(2g + 2) = 2(2g2 + g + 3),

σ(M2) = − g + 1

2g + 1
(2g + 1)(2g + 2) = −2(g + 1)2.

Ex 2.12. monodromy因数分解

(tc2g · · · tc2tc1)4g+2 = 1 ∈ Γg

に対して定まる種数-g Lefschetz fibration f3 : M3 → S2 に対し, オイラー標数, 符
号数を計算すると:

e(M3) = −4(g − 1) + 2g(4g + 2) = 4(2g2 + 1),

σ(M3) = − g + 1

2g + 1
2g(4g + 2) = −4g(g + 1).
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2.4 Examples of Lefschetz fibrations (II)

2.3節で紹介した Lefschetz fibrationの切断を紹介する.

Def 2.13. 種数-g Lefschetz fibration f : M → S2に対し, σ : S2 → M が f ◦ σ =

id|S2を満たすとき, σ2を f の切断と呼ぶ.

切断 σの自己交叉数 σ2を σ2 := [σ(S2)]2 ([σ(S2)] ∈ H2(M))で定義する.

Σg,1を図 12のように境界 ∂を持つ種数 gの有向曲面とする.

g

∂

図 12:

Def 2.14. Γg,1をΣg,1の写像類群と呼び, 次のように定義する:

Γg,1 := {ϕ : Σg,1 → Σg,1|ori., pre., diffeo. s.t.ϕ|∂ = id|∂}/isotopy rel. ∂

Def 2.15. 図 13の操作を t∂と書き, 境界 ∂に沿うDehn twist (∈ Γg,1)と呼ぶ.

→
∂ ∂

t∂

図 13: 境界に沿うDehn twist

Fact 2.16. 種数-g Lefschetz fibrationが自己交叉数 (−k)の切断を持つことの必要
十分条件は, 定まるmonodromy因数分解 tι(x1) · · · tι(xm) = 1 ∈ Γgに対し, Γg,1への
次のような liftが存在することである:

tx1 · · · txm = tk∂ ∈ Γg,1

ただし, ιは埋め込み ι : Σg,1 ↪→ Σgである.

c cgc c c c c
180°

ι
dg+

eg+ ∂

図 14:

c1, . . . , c2g, d2g+1, e2g+1を図 14のようなΣg,1上の simple closed curveとする.
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Ex 2.17. Ex.2.10のmonodromy因数分解 (tc2g+1 · · · tc2t2c1tc2 · · · tc2g+1)
2 = 1から定

まる種数-g Lefschetz fibration f1 : M1 → S2は自己交叉数 (−1)の切断を持つ. 実
際, Γg,1において次のような関係式を持つ:

(td2g+1tc2g · · · tc2t2c1tc2 · · · tc2gte2g+1)
2 = t∂.

ι(d2g+1) = ι(e2g+1) = c2g+1, ι(ci) = ciであることに注意してほしい.

Ex 2.18. Ex.2.11のmonodromy因数分解 (tc2g+1 · · · tc2tc1)2g+2 = 1から定まる種
数-g Lefschetz fibration f2 : M2 → S2は自己交叉数 (−1)の切断を持つ. 実際, Γg,1

において次のような関係式を持つ:

(td2g+1tc2g · · · tc2tc1)2g+2 = t∂.

ι(d2g+1) = c2g+1, ι(ci) = ciであることに注意してほしい.

Ex 2.19. Ex.2.12のmonodromy因数分解 (tc2g · · · tc2tc1)4g+2 = 1から定まる種数-g

Lefschetz fibration f3 : M3 → S2は自己交叉数 (−1)の切断を持つ. 実際, Γg,1にお
いて次のような関係式を持つ:

(tc2g · · · tc2tc1)4g+2 = t∂

ι(ci) = ciであることに注意してほしい.

参考文献
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Section 3 Irreducible Lefschetz fibrations

Question 3.1と Proposition 3.2の解説

遠藤 久顕 (大阪大学大学院理学研究科)

はじめに

筆者が輪読を担当した第 3節の前半 ([Sm1]の 223ページ 16行目から 224ペー
ジ 21行目までの約 1ページ)は, Ivan Smithの専門分野であるシンプレクティッ
ク幾何学や複素幾何学の手法が用いられている部分である. 筆者はこの部分の解
説者として適任ではないし, Smithの議論のうちのいくつかを理解していないが,

担当者ということで報告を書くことをお許しいただければと思う.

以下の文章では, 第 3節の前半のうち筆者が理解したと思われる部分について,

Smithの議論を筆者がどのように解釈したのかを詳しく述べた. 一方で, 筆者が
理解していない部分がどの部分であるかをきちんと記した. もちろん筆者の理解
が誤解である可能性も小さくないので, 原論文 [Sm1]の該当部分と見比べながら
読んでいただくことを想定している.

１　Tianの問題

はじめに, Lefschetzファイバー空間の定義を思い出しておく. 例えば, [Ka],

[Ma], [GS, Chapter 8]などに詳しい解説がある.

S2を 2次元球面とし, Σgを種数 gの向きづけ可能な閉曲面とする. S2, Σgはい
ずれも 2次元 C∞級多様体と考えることとし, それぞれに一つずつ向きを定めて
おく. Mを向きづけられた 4次元C∞級閉多様体とし, f : M → S2をC∞級写像
とする.

定義　 f : M → S2が種数 gの Lefschetzファイバー空間であるとは, f が次の
条件 (i), (ii)をみたすことである:

(i) f は有限個の臨界値 b1, . . . , bn ∈ S2をもち, 各特異ファイバー Fi := f−1(bi)

には唯１つの臨界点 pi ∈ M が存在する. また, f の f−1(S2 − {b1, . . . , bn})への制
限はΣgをファイバーとするC∞級ファイバー束である;

(ii) 各 pi, bi を中心とする C∞ 級局所複素座標 (z1, z2), w が存在し, f は w =

f(z1, z2) = z2
1 + z2

2と表示される. (このとき局所複素座標の定める向きが, M, S2

の向きと両立するものとする).

Lefschetzファイバー空間 f : M → S2に対し, M を全空間, S2を底空間, f を
射影, Σgをファイバーなどとよぶ. $

定義　Lefschetzファイバー空間 f : M → S2が相対的に極小であるとは, Mに埋
め込まれた自己交叉数−1の 2次元球面が, f のどの特異ファイバーにも含まれて
いないことである. $
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種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → S2の模式図を以下に示す. 4次元
多様体そのものを図示することはできないので, 次元を半分にしてMの図を描い
ている.

M

f

S2

Σg

F1 F2 Fn F0

p1
p2

pn

b1
b2 bn b0

図 1: 種数 gの Lefschetzファイバー空間 f : M → S2

さて, 種数 0の Lefschetzファイバー空間について, 次のことが知られている.

命題 (cf. [GS, Proposition 8.1.7])　相対的に極小な種数 0のLefschetzファイバー
空間は, S2上の S2をファイバーとするC∞級ファイバー束である. "

Smale [Sma]により, S2の向きを保つ微分同相群Diff+(S2)は特殊直交群SO(3)

にホモトピー同値であることが示されている. 従って, S2上の S2をファイバー
とする C∞ 級ファイバー束の構造群は SO(3)に簡約され, 自明なファイバー束
S2 × S2 → S2, もしくは非自明なファイバー束 S2 ×̃S2 → S2 のいずれかに同型
になる (cf. [GS, Example 4.1.4(e)]). さらに, これら 2つのファイバー束は, CP1

上の CP1をファイバーとする正則ファイバー束 F0 → CP1, F1 → CP1 に C∞級
ファイバー束としてそれぞれ同型になる. ここで, F0, F1はHirzebruch曲面とよ
ばれる小平次元−∞の複素曲面である (cf. [GS, Example 3.4.7]). 以上より, 相対
的に極小な種数 0の任意の Lefschetzファイバー空間は, 正則な Lefschetzファイ
バー空間に同型であることがわかった.

次に, 種数 1の Lefschetzファイバー空間については, 次のことが知られている.

定理 (Moishezon [Mo, Theorem 9])　 f : M → S2を相対的に極小な種数 1の
Lefschetzファイバー空間とし, 少なくとも 1本の特異ファイバーをもつものとす
る. このとき, f は種数 1の正則 Lefschetzファイバー空間E(1) → CP1のいくつ
かのファイバー和に同型である. "

すなわち種数1の場合にも,基本的な構成要素である正則Lefschetzファイバー空
間をファイバー和という操作によって組み合わせることにより,すべてのLefschetz
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ファイバー空間がえられることがわかる. 正則 Lefschetzファイバー空間E(1) →
CP1は 12本の特異ファイバーをもっており, 全空間E(1)はCP2#9CP2にC∞級
微分同相であることが知られている (２でもう少し詳しく述べる).

上の定理に現れたファイバー和の定義を振り返っておく.

定義　種数 g の Lefschetzファイバー空間 f : M → S2, f ′ : M ′ → S2 を考
え, f, f ′の正則値のみを含む円板D ⊂ B, D′ ⊂ B′をそれぞれ選ぶ. 基点 b0 ∈
∂D, b′0 ∈ ∂D′をとり, F0 := f−1(b0), F ′

0 := f ′−1(b′0)とおく. このとき, 向きを保つ
C∞級微分同相 ϕ : F0 → F ′

0と向きを逆にするC∞級微分同相 ∂D → ∂D′ によっ
て, M − f−1(Int D)とM ′ − f ′−1(Int D′)を双方のファイバー構造を保つように接
合することにより, 種数 gの Lefschetzファイバー空間 f#f ′ : M#F M ′ → B#B′

がえられる. これを f と f ′の (ϕによる)ファイバー和 (fiber sum)という. ϕを
強調するときには, f#f ′を f#ϕf ′とも書く. %

ファイバー和 f#ϕf ′の全空間M#F M ′の微分同相類は, ϕのアイソトピー類
のみで決まる. 一般に, ϕを取り替えるとM#F M ′の微分同相類は変化する. 一
方, E(1) → CP1の n個のコピーのファイバー和は nのみに依存し, ファイバー
和に用いる ϕの取り方にはよらない (cf. [GS, Lemma 8.3.6]). この 4次元C∞級
多様体 (種数 1の Lefschetzファイバー空間の全空間)をE(n)と表す. 上に述べた
Moishezonの定理は, 種数 1のLefschetzファイバー空間は本質的にはE(n) → S2

しかない, ということを主張している.

この状況をふまえると, G. Tianによる次の問題はとても自然に感じられる.

問題 (G. Tian, [Sm1, Question 3.1])　 f : M → S2を相対的に極小な種数 gの
Lefschetzファイバー空間とし, g ≥ 2かつ π1(M) = 1であるとする. このとき, f

はいくつかの種数 gの正則 Lefschetzファイバー空間のファイバー和に同型であ
るか? %

Smithは自身の学位論文の中で, 正則 Lefschetzファイバー空間のファイバー和
に分解しないような Lefschetzファイバー空間を構成しているようである. ただ
し, その全空間は単連結ではないらしい. 従って, 上の問題において π1(M) = 1

という仮定は本質的である. ちなみに, Smithの学位論文の例がどのようなもの
か筆者は知らないが, 彼の他の論文の中にそれらしき例を見つけることはできる
(cf. [Sm2, Lemma 7.4]).

さて, 第 3節の前半の主結果は次の命題である.

命題 (Smith, [Sm1, Proposition 3.2])　相対的に極小な Lefschetzファイバー空間
f : Z ′ → S2であって, 次の (1), (2), (3)をみたすものが存在する:

(1) f のファイバーの種数は 6以上である.

(2) Z ′はK3曲面に同相な 4次元C∞級多様体Xのブローアップであり, Xは複
素構造をもたない.
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(3) f は非自明な Kähler Lefschetzファイバー空間のファイバー和には分解しな
い. !

この命題の (3)に現れる “Kähler Lefschetzファイバー空間のファイバー和”は
“a Kähler sum”を訳したものであるが, Kähler sumの定義がどこにも書いていな
ので, 本当の意味はよくわからない. また, Smithはこの命題が Tianの問題への
否定的な解答を与えていると述べているが, それならばなぜ “正則 Lefschetzファ
イバー空間のファイバー和”という術語を用いないのかも不明である.

以下では, この命題の証明について筆者なりの解説を試みる.

２　Knot surgeryとLefschetz pencil

ここでは, Smithの Lefschetzファイバー空間 f : Z ′ → S2の一つの構成法を述
べる. まずは構成のあらましを見ておくことにする.

! E(1)の 2つのコピーのファイバー和E(2)はK3曲面に微分同相である.

" ファイバー結び目K によって E(2)を knot surgeryした多様体 E(2)K を考え
る. Gompfの定理よりE(2)K はシンプレクティックである.

# 複素曲面の分類と Seiberg-Witten不変量の計算から, Kをうまくとると, X :=

E(2)K は複素構造をもたないことがわかる.

$ Xは symplecticなので, Donaldsonの定理よりXは Lefschetz pencilの構造を
もつ. しかもファイバーの種数を 6以上にすることができる.

% X の base locusをブローアップすることにより, 求める Lefschetzファイバー
空間 f : Z ′ → S2がえられる.

!～%に現れた用語を順に解説しながら Smithの構成を追っていく.

Knot surgeryはFintushelと Stern [FS2]によって導入された 4次元多様体の改
変操作であり, 同相であるが微分同相ではない多様体を大量に生み出す画期的な
方法である (cf. [Sc, Chapter 12]). ここではE(n)の場合に限って説明する.

種数 1の Lefschetzファイバー空間 E(n) → S2の一般ファイバーを T とし, T

のファイバー近傍を νT とする. T は 2次元トーラス T 2にC∞級微分同相であり,

νT は T 2 × D2にC∞級微分同相である. S3内の結び目Kに対し, Kの管状近傍
を νK, Kの外部をE(K) := S3 − Int νKとする. 向きを逆にするC∞級微分同相
ϕ : ∂E(K)× S1 → ∂νT であって, Kの (preferred) longitudeを ∂νT → ∂D2の切
断にうつすようなものをとる.

定義 (Fintushel-Stern [FS2])　E(n)K := (E(n)− Int νT )∪ϕ (E(K)× S1) を, K

によってE(n)を knot surgeryしてえられる多様体という. !

E(n)KはE(n)に同相であるが, ϕの取り方に不定性があるため, E(n)Kの微分
同相類が一意に決まるかどうかはわからない. E(n)K という記号は, 上のように
して構成される多様体たちを十把一絡げにしたものである.
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さて, シンプレクティック・ファイバー和 [Go]を用いると, 次のことがわかる.

命題 (Fintushel-Stern [FS2])　Kがファイバー結び目 (すなわち, E(K)がKの
Seifert曲面をファイバーとする S1上のファイバー束となる)ならば, E(n)Kはシ
ンプレクティック構造をもつ. !

次に Seiberg-Witten不変量について簡単に復習しておく (cf. [GS, §2.4, §3.1,

§3.3], [FS3, Lecture 2]).

M を向きづけられた単連結な 4次元C∞級閉多様体とし, b+
2 (M)は 3以上の奇

数であるとする. M の Seiberg-Witten不変量とは, H2(M ; Z)の特性元全体の
集合 CM := {α ∈ H2(M ; Z) |α ≡ w2(M) (mod 2)}上で定義された, ある整数値関
数 SWM : CM → Zである. BM := {α ∈ CM | SWM(α) %= 0} は有限集合となり,

BM の元は Seiberg-Witten基本類とよばれる.

定義　 α ∈ H2(M ;Z)に対し, 群環 ZH2(M ; Z)の対応する元を tαとする. また,

H2(M ; Z)の演算を積で表す. すなわち, tα · tβ = tα+β, t−1
α = t−α, t0 = 1である.

ZH2(M ; Z)の元SWM :=
∑

α∈BM
SWM(α) · tαを, MのSeiberg-Witten級数と

いう. !

M の Seiberg-Witten不変量 SWM , 従って Seiberg-Witten級数 SWM は, M の
微分同相不変量であることが知られている.

さて, E(2)Kの Seiberg-Witten不変量に関する結果を紹介しておく. まずE(n)

の Seiberg-Witten不変量は具体的に計算されている. n = 2の場合は次のように
簡明な形になる.

定理 (Fintushel-Stern [FS1], Friedman-Morgan [FM])　 SWE(2) = 1である. す
なわち, E(2)の Seiberg-Witten基本類は 0のみであり, SWE(2)(0) = 1である. !

S3内の結び目KによってE(n)を knot surgeryして得られる多様体E(n)K の
Seiberg-Witten不変量は次のように計算される.

定理 (Fintushel-Stern [FS2])　K の対称化された Alexander多項式を∆K(t)と
し, E(n)の一般ファイバー T のホモロジー類の Poincaré双対を t := tPD[T ]とお
く. このとき, SWE(n)K

= SWE(n) · ∆K(t) が成り立つ. !

定理から, 結び目K1, K2に対し∆K1(t) %= ∆K2(t)ならば, E(n)K1とE(n)K2は
互いに同相であるが微分同相ではないことがわかる. 2つの定理から次の系が従う.

系　 SWE(2)K
= ∆K(t)である.

以上の準備のもと, Smithの構成の前半部分を説明する.

!について：K3曲面とは, c1 = 0であるような単連結複素曲面のことである. 小
平邦彦氏により, 任意の 2つのK3曲面は互いに変形同値であり, 従って微分同相
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であることが示されている. 種数 1の Lefschetzファイバー空間E(2)には複素構
造を定めることができ, K3曲面に微分同相となる (cf. [GS, §7.3]).

!について：S3内のファイバー結び目KとE(2)から, 上に述べたようにE(2)K

が構成される. E(2)K はE(2)に同相であり, シンプレクティック構造をもつ.

"について：ファイバー結び目Kをうまく選ぶと, E(2)Kは複素構造をもちえな
いことがわかる. 以下ではこれを説明する. E(2)K が複素構造をもつと仮定す
る. E(2)K の交叉形式はK3曲面のそれと同型であり, 2(−E8) ⊕ 3H である. 特
に, E(2)K の交叉形式は evenであり, 従って E(2)K は複素曲面として極小であ
る. (例外曲線が存在すれば交叉形式は必ず oddになる.) 複素曲面の分類から, 極
小な単連結複素曲面で E(2)に同相であるものは, E(2)r,sに微分同相である (cf.

[GS, Theorem 3.4.19, Theorem 3.4.20, pp. 84–85]). ここで, E(2)r,sはE(2)に重
複度 r, s ((r, s) = 1, r, sは奇数)の対数変換 (cf. [GS, §3.3])を施した多様体であ
り, Seiberg-Witten級数は

SWE(2)r,s =
(trs − t−rs)2

(tr − t−r)(ts − t−s)

である (cf. [FS3, Lecture 2, §9]). さて, (p, q)型のトーラス結び目をTp,q ((p, q) = 1)

とし, K = Tp,qとおく. このとき, Kはファイバー結び目であり, E(2)KのSeiberg-

Witten級数は

SWE(2)K
= ∆K(t) = t−(p−1)(q−1)/2 (tpq − 1)(t − 1)

(tp − 1)(tq − 1)

となる (cf. [Sa, §9.2]). degSWE(2)r,s = 2rs − r − s = (2r − 1)s − rであるか
ら, SWE(2)r,sの次数は常に偶数である. 一方, degSWE(2)K

= (p − 1)(q − 1)/2で
あるので, 例えば (p, q) = (2, 3)とすれば, SWE(2)K

の次数は 1となる. つまり,

あるファイバー結び目K であって, 任意の r, s ((r, s) = 1, r, sは奇数)に対して
SWE(2)K

#= SWE(2)r,s であるようなもの存在する. これは E(2)K がどの E(2)r,s

とも微分同相でないことを意味するので, E(2)K が複素構造をもつことに矛盾す
る. 従って, E(2)K は複素構造をもたない.

以降, このようなE(2)K をXと書く.

用語の解説に戻る.

S. Lefschetzにより非特異代数多様体のトポロジーを調べるために用いられた,

いわゆる Lefschetz pencil (cf. [La])は, 近年シンプレクティック多様体の研究に
転用されている. ここではそのような立場から Lefschetz pencilの定義を述べる.

M を向きづけられた 4次元 C∞級閉多様体とし, BをM の空でない有限部分
集合とする. また, f : M − B → S2をC∞級写像とする.

定義　 f : M − B → S2が種数 gのLefschetz pencilであるとは, f が次の条件
(i), (ii), (iii)をみたすことである:
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(i) 各 p ∈ Bの近傍において, f は射影化C2 − {0} → CP1 に同型である;

(ii) f は有限個の臨界値 b1, . . . , bn ∈ S2をもち, 各 f−1(bi)には唯１つの臨界点
pi ∈ M が存在する. 各 pi, biを中心とする C∞級局所複素座標 (z1, z2), wが存在
し, f は w = f(z1, z2) = z2

1 + z2
2 と表示される. (このとき局所複素座標の定める

向きが, M, S2の向きと両立するものとする).

(iii) 各 b ∈ S2 − {b1, . . . , bn}に対し, f−1(b) ∪ BはM の部分多様体であり, Σg

にC∞級微分同相である. Bを base locusという. %

注意　 Lefschetzファイバー空間の場合と同様に, M を全空間, S2を底空間, f を
射影, Σgをファイバー, Fi := f−1(bi) (i = 1, . . . , n)を特異ファイバーなどとよぶ.

また, 相対的に極小であることも同様に定義する. %

次に, Donaldsonによるシンプレクティック多様体上の Lefschetz pencilの存在
定理を, 4次元の場合に限って紹介する. 尚, シンプレクティック多様体の基礎事
項に関しては [MS], [GS, Chapter 10]などを参照してほしい.

M を 4次元 C∞級閉多様体とし, ωをM 上のシンプレクティック形式とする.

[ω] ∈ H2(M ; Z)であるとし, m := 〈[ω ∧ ω], [M ]〉とおく. mは正の整数となる.

定理 (Donaldson [Do])　ある k0 > 0が存在して, 任意の k > k0に対し, M は相
対的に極小な Lefschetz pencil f : M − B → S2の構造をもち, 次の (i), (ii), (iii)

をみたす:

(i) 各 b ∈ S2 − {b1, . . . , bn}に対し, F := f−1(b) ∪ BはM のシンプレクティッ
ク部分多様体である;

(ii) [F ] ∈ H2(M ; Z)は k[ω] ∈ H2(M ; Z)の Poincaré双対である;

(iii) Bはmk2個の点からなる集合である (実は (ii)から従う). %

定理には述べられていないが, fのファイバーF の種数 g(F )を kを用いて表す
ことができる. ωと両立する概複素構造 Jをとり, KM := −c1(TM, J)とおく. 同
伴公式 (cf. [GS, Theorem 1.4.17])より,

2g(F )− 2 = [F ]2 − c1(TM, J) · [F ] = k2 ·PD[ω]2 +KM · k[ω] = mk2 + (KM · [ω])k

となる. 特に, kを大きくすれば g(F )も大きくなることがわかる.

さて, Lefschetz pencilから Lefschetzファイバー空間を構成する簡単な方法が
知られている. それを紹介する. Lefschetz pencilとLefschetzファイバー空間の違
いは, 前者が base locusをもっていることである. 従って, base locusをうまくな
くすことができれば, 前者を後者に変えることができる. そこで, まず base locus

の local modelを考える (cf. [GS, §2.2]).

射影化 f : C2 − {0} → CP1 : (z1, z2) )→ [z1 : z2] を考える. 0 ∈ C2が base locus

にあたる. 0でC2をブローアップするということは, 第 2成分への射影

π2 : τ := {([u, v], (x, y)) ∈ CP1 × C2 | xv = yu} → C2
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を考え, C2を τに置き換えることであった. ここで, E := {([u, v], (x, y)) ∈ CP1 ×
C2 |x = y = 0}とおくと, 第 1成分への射影 π1 : τ → CP1は π1|τ−E = f |C2−{0} ◦
π2|τ−Eをみたす. そこで, f を複素直線束 π1に取り替えることにより, base locus

が消えてファイバー束がえられる. このとき, Eは τの自己交叉数−1の切断になっ
ている. τはCP2−{[1 : 0 : 0]}にC∞級微分同相であるから (cf. [GS, Proposition

2.2.5]), この操作によりC2にCP2が連結和されたことになる.

以上の観察を一般的な状況に当てはめる. f : M − B → S2を Lefschetz pencil

とし, base locus BがN 個の点からなる集合であるとする. このとき, Bの各点
に上の操作を施すことにより, f と同じ種数のファイバーをもつ Lefschetzファイ
バー空間 f ′ : M#NCP2 → S2がえられる. f ′は自己交叉数−1の切断をN個もっ
ており, B &= ∅よりN > 0である.

例　 p0(x0, x1, x2), p1(x0, x1, x2)を x0, x1, x2についての 3次斉次式とする. 各 t =

[t0 : t1] ∈ CP1に対して,

Ht := {[x0 : x1 : x2] ∈ CP2 | t0p0(x0, x1, x2) + t1p1(x0, x1, x2) = 0}

とおく. Bézoutの定理より, 3次曲線H[1:0]とH[0:1]は重複度をこめてちょうど 9

点で交わる. p0, p1をうまくとることにより, これらが異なる 9点 P1, . . . , P9で交
わるようにすることができる. このとき, CP2 − {P1, . . . , P9}の任意の点は, 唯 1

つのHtに含まれるので,写像 f : CP2−{P1, . . . , P9} → CP1を, Ht−{P1, . . . , P9}
の点をすべて tにうつすものとして定義する. p0, p1をうまくとれば, これは種数
1のLefschetz pencilとなるので, base locusをブローアップすることにより, 種数
1の Lefschetzファイバー空間 f : CP2#9CP2 → CP1がえられる. これが１で述
べた正則 Lefschetzファイバー空間E(1) → CP1 に他ならない. '

以上の準備のもと, Smithの構成の後半部分を説明する.

!について：X = E(2)Kはシンプレクティック多様体であったから, Donaldsonの
定理によりLefschetz pencilの構造をもつ (X上のシンプレクティック形式 ωを適
当に定数倍することにより, [ω] ∈ H2(M ; Z)とすることができる). kを十分大き
くとることにより, ファイバーの種数を 6以上にすることができる.

"について：Donaldsonの定理のようにm, kをとるとき, X に定まる Lefschetz

pencil f : X − B → S2の base locus Bはmk2個の点からなる. Bの各点でX

をブローアップすることにより, Lefschetzファイバー空間 f ′ : X#mk2CP2 → S2

がえられる. f ′は自己交叉数−1の切断をmk2 (> 0)個もつ.

以降, このX#mk2CP2をZ ′と書く.

以上で, １の最後に述べた命題のX,Z ′の構成と (1), (2)の証明が完了した. 残
るは (3)の証明である.

３　ファイバー和に関する既約性
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ここでは, ２で構成したLefschetzファイバー空間のファイバー和に関する既約
性を証明する. しかし, 実はこの部分の証明を筆者はよく理解していない. 以下に
述べる証明にはいくつかブラックボックスがある. そこで, そのような点には疑
問符 “？”を付しておき, とりあえず認めて使うことにする.

まず, Lefschetzファイバー空間がKählerであることの定義を与えよう. これは
Smithではなく筆者が勝手に考えたものである (従って, 本当は疑問符を付すべき
である). f : M → S2を相対的に極小な Lefschetzファイバー空間とする.

定義　M, S2にそれぞれKähler多様体の構造が定まり, f が正則であって, f の
一般ファイバーがKählerであるとき, f はKählerであるという. "

１の最後に述べた命題の証明は, 次を示すことにより終了する.

命題　２で構成した Lefschetzファイバー空間 f ′ : Z ′ → S2は, 非自明なKähler

Lefschetzファイバー空間のファイバー和には分解しない. "

以下では, この命題を背理法によって証明する. そこでまず, f ′ : Z ′ → S2が 2

つの非自明なKähler Lefschetzファイバー空間W1 → S2, W2 → S2のファイバー
和に同型であると仮定する：Z ′ ∼= W1#F W2.

最初に, W1,W2の符号数とEuler標数の和を計算してみる. 符号数に関しては,

Novikov加法性 (cf. [Ki, Chapter II, Theorem 5.3]) から σ(Z ′) = σ(W1) + σ(W2)

であることが容易に従う. f ′ のファイバーの種数を g とすると, Euler標数は
e(Z ′) = e(W1) + e(W2) + 4(g − 1)となる. これらを合わせると, 次がえられる.

(σ(W1) + e(W1)) + (σ(W2) + e(W2)) = σ(Z ′) + e(Z ′) − 4(g − 1)

= σ(X#mk2CP2
) + e(X#mk2CP2

) − 4(g − 1)

= σ(X) − mk2 + e(X) + mk2 − 4(g − 1) = σ(E(2)K) + e(E(2)K) − 4(g − 1)

= σ(E(2)) + e(E(2)) − 4(g − 1) = −16 + 24 − 4(g − 1)

= 12 − 4g (∗0)

ここで, g ≥ 6であったから, 12 − 4g < 0となる. 従って, σ(W1) + e(W1) < 0ま
たは σ(W2) + e(W2) < 0である. そこで, σ(W1) + e(W1) < 0であるとする (この
ように仮定しても一般性を失わない).

さて, W1 は Kähler多様体, 特にコンパクト複素曲面である. 従って, W1 の
正則 Euler標数 χh(W1) :=

∑2
i=0(−1)idim H i(W1;OW1) が定義される. ここで,

OW1はW1の構造層である. Noetherの公式より χh(W1) = (c2
1[W1] + c2[W1])/12,

Hirzebruchの符号数定理より p1[W1] = 3σ(W1)であり, 特性類の定義と基本性質
から p1[W1] = c2

1[W1] − 2c2[W1], c2[W1] = e(W1) であるから, 上の計算より

χh(W1) = (σ(W1) + e(W1))/4 < 0

となる. ところで, 次の定理が知られている.
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定理 (Castelnuovo-de Franchis, cf. [GH, Chapter 4, §5])　Sをコンパクト複素曲
面とする. χh(S) < 0ならば, Sは非有理線織面またはそのブローアップである. !

定理から, W1は非有理線織面またはそのブローアップである. 従ってW1は, S2

をファイバーとするΣh上のファイバー束の全空間のブローアップΣh ×̃S2#pCP2

にC∞級微分同相である (h ≥ 1, p ≥ 0). すると, W1の基本群は

π1(W1) ∼= π1(Σh ×̃S2#pCP2) ∼= π1(Σh ×̃S2) ∼= π1(Σh)

となり, 線織面の底空間の基本群に同型になる. 以下ではしばらくの間, 線織面の
底曲面の種数 hと, Lefschetzファイバー空間W1 → S2のファイバーの種数 gと
の大小関係に専ら注目する.

W1は種数 gのLefschetzファイバー空間の全空間であったから, π1(W1)はファイ
バーの基本群π1(Σg)の商群である (cf. [ABKP, Lemma 3.2]). よって, π1(Σg)から
π1(Σh)への全射準同型が存在する. アーベル化をとることにより, rank H1(Σg) ≥
rank H1(Σh), すなわち g ≥ hであることがわかる. 実はこの評価を改良すること
ができる.

g = hと仮定する. 次の定理はすぐ下の議論で有用である.

定理 (Hopf, cf. [Su, (XI.6.6)])　 π1(Σg)はHopf群である. すなわち, π1(Σg)の任
意の全射自己準同型は同型である. !

Hopfの定理と条件 g = hより, 包含写像から誘導される全射準同型 π1(Σg) →
π1(W1) ∼= π1(Σh) は同型でなければならない. このことから, Lefschetzファイ
バー空間W1 → S2の消滅サイクルはすべて 0ホモトピックとなる (cf. [ABKP,

Lemma 3.2]). すると相対極小性から, W1 → S2は Σgをファイバーとする S2上
のファイバー束となる. これはZ ′がW1とW2の非自明なファイバー和であると
いう仮定に矛盾する. よって, g &= hである. ゆえに, g > hである.

さらに g ≥ 2hであることを示す. W1をブローダウンしてえられる非有理線
織面をW とする. W は S2 をファイバーとする Σh 上のファイバー束の全空間
Σh ×̃S2にC∞級微分同相である. Lefschetzファイバー空間W1 → S2の一般ファ
イバーのW における像を F とし, F の代表するホモロジー類を [F ] ∈ H2(W ; Z)

とする. ([Sm1, Proposition 3.2]の証明では, いつの間にかW1から非有理線織面
W に話が飛んでいる. ここではその飛躍を, W1をブローダウンしてW がえられ
たものと解釈した.) さて, 線織面W → CP1の 1つの切断の像を sとし, 1つの
ファイバーを f とする. すると, W の 2次元ホモロジー群は s, f のホモロジー類
によって生成される: H2(W ; Z) = Z[s] ⊕ Z[f ]. 線織面W → CP1の任意の切断
に対し, その像 s′のホモロジー類は [s′] = [s] ± n[f ] (n ∈ Z)と表される (cf. [MS,

§6.2]). 先ほどの F のホモロジー類を [F ] = a[s] + b[f ] (a, b ∈ Z)と表す. ここで,

a = 1と仮定する. すなわち, [F ] = [s] + b[f ]であるとする. このとき, 次の主張
を認める.
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主張 “？”　ある擬正則切断 (の像) s′が存在して, [s′] = [F ]となる. !

s′, F に関する同伴公式 2g(F )−2 = KW · [F ]+ [F ]2, 2g(s′)−2 = KW · [s′]+ [s′]2

と, 上の主張より, g = g(F ) = g(s′) = hとなる. これは g > hであることに矛盾
する. よって, a #= 1である. さらに, 次の 2つの主張を認める.

主張 “？”　 F 上でW のシンプレクティック形式が正なので, a ≥ 2である. !

主張 “？”　W 上のあるシンプレクティック形式 ωで, 射影W → CP1のファイ
バーがシンプレクティックであり, [ω]のPoincaré双対が [F ]であるようなものが
存在する. !

最後の部品として, 次の定理を用意する.

定理 (McDuff [Mc, Theorem 1.3])　W を非有理線織面とし, ωをW 上のシンプ
レクティック形式とする. 射影W → CP1のファイバー f がシンプレクティック
ならば, ω2(W ) > ω(f)2である. !

McDuffの不等式の両辺を我々のW について計算してみる.

ω2(W ) = 〈[ω] ∪ [ω], [W ]〉 = 〈PD[F ] ∪ PD[F ], [W ]〉 = [F ]2

= (a[s] + b[f ])2 = a2[s]2 + 2ab[s] · [f ] + b2[f ]2

= a2[s]2 + 2ab

ω(f)2 = 〈[ω], [f ]〉2 = 〈PD[F ], [f ]〉2 = 〈PD[F ] ∪ PD[f ], [W ]〉2

= ([F ] · [f ])2 = ((a[s] + b[f ]) · [f ])2 = (a[s] · [f ] + b[f ]2)2

= a2

ここで, [s] · [f ] = +1, [f ]2 = 0を用いた. よって, この場合のMcDuffの不等式
は a2[s]2 + 2ab > a2となり, 両辺を aで割ると a[s]2 + 2b > a · · · (∗1)となる. ま
た, s, f に関する同伴公式は, 2g(s) − 2 = KW · [s] + [s]2 · · · (∗2), 2g(f) − 2 =

KW · [f ]+ [f ]2 · · · (∗3)となる. F に関する同伴公式に (∗1), (∗2), (∗3)と条件 a ≥ 2

を合わせると, 次の評価がえられる.

2g(F ) − 2 = KW · [F ] + [F ]2 = KW · (a[s] + b[f ]) + (a[s] + b[f ])2

= aKW · [s] + bKW · [f ] + a2[s]2 + 2ab[s] · [f ] + b2[f ]2

= aKW · [s] + bKW · [f ] + a2[s]2 + 2ab

= a(2g(s) − 2 − [s]2) + b(2g(f) − 2 − [f ]2) + a2[s]2 + 2ab

= a(2h − 2 − [s]2) + b · (−2) + a2[s]2 + 2ab

= a(2h − 2) + (a − 1)(a[s]2 + 2b)

≥ 2(2h − 2) + a[s]2 + 2b

> 4h − 4 + a

≥ 4h − 2
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よって, 2g(F ) − 2 ≥ 4h − 2となり, g = g(F ) ≥ 2hが証明された.

長い議論の末に辿り着いた g ≥ 2hという結論を, 符号数とEuler標数の和の式
に戻してみる. まず, W1の不変量は次のように計算される.

σ(W1) + e(W1) = σ(Σh ×̃S2#pCP2
) + e(Σh ×̃S2#pCP2

)

= σ(Σh ×̃S2) + e(Σh ×̃S2) = 0 + e(Σh)e(S
2)

= 4 − 4h

この式を (∗0)に代入すると, g ≥ 2hより

σ(W2) + e(W2) = 12 − 4g − (σ(W1) + e(W1)) = 12 − 4g − (4 − 4h) ! 8 − 2g

となる. ここで, g ≥ 6であったから σ(W2) + e(W2) ≤ 8 − 2g ≤ −4 < 0 となる.

すると, W1についての議論と全く同様に, W2も非有理線織面またはそのブロー
アップとなる. さて, ここで最後の疑問符が登場する.

主張 “？”　Z ′が 2つの非有理線織面のブローアップのファイバー和に同型であ
ることは, “too considerable”である. &

筆者は “too considerable”の意味を知らない. 恐らく, この主張は “Z ′が 2つの
非有理線織面のブローアップのファイバー和と同型になることはない”という主
張であろう. しかし, その理由がわからない (少なくとも符号数やEuler標数の計
算からは何の手がかりもえられない). ただ, この主張が正しいならば, W1,W2が
ともに非有理線織面またはそのブローアップであることは主張に矛盾するから,背
理法の仮定が誤っていたことになり, ３のはじめに述べた命題の証明が終了する.

４　いくつかの補足

ここでは３で行ったファイバー和に関する既約性の証明について, いくつかの
補足を述べる.

[Sm1]の第3節の主定理は,この解説で述べたProposition 3.2ではなく,佐藤正寿
氏の解説で述べられるProposition 3.3である. そして, ２で構成した f ′ : Z ′ → S2

に関しては, Proposition 3.3を用いるほうがより強い結論をえることができる. 実
際, f ′ : Z ′ → S2は種数が 6以上であり, 自己交叉数−1の切断をmk2 (> 0)個も
つので, Proposition 3.3より, 非自明な Lefschetzファイバー空間のファイバー和
には分解しない (ファイバー和成分の正則性が仮定されていない点に注意してほ
しい). この結論はTianの問題への否定的な解答にもなっている. つまり, 結果の
みを重視するならばProposition 3.2は不要であり, ３で述べた筆者の穴だらけの
解説はもっと不要である.

論文 [Sm1]が出版されて数年が過ぎたころ, より強力な次の定理が証明された.

定理 (Usher [Us, Corollary 1.2])　 f1 : M1 → S2, f2 : M2 → S2を種数 gの相対
的に極小で非自明な Lefschetzファイバー空間とし, g ≥ 2とする. このとき, f1

12



と f2のファイバー和の全空間M1#F M2は自己交叉数−1の埋め込まれた 2次元
球面を含まない. "

次に, ３の最後に述べた主張に関連する一つの具体例を述べる. Fintushelと
Stern [FS4, §6]は次のような構成を行っている.

Kを S3内の種数 hのファイバー結び目とする. ２で行ったように, Kによって
E(2)を knot surgeryすることにより, 新しい 4次元C∞級多様体E(2)Kがえられ
る. 彼らは, E(2)K が種数 2h + 1の Lefschetzファイバー空間の構造をもつこと
を示した. 一方, Σh × S2#8CP2も種数 2h + 1の Lefschetzファイバー空間の構造
をもつことが知られている. このとき, Σh × S2#8CP2 の 2つのコピーのうまい
ファイバー和を考えると, 上のE(2)K → S2に同型になることがわかる ([FS4, p.

1466]). すなわち, E(2)Kは 2つの非有理線織面のブローアップのファイバー和に
同型になる.

この現象は, ３の最後に述べた主張で “起こりえない”とした現象にとても近い.

実際, Z ′ = E(2)K#mk2CP2であるから, E(2)K と Z ′の違いはブローアップのぶ
んしかない. しかし, E(2)K は非有理線織面のブローアップのファイバー和にな
り, Z ′は (主張によれば)そのようには決してならない. この例をふまえると, 主
張にきちんと証明をつけるとすれば, それは自己交叉数−1の球面に着目したもの
になるはずである. 筆者にはそれが実行できなかった. 一方, [Sm1]のProposition

3.3やUsherの定理 [Us]では, 自己交叉数−1の球面が主役である. このような状
況を考えると, 筆者には, [Sm1]のProposition 3.2の証明が遠回りをしているよう
に感じられる.

謝辞　研究集会を発案され, 世話人にお誘い下さいました, 東京工業大学の志賀啓成先
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以降の解説
佐藤正寿（大阪大学）

本稿の内容は、 の論文 第 節の後半（ 以降）に関する解
説である より具体的には の解説 第 節の直前の段落に述べられてい
る ファイバー空間の切断の自己交叉数に関する考察への解説 の つからなる
なお の論文内の定理 命題等を引用する際には 英語で と
記す 本稿自体の定理 命題等の参照は 日本語で記す

の解説
は よりも強い主張を述べている まず

を復習する なお については 自身の理解が不十分であるため 遠藤久
顕先生のレジュメを参考にさせていただいた

相対的に極小な ファイバー空間 であって 次
の をみたすものが存在する

のファイバーの種数は 以上である
は 曲面に同相な 次元 多様体 のブローアップであり は複素構造

をもたない
は非自明な ファイバー空間のファイバー和には分解しない

特に 具体的に は は の におけるブローアップと
してとることができる この際に には例外曲線による の自己交叉をも
つ切断が得られる 以上の用語の定義 またブローアップの操作については 本報告集
の遠藤久顕先生担当部分に詳細に述べられているのでここでは割愛する
これに対して は以下のものである

相対的に極小な種数 の ファイバー空間
について次が成り立つ

は正の自己交叉をもつ切断をもたない
が自己交叉 の切断をもつとき は自明な 束である
が自己交叉 の切断をもつとき は非自明なファイバー和として分解でき
ない

の の性質は の特別な場合とみなすことができ
る なぜなら 上で述べたように は自己交叉 の切断をもつので、

から 等の仮定なしでも 非自明なファイバー和として分解できないか
らである また 本報告集の遠藤久顕先生担当部分に述べられているように

よりも強い主張が において示されている



写像類群に関するいくつかの事実
の証明に入る前に まず写像類群における事実をいくつか復習する

種数 の有向閉曲面 について その上の 点 を内部に含む円板 を
とる
有向多様体 とその中の部分集合 に対し で の向きを保つ微分同

相写像で 上で恒等写像になるもの全体を表すこととする の向きを保つ微分同相
写像全体は 単に と表す 同様に 向きを保つ同相写像全体は

と表す
のイソトピー類全体 各時間で を保つ のイソトピー類全体 各

時間で の各点を保つ のイソトピー類全体のなす群を それぞれ
と表す 包含写像 は それら

のイソトピー類の間に準同型を誘導し 準同型 が定義される こ
のとき 次の完全列が知られている 証明は例えば

などに書かれている

補題 とする このとき次は完全

ここで特に は 生成元を境界 に沿う にうつす準同型
として定義される また 準同型 は用いないので定義はここでは紹介しない

なお 本稿では用いないが は微分同相群 の 境界 の各
点を止める イソトピー類全体のなす群と同型である また は微分同相群

のイソトピー類全体のなす群と同型である を
参照する際には注意していただきたい

補題 を多様体とする 有向 束 が切断 をもつと
き モノドロミー準同型 は 自然に にリフトする

証明の概略を述べる 空間対 から への写像 を考え
る このとき 各ファイバーは に微分同相である 実はより強く
は空間対 のファイバー束であることが言える
詳細は略すが を で定めるとき これは

をファイバーにもつファイバー束となることが知られている なお 微分同相ではなく
同相写像の場合には に証明を含めて書かれている これを用い
て 束 の任意にとった局所自明化 を 調整 す
ることにより を満たすようにできる 言い換えれば 束

の局所自明化 をつくることがで
きる



などにある通常のモノドロミー準同型の定義を この空間
対 のファイバー束に対して ファイバーを の代わりに空間対 とし
て同様に行えば リフト を定義することができる

補題 を 内の単純閉曲線であり 点にホモトピックでないとする この
とき は の元に一意的にリフトする また このリフトは
内の単純閉曲線に沿う により代表される

変位レトラクト を つ固定する このとき
であり は曲面 の写像類群 の元を代表している

は曲線のイソトピー類にのみ依存するので は変位レトラクトのとり方
にはよらない また 射影 の下で は にうつる

次に の証明中で述べられている の無限円周 への作用と の へ
の作用について復習する 被覆空間 について の同相写像で被覆変換と可換
なもの全体を と表す つまり

である について 図式

を可換にする が定まるので 準同型
が定義できる また この準同型の核は被覆変換群 に一致する とし の普
遍被覆を と表す 双曲円板 の無限遠境界を と表す

補題 とする また を と同一視する
次の図式を可換にする準同型 が定まる

特に の境界に沿う は の元としては を正の方向に 平
行移動することに対応する

まず 準同型 の構成を復習する 閉曲面 の微分同相写像
が与えられたとき 図式



を可換にする微分同相写像 が誘導される このリフトの取り方には被覆変換
分の任意性がある 実際に の つのリフト について 合成 は底空間 に
恒等写像を誘導することから 被覆変換である
いま に含まれる 点 を固定する もし であれば その

リフトは を集合として保つ 特にこのようなリフト の中で を満た
すものは唯 つしか存在しない したがって 準同型 が定義
される 無限円周 と の和集合を と表す この微分同相写像は 無限円周まで含め
て同相写像として拡張し 準同型 が定まる さらに制限写
像 を合成することにより
が定まる この無限円周への作用は微分同相写像のイソトピー類にのみ依存するので
準同型 が定義できる
次に の構成について述べる 上と同様にして の つの

連結成分 をとると 準同型 が定義できる さら
に に制限することで 準同型 が定義
される
左図のように は位相的にはアニュラスであり その普遍被覆を と表す

の つの境界のうち 右図のように 側の境界を 側の境界を と表す

l∞

l0

· · ·

· · · · · ·

· · ·

∂D̃

S1
∞

図 アニュラス と その普遍被覆

のリフト で 上恒等写像であるものは唯 つ
しか存在しないので 準同型 が定義できる さらに
この同相写像を 上に制限することで が定義できる
以上で構成した２つの準同型と合成することで 準同型

が得られる 無限円周の普遍被覆である への作用も 微分同相写像のイソトピー類にの
みに依存するので 準同型 が定義できる リフト

を用いて定義したので 準同型 の像は被覆
の被覆変換と可換であることに注意する あとは を と同一視すればよい このと
き構成から 図式



は可換である
また 準同型 による 境界 に沿う の

像は の各連結成分に沿う の積に対応する に沿う
達の中で に沿う は を正の方向に 平行移動させる そ

れ以外の 達は 内で恒等写像にイソトピックなので は動かさない 以
上を合わせて 境界 に沿う は の元としては 正の方向への
の平行移動を表す

の証明
の証明のキーは 次の つからなる

の による像は のどの点についても 動
かさないか もしくは 正の方向に動かすかのいずれかである

の への像は 整数値の平行移動を表す 補題 補題

について説明する において が の
各点を固定するか 時計周りに動かすかのいずれかである事が示されている これを

の元にリフトして翻訳したものが の主張である また は補題
補題 からそのまま従う

の証明 は例外曲線による切断をもつ の臨界値集
合を と表すとき モノドロミー準同型 による各臨界
値を回る の像は である 補題 補題 を用いて これら
の を の元とみなすことができる でみたように これらの

の全ての積の への作用が 正の方向へ の平行移動であることは 切断の
自己交叉が であることに対応する は を負の方向に動かす
ことはないので それらの積も同様である したがって 任意の ファイバー空
間は正の自己交叉をもつ切断をもたない
また いま は切断をもつことから これらのすべての の積は において

単位元である したがって 無限遠境界 には自明に作用している したがって
が つ以上あるとき への全ての の積の作用は 必ず 以上の整数値

の平行移動となっている また もし自己交叉が であるならば の各点は動いてい
ないので は つも存在しないことになる したがって これは自明束に一
致する

の証明 いま ファイバー空間 に自己交叉 の切
断が与えられており これが非自明な つの ファイバー空間

のファイバー和に分解しているとする



を表す 特異ファイバーの中で に含まれているものに対応する
を順に に含まれているものに対応する を順に

とおく いま には切断があるので 補題 補題 を用いて これ
らの元のリフト をとることができる
いま ファイバー和の定義から の正則値のみからなる円板 の正則値の

みからなる円板 が存在して と
表されている このとき の中には 臨界値が含まれないので に沿うモ
ノドロミーは自明である したがって 積 が得られる
以上より

を得る また が切断をもつことから 切断つきの意味で全ての の積が自
明でないといけない つまり

一般に ある微分同相写像 が恒等写像にイソトピックであるとき そ
のイソトピーをリフトすることにより のリフト は被覆変換にイソト
ピックになる いま より を代表する
の元は の元として恒等写像とイソトピックである したがって そのリフト

は このイソトピーのリフトを通じて 被覆変換 もしくは 恒等写
像とイソトピックである

が被覆変換とイソトピックのときを考える は被覆変換とイソトピック
なので 特に への作用は双曲元の作用と一致している 本論文 中段で述べら
れているように 一般に 双曲元の への作用には つの固定点があり つの固定点
の近傍では反発的 であり もう つの固定点の近傍では吸引的
である 以下 反発的な点を と名付ける は固定点であるので の へリフト
した点を つとると 準同型 による の像のその点への作用
は ある整数 の平行移動となる
このとき から少し反時計回りの位置にある点では さらにやや反時計回りの位置

にある点に移動する つまり だけ平行移動している しかし 節の最初
で述べたキー から つ つの は の元としては のどの
点への作用も 動かさないか正の方向に動かすかのいずれかである よって
であり 特に が得られる
次に 反発的な点から少し時計回りにある点では の作用でさらにやや

時計回りの点に移動している つまり だけ移動している 次に モノド
ロミー全体 のこの点への作用を見る
より キー から への作用は整数値の平行移動となる 既に のモノドロミーに
よって 動いているため モノドロミー全体の作用としては 以上 移
動することになる



次に が恒等写像にイソトピックであった場合を考える 同様に を
代表する の元のリフトを とおく

より も（ファイバーを保つイソトピーによって）恒等写像にイソト
ピックになる つまり と のいずれも には自明に作用する
しかし は を正の方向に動かす点をもつので もし であれ

ば のいずれの積も を 回転以上させていなければならない
以上を合わせて による の像は 以上の整数の平

行移動でないといけない つまり 切断の自己交叉数は 以下でなければならない

ファイバー空間の切断の自己交叉数に関する
考察

の後に述べられている内容は以下のものである

命題
種数 の 上の ファイバー空間であり 異なる自己交叉数をもつ 種
類の切断が存在するものがある

種数 の 上の ファイバー空間では どの切断の自己交叉数の値も一
定である

命題 の証明
以下の図のように曲線 と をとる に沿う を

図

とし に沿う を と表す
上の境界を つもつ曲面の 境界の各点を固定する写像類群を と表し 曲線 よ

り左側にある曲面の 境界の各点を固定する写像類群を と表す 左の曲面 の境
界に円板を つ貼り合わせてできる 内の曲線 および その曲線に沿う
も同じ記号で表すことにする
上で述べた命題 を示すだけであれば不要であるが 次のことが成り立つ 詳しく

は松本 を見ていただきたい



命題

曲面は種数 の の構造をもち ファイバー空間
が定まる また そのモノドロミー表現は関係式

で与えられる

は種数 の ファイバー空間 の構造を
もち そのモノドロミー表現は関係式

で与えられる

次の つの補題を以下では示す

補題 命題 において のファイバー空間を つ 和をとったものは の
ファイバー空間を つ 和したものと同型である

補題 のファイバー空間を つ 和をとったものは 自己交叉 の切断をも
つ また のファイバー空間を つ 和をとったものは 自己交叉 の切断を
もつ

補題 より つのファイバー空間は同型であるので このファイバー空間は つの
切断のホモトピー類をもっている 特に それらの自己交叉数は異なることから これら
のホモトピー類も異なる これより命題 が従う
以下ではまず補題 を示す まず 一般に次の関係式が成り立つ これは例えば

に書かれている

補題

内の つの単純閉曲線 が 点で交わるとき
内の つの単純閉曲線 が共通部分をもたないとき

微分同相 単純閉曲線 について

ファイバー空間の写像をホモトピーで変える操作を考える 例えば ファイバー空間
の写像 に 図のように ファイバー空間の底空間の の臨界値を
交換する もしくは その逆を合成することができる これを初等変形という
この操作の前後における ファイバー空間は同型である この操作については
松本 に詳しく書かれている
この操作の前後でモノドロミー準同型の変化を調べる まず 臨界値を
と表し 図のように右から左に並んでいるとする 各 の周りを反時計回りに 周す



図

るループ を順にならべ その による像をとると の列
が得られる ただしここで

これに対して 底空間の に図のような もしくはその逆 を施すと 行っ
た後のモノドロミー準同型の像による の列は

もしくは

と表される したがって 補題 を示すためには 初等変形を用いて写像類群の元の列
が にうつることを示せば十分である

以下 これを示す まず 次の補題は基本的である

補題 は 曲線 を保つ

特に は超楕円的対合と呼ばれ を満たす また
により次が示されている

補題 写像類群 の元の列 は初等変形で にうつる

証明は補題 を用いて示されるが 補題 とほぼ同様であり ここでは省略する

補題 の証明 を単に という記号で略記する このとき が初等変形
で になることを示せばよい
写像類の列が初等変形で移り合うことを という記号で表す より

初等変形を行い下線部を左に動かすと 補題 より



よって

これを繰り返せば が得られる

次に補題 を示す これを示すためにまず次の補題を示す

補題 準同型 を 上の ファイバー空間
のモノドロミー準同型とする が準同型 にリフトし 各臨界値
を回るループの像が であるとする このとき この ファ
イバー空間は切断をもち は補題 の意味のモノドロミー準同型に一致する

証明は早野健太氏による水平リフトを用いた方法を用いる この証明について
は 自身の力不足と文章量の問題から概略のみにとどめる
臨界値 は 内の半径 の円周上に 反時計回りに順番に並んでいる

としてよい 同一視 の下 モノドロミー準同型 が
にリフトするとする

から臨界点を除いたところに の水平分布を つとる 上で から各臨界値
への線分をとる この線分の水平リフトを用いて

内に各臨界点に対応する消滅サイクル をとることができる
各 の上の の近傍で水平分布をとりかえれば これらの消滅サイクル

を 内にとることができる さらには に沿う を リフト
の下で各臨界値を回るループの像である に一致させる

ことができる
このとりかえた水平分布による水平リフトを用いて 基点 を原点 から

半径方向に放射状に運べば 上の各ファイバーに点を指定することができる なお注
意として は消滅サイクルに含まれないので 水平リフトが ファイバー空間
の臨界点で止まることはない これにより ファイバー空間の切断が構成でき
た 補題 で述べたように 切断があるとモノドロミー準同型を へ
リフトすることができるが 構成からこれは元々与えられていたリフトに一致する

上の定理は の代わりに 上の ファイバー空間 としても
正しい 証明について簡単に述べる まず と分けて がすべての臨
界値を含んでいるとしてよい まず 上で上の方法で切断を構成する 側には臨
界値がないので の への制限は自明束 とみなせる あとは
上で既に構成されている切断を拡張すればよい この切断のファイバー方向への射影
を と表す 仮定から を 周するループに沿うモノドロミーは
の元として自明なので 切断の射影 は定値写像にホモトピックである したがって



に拡張する したがって 切断の拡張として がと
れる
以下の補題の証明は例えば に書かれている

補題

写像類群の部分群である超楕円的写像類群は 点つき球面の写像類群の 拡大で
あることが知られている においては 点つき球面の写像類群の関係式を超楕円的写
像類群にリフトすることで 上の関係式を示している

補題 の証明 補題 より となることがわかる
の境界の片側に円板を貼り その上で微分同相を恒等写像で拡張することにより誘

導される準同型 について この関係式の像は と
なることがわかる したがって 切断と を行う単純閉曲線の位置関係を図
における に対応する位置にとれば 自己交点数は であることが
わかる

補題 の のファイバー空間の切断については様々な証明が考えられるが 一例
を与える
補題 と は において共役である

を単に という記号で略記する また 補題 の関係式を使う箇所に
下線を引く



実際に絵を描いて動かしていけばわかる より 補題
を用いて

を得る したがって
微分同相 として

をみたす元が存在する これで共役をとれば

補題 の証明 補題 より が成り立つ
は のリフトである 写像類

と は共役であるので ある微分同相 を用い
て とおくと

したがって 切断の自己交叉数は

命題 の証明
命題 の証明 の論文においては より従うと書かれて
いるが この主張はよくわからなかったため 別の証明を行う

で述べられているように モノドロミー準同型 のリフ
ト において この ファイバー空間に現れるすべての

の積をとると その像は に入り 値は自己交叉数の 倍に
一致する ここで の生成元 は境界に沿う を選んでいる
種数 の写像類群において であることが知られている したがっ

て 種数が のとき 切断の取り方によらず から
へのリフトの取り方は一意的である さらに 各臨界値を 周するループの行先である

は の元として一意的にリフトする したがって 切断の自己交
叉数も一意的に定まる
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SMITHの論文の４章

宮地 秀樹

1. 導入
1.1. 問題.

問題 1 (Question 4.1, Ludimil Kalzarkov). Lefschetz ファイブレーションが与えら
れたとする．そのとき，ファイバー上にそのモノドロミーにより不変な単純閉曲線が
存在するか？

Kalzarkovはホッジ理論を用いて，特別なKählerファイブレーションに対して否
定的な解答を与えた．
1.2. 記号の準備. f : X → S2をファイバーが種数 gの曲面 Σg である Lefschetzファ
イブレーションとする. そして，{Crit}を特異値の集合とする．Γg を写像類群とし，

ρ : π1(S2 \ {Crit}) → Γg

を Lefschetzファイブレーション f : X → S2のモノドロミーとする．γiを
∏

γi = id
を満たす π1(S2 \ {Crit})の生成元とし，δi = ρ(γi)とする．

2. 命題 4.2

2.1. 命題 4.2.

命題 2.1 (Proposition 4.2). f : X → S2 を非自明な Lefschetzファイブレーション
とする．このとき，モノドロミーの作用により不変な Σg 上の単純閉曲線の有限和は
存在しない．
Proof. まず，一つの単純閉曲線に対して証明する．C ⊂ Σg をモノドロミー不変な単
純閉曲線とする．π : D ∼= S̃ → S を普遍被覆面とする．C の一つのリフト C̃ を固定
し，その無限遠境界 S1

∞ にある端点を a, b（a $= b）とする．
仮定から δi(C) = Cであるので，δiのリフト δ̃iで δ̃i(C̃) = C̃となるものを取るこ

とが出来る．実際，δ̃iは，その台（support）の補集合のある成分K を固定したとき
に，K の上では恒等写像になるように取ることが出来るので，K（もしくはその境
界）が C̃ を含むように取ればよい．積∏

δi は恒等写像にホモトピックであるので，
リフトの積∏

δ̃iの境界での作用はメビウス変換 Aと一致し，さらに∏
δ̃iは C̃ を境

界に含む D \ π−1(C)の成分を固定する．仮定から A(a) = a，A(b) = bであるので，
Aは双曲元もしくは恒等元である．
場合 1. Aが双曲元の場合 各 δiはDehn twistであるので，δiはCに関する右 twist
であるか，もしくは C の環状近傍の各点を固定する．故に，δ̃iは C の環状近傍の C̃
を含むリフトの境界を “右向き”に移動する．
一方，点 p ∈ K を取り固定する．pを始点とし ∂Dに到達する単純曲線 γ̃ を C̃ と

交わらないようにとる．このとき，上記のように取ったリフト δ̃iはK 上で恒等写像
であり，δ̃i(C̃) = C̃ であるので，∏

δ̃i(γ̃) = γ̃ は pと ∂Dを結ぶ単純曲線であり，C̃

Date: 16 Dec 2011.
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とは交わらない．故に，∏
δ̃iの回転数は 0となる．しかし，∏

δ̃i = Aが S1
∞上で成

立するので，aもしくは bの近傍内の点は∏
δ̃i の作用により左に移される．これは

矛盾である．
場合 2. Aが恒等元の場合 このとき上記の議論から∏

δ̃i = idが S1
∞ 上で成立す

る．定義から p ∈ Σg を pの射影とするとき，δi(p) = pが成立するので，上記のよう
に取った pはファイブレーション f : X → S2のセクションを定義する．しかし，上
記の議論から∏

δ̃iの回転数は 0であるので，このセクションの自己交点数は 0とな
る．故に論文内の命題 3.3の (2)によりファイブレーション f : X → S2 は自明とな
る．これは矛盾である．
有限個の場合を考える．{γ1, · · · , γn} を（集合として固定される）単純閉曲線の

族とする．上記より γ1はある vanishing cycleと交わる．その vanishing cycleに沿っ
た Dehn twistに対応する元を δi とする．δi は {γ1, · · · , γn}を集合として固定する
ので，あるmが存在して δm

i (γ1) = γ1となる．一般に閉曲線 αに対するDehn twist
をDα とするとき，h ◦ Dα ◦ h−1 = Dh(α) であるので，

δm
i ◦ Dγ1 ◦ δ−m

i = Dδm
i (γ1) = Dγ1

である．つまり，Dγ1 と δm
i は可換である．一方，γ1と δiの台は交わるので，γ1と

δi の生成する群は自由群であるか，３次のブレード群 Br3 の部分群であるので矛盾
である． !

2.2. ２つのDehn twistの生成する群について（石田の定理）. ここでは Ishida ([4])
を参考にして次の定理を確認しておく．

定理 2.1 (Ishida [4]). αと β を Σg 上の単純閉曲線とする．このとき次が成立する．

〈Dα, Dβ〉 ∼=






Z ⊕ Z i(α, β) = 0の場合
Br3 i(α, β) = 1の場合
F2 i(α, β) ≥ 2の場合

i(α,β) = 0の時は自明である．i(α, β) = 1の場合は, α∪ βの環状近傍が一つの境
界成分をもつトーラスであることから，よく知られている（cf. Birman [2]）．従っ
て，i(α, β) ≥ 2の時を考える．

補題 2.1 (cf. [3]). α, β, γ を単純閉曲線とするとき，
|n| i(γ, α) · i(α, β) − i(Dn

α(γ),β) ≤ i(γ,β)

が成立する．

Proof. Dn
α(γ) の代表元 Γ′ を γ と Nα の外側の各成分で一点のみで交わるようにと

る（cf. 図 2.2）．このとき #(γ ∩ Γ′) = i(γ, Dn
α(γ))となるため，γ と Γ′ を測地線を

にするような計量が存在する（cf. [3]）．このとき，β の代表元をこの計量に関する
測地線を，β, γ と Γ′のそれぞれの交点の近傍ですこし変形することにより，次が成
立するように出来る：

• #(β′ ∩ γ) = i(β, γ)
• #(β′ ∩ Γ′) = i(β, Dn

α(γ))
• β′ ∩ γ ∩ Γ′ = ∅

いま，γ ∪Γ′は αとホモトピックな S1の |n| · i(α, γ)個の和集合とホモトピックであ
るので，

#(β′ ∩ (γ ∪ Γ′)) ≥ |n| · i(α, γ) · i(α, β)
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Figure 1. Γ′ の取り方

が成立する．一方仮定から，
#(β′ ∩ (γ ∪ Γ′)) = #(β′ ∩ γ) + #(β′ ∩ Γ′) = i(β, γ) + i(β, Dn

α(γ)

であるので，
i(β, γ) + i(β, Dn

α(γ) ≥ |n| · i(α, γ) · i(α, β)
となり欲しい不等式を得る． !

補題 2.2. i(α, β) ≥ 2 とする．このとき，i(α, γ) > i(β, γ) かつ n $= 0 であれば，
i(α, Dn

α(γ)) < i(β, Dn
α(γ))が成立する．

Proof. 仮定の下で，任意の n ∈ Zに対して，i(α, γ) < i(Dn
α(β), γ) を示せば十分で

ある．補題 2.1により（β と γ を入れ替えて），
|n| i(α, β) · i(α, γ) − i(D−n

α (β), γ) ≤ i(β, γ)

である．故に，上式に β にDn
α(β)を代入すると，

|n| i(α, β) · i(α, γ) − i(β, γ) ≤ i(Dn
α(β), γ)

故に，もし i(α, β) ≥ 2，n $= 0かつ i(α, γ) > i(β, γ) であれば，
i(α, γ) = 2i(α, γ) − i(α, γ)

< |n| i(α, β) · i(α, γ) − i(β, γ)
≤ i(Dn

α(β), γ)

となる． !

定理 2.1の証明. i(α, β) ≥ 2の時に示せば十分である．群 〈Dα, Dβ〉内に関係式がな
いことを示せば良い．いま，

Dn2k
α D

n2k−1
β · · ·Dn2

α Dn1
β = id

（|n1| + · · · + |n2k| > 0）が成立したとする．このとき 0 = i(α, α) < i(α, β)である
ので，

i(α, Dn1
α (α)) < i(α, Dn1

α (β))
が成立する．補題 2.2により，i(Dn1

α (α)), Dn1
α (β)) = i(α,β) ≥ 2なので，

i(α, Dn2
β Dn1

α (α)) = i(D−n2
β (α), Dn1

α (α))

> i(D−n2
β (α), Dn1

α (β))
= i(α, Dn2

β Dn1
α (β))
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が成立する．ここで，
i(Dn2s

β Dn2s−1
α · · ·Dn2

β Dn1
α (α), Dn2s

β Dn2s−1
α · · ·Dn2

β Dn1
α (β))

= i(Dn2s−1
α · · ·Dn2

β Dn1
α (α), Dn2s−1

α · · ·Dn2
β Dn1

α (β))
= i(α, β) ≥ 2

であるので，これを繰り返すと，最終的に
0 = i(α, α) = i(α, Dn2k

β Dn2k−1
α · · ·Dn2

β Dn1
α (α))

> i(α, Dn2k
β Dn2k−1

α · · ·Dn2
β Dn1

α (β))
= i(α, β)

を得るが，これは矛盾である． !

3. 系 4.3

したがって，次の系を得る．
系 3.1 (Corollary 4.3). 任意の Lefschetzファイブレーションの vanishing cycleの和
集合は Σg を充満する．
ただし，閉曲線の族 {γi}i が，任意の単純閉曲線 αに対して

∑

i

i(γi,α) > 0

が成立するとき，族 {γi}i は Σg を充満するという．
4. 正則族の場合の既約性（志賀の定理）

f : X → S1
∞ が正則族の場合には次の定理がある．

定理 4.1 (Theorem 1 in [7]). F = D/Gを解析的有限リーマン面とする1．f : X → F
をファイバーがΣgと同相であるような S上の局所非自明な正則族とし2，ρ : G → Γg

をそのモノドロミーとする．このとき，ρ(G)は無限群であり，ρ(G)は既約である．
特に，f : X → S2が正則な Lefschetzファイブレーションであれば，vanishing cycle
は Σg を充満する．
ここで，部分群H < Γgが既約であるとは，次のような単純閉曲線族 {C1 · · · , Cn}

が Σg 上にないことである．
• i(Ci, Cj) = 0
• 任意の h ∈ H は {C1 · · · , Cn}をホモトピーの意味で保つ．

証明にはタイヒミュラー空間上の複素解析及びクライン群論を用いる．ストーリー
は以下の通り（タイヒミュラー空間については §5.2.2を見よ）．

(1) Ahlfors-Bers理論から Tg は自然な複素構造を持ち，Bersの定理からタイヒ
ミュラー空間はC3g−3内の有界領域として正則な埋め込みにより実現される．
さらに写像類群 Γg は複素解析的同型のなす群として Tg に作用し，その作用
はタイヒミュラー距離 dT に関して等長的である．

(2) 正則族 f : X → S が与えられると，この族を表現する正則写像 Φ : D → Tg

で
ρ(g) ◦ Φ = Φ ◦ g

が任意の g ∈ Gに対して成立するものが存在する．
1より一般にグリーン関数を持たないリーマン面で良い．
2ファイバーも解析的有限なリーマン面で良い．
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(3) 無限群であることは次のようにしてわかる：いま f : X → S の局所非自明
性から Φは定数写像ではないことに注意する．有界正則関数の非接極限値に
関するファトゥの定理から，ほとんどすべての eiθ ∈ ∂Dに対して非接極限
（non-tangential limit）Φ(eiθ) = limz→eiθ Φ(z)が存在する．F は解析的有限
なリーマン面であるので，そのような eiθ に対して，gn(z) → eiθ が任意の
z ∈ Dに対して非接極限となる {gn}n ⊂ Gが存在する．
いま，z1, z2 ∈ DをΦ(z1) $= Φ(z2)となるものを取る．gn(z1), gn(z2) → eiθ

は非接極限であることに注意する．Φ(eiθ) ∈ Tg（内部）であれば，

0 = dT (Φ(eiθ), Φ(eiθ)) = lim
n→∞

dT (Φ(gn(z1)), Φ(gn(z2)))

= lim
n→∞

dT (ρ(gn) ◦ Φ(z1), ρ(gn) ◦ Φ(z2))

= lim
n→∞

dT (Φ(z1), Φ(z2)) > 0

となり矛盾である．ここで dT はタイヒミュラー距離である．故に ρ(G)は無
限群である．

(4) 既約であることは次のようにわかる：いま Φは定数写像ではないので，ほと
んどすべての ∂Dに対して Φ(eiθ)に対応するクライン群（b群）は全退化群
であることに注意する（cf. [6]）．
既約でないとする．σ = {C1, · · · , Cn}を ρ(G)により固定される単純閉曲

線族とする．eiθ ∈ ∂Dを，非接極限 Φ(eiθ) = limz→eiθ Φ(z)が存在する点と
する．{gn}nを任意の z ∈ Dに対して, gn(z) → eiθ が非接極限となるように
取る．いま Φ(z) = (S, f)とする．fn : Σg → Σg を ρ(gn)を誘導するものと
する．つまり，

ρ(gn)(Φ(z)) = ρ(gn)(S, f) = (S, f ◦ f−1
n )

が成立する同相写像とする．
このとき

(4.1) $Φ(gn(z))(Cj) = $ρ(gn)(Φ(z))(Cj) = $S(f ◦ f−1
n (Cj))

となるが，仮定より任意の nに対してホモトピーの意味で f−1
n (σ) = σであ

るので，(4.1)の右辺は一様に有界である．一方で，Φ(gn(z)) → Φ(eiθ)であ
り，Φ(eiθ)は全退化群であるので Abikoffの定理（cf. [1]）から

$Φ(gn(z))(Cj) → ∞

となるはずである．これは矛盾である．

5. セクションの数とKerckhoffの定理との関連
論文では Kerckhoffの定理との関連について言及している．ここではそれについ

てまとめておく．書いてあることは次の通りである．

5.1. セクションの数の評価. {γ1, · · · , γn}を vanishing cycleとする．このとき，Γ =
∪n

i=1γiの次数 4のグラフであり，胞体分割の 1骨格となる．5.1章で見るように，そ
の面の個数の半分はファイブレーションのセクションの個数の上からの評価を与え
る．しかし，この評価はシャープではない．しかし，ここの話はよくわかりません．

5.2. Kerckhoffの定理を用いた不変量の構成.
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Figure 2. 長さ関数の多価性

5.2.1. 不変量の構成のための準備. Kerckhoffの定理との関連を話す前に次のことを注
意しておく．曲面上の双曲構造σを考える．Σg上の閉曲線αに対して，S = (Σg,σ)に
関するαとホモトピックな測地線の長さを #S(α)とする．これはσの等長類に寄らない，
つまり，f : S1 = (Σg,σ1) → S2 = (Σg,σ2)を等長写像とすると，#S2(f(α)) = #S1(α)
である．従って，等長類によらない話なので，一見

S "→ #S(α)

は Σg 上のモジュライ空間上の関数と思われるがこれはモジュライ空間上では関数に
ならない．多価関数にはなる．従って，このような長さ関数を考える場合には，モ
ジュライ空間の（ある意味）普遍被覆空間であるタイヒミュラー空間上で話をするこ
とが必要になる（cf. 図 5.2.1）．

5.2.2. タイヒミュラー空間. ここでは次のようにタイヒミュラー空間を定義する．Σg

と同相な双曲曲面 S と向きを保つ同相写像 f : Σg → S の対，(S, f)を考える．こ
のような対 (S, f)を標識付き双曲曲面と呼ぶ．このとき，２つの標識付き双曲曲面
(S1, f1)と (S2, f2)が同値であるとは，

Σg
f1 !!

f2 ""!
!!

!!
!!

S1

h

##
S2

がホモトピーの意味で可換になる等長写像 h : S1 → S2が存在することとする．この
とき

Tg = {(S, f)}/ ∼
として種数 gのリーマン面（双曲曲面）のタイヒミュラー空間と呼ぶ．
5.2.3. （左）地震変形. まず単純閉曲線に対する左地震変形を定義する．α∗ を双曲
曲面 S上の単純閉測地線とする．このとき，デーンツイストの場合と同様に，S \α∗

について左に長さ tだけツイストしてららもう一度張り合わせて作られた双曲曲面を
γに関する時間 tの左地震変形と呼ぶ（図 5.2.3）．定義から t = #S(α)の時には（左
向きの）Dehn twistになる．この意味では，地震変形はDehn twistの連続化と思
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Figure 3. 左地震変形

える．次に重み付き単純閉曲線 ν = wα（w > 0）に関する時間 tの地震変形を αに
関する時間 twの地震変形とする．
重み付き単純閉曲線 ν = wαを固定する．S = (S, f) ∈ Tg に対して，S を wf(α)

に関する時間 tの地震変形をして得られる双曲曲面を S′と書く．適当な f(α)の環状
近傍でのツイストを考えることにより，自然に f と地震変形から定まる自然な同相
写像 f ′ : Σg → S′ が決まる．このとき,

Eν(t)(S) = (S′, f ′)

とすると，写像
Eν(t) : Tg → Tg

が定まる．
一般に測度付き測地線層 µに関する時間 tの地震変形を，タイヒミュラー空間上

の写像として
En(t) = lim

i→∞
Eνi(t)

とする．ただし，νiは重み付き単純閉曲線であり νi → ν となるものとする．これは
well-definedである（Thurston).

定理 5.1 (Thurston (cf. [9])). 測度付き測地線層の空間をMLとする．S0 ∈ Tg を
固定する．このとき，指数写像

ML # µ $→ Eµ(S0) ∈ Tg

は同相である．特に任意の標識付き双曲曲面は左自身変形により互いに写り合うこと
できる．
コンパクト曲面の場合のこの定理の証明は，Kerckhoff [5]にも載っている．

5.2.4. 不変量の構成. 種数 gのリーマン面のタイヒミュラー空間を Tg と書く．この
とき，Σ上の曲線族 γ = {γi}i に対して長さ関数の和

$γ(S, f) =
∑

i

$S(f(γi))

とするとこれは well-definedな関数となる．
定理 5.2 (Kerckhoff [5]). 長さ関数

$α : Tg # σ $→ $σ(α)

は地震変形に関して凸である．さらに γ が Σg を充満するとき，
$γ : Tg → R

固有であり，最小値を持つ点は一意的である．
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凸性に関する証明のアイデアは以下の通り．簡単のため，単純閉曲線 αに沿った
地震変形のみを考える．

(1) γ を単純閉曲線とする．S = (S, f) ∈ Tg に対して，α∗, γ∗ を f(α), f(γ)と
ホモトピックな閉測地線とする．α∗と γ∗の交点を {x1, · · · , xn}とし，xiで
γ∗ から α∗ に時計と反対周りに見た角度を θi とする．このとき微分公式，

d

dt
$γ(Eα(t))

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i=1

cos θi

となる．
(2) 左地震変形に関して各 θiは減少する．従って，cos θiは増加する．故に，微
分公式から $γ(Eα(t))は凸関数となる．

5.2.5. 不変量の構成.
(1) f : X → S1

∞ を Lehschetz ファイブレーションとする．このとき vanishing
cycleV に対して $(V )を上記の長さの最小値とする．vanishing cycleの族は
ブレード群 Brnによりラベルづけることが出来る（モノドロミーの生成元の
変換）．

定義 5.1. あるブレード群によりラベルづけられた positive relationの族 I(Brn) に
より定義された Lehschetzファイブレーション f : X → S1

∞を考える．このとき，長
さを

$(X, f) = min{$(Vi) | i ∈ I(Brn)}
と定義する．これは Lefschetzファイブレーションの不変量となる．
次のことは理解出来ませんでしたが，将来に期待出来る話かもしれません．
(2) この不変量はツイストの順序によらず vanishing cycleの曲線のみによるの
で，幾何学的に “微妙”な情報を持っていることは疑わしい．

(3) にもかかかわらず，面白そうである：この長さは vanishing cycleの交点数の
合計の最小数（ブレード群上での）と関連すると予測される．この数は Floer
theory および，ファイバー内のすべての異なる vanishing cycle上の Floerホ
モロジーの階数の和と関連する．
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I.Smithの論文”Geometric monodromy and the hyperbolic disc”
第５章について

大阪大学大学院理学研究科数学専攻博士前期課程２年　早野健太

本稿では，Smithの論文 [4]の第５章についての説明を行う．特に，以下の定理につい
て議論を展開する．

定理 1.1 (Smith [4] Theorem 5.1.) f : X → S2を，レフシェッツ束とする．このと
き，f の切断によって代表される，S2からX への写像のホモトピー類は高々有限個で
ある．

なお，本稿では特に断らない限り，多様体や写像は全て可微分であると仮定する．

1 切断の自明性について
この章では，Smithの論文 [4]の定理 1.1の証明の１行目に現れる，”trivialized”の意味
について説明を行う．まず初めに，ここで与える切断の自明性の定義は，筆者が論文 [4]

を読んで Smithの意図を推測することにより得られたものであることを注意しておく．
定義を与える前に，微分幾何の基礎事項をいくつか復習する．

定義 1.2 M，N を多様体とし，f : M → N を沈めこみ（すなわち，任意の p ∈ M に対
して dfpは全射）とする．Mの接束 TM の部分束Hが以下の条件を満たすとき，Hを f

の水平分布（horizontal distribution）という：

任意の p ∈ M に対して res dfp : Hp → Tf(p)N は線形同型である．

注意 1.3 a

1. gをM のリーマン計量とする．このとき，Hgを，

Hg,p = (Ker dfp)
⊥ (p ∈ M)

で定めると，Hgは f の水平分布となる．任意の多様体はリーマン計量を許容するの
で，水平分布は必ず存在する．

2. 定義 1.2の条件に加えて，（例えば）M，Nはともにコンパクトで，f−1(∂N) = ∂Mで
あるとする．このとき，任意のN 上の曲線 γ : [a, b] → N と p0 ∈ f−1(γ(a))に対し，
以下の条件を満たすM 上の曲線 γ̃p0 : [a, b] → M が一意に存在する．

• γ̃p0(a) = p0，
• f ◦ γ̃p0 = γ，
• Im dγ̃p0 ⊂ H．

1



このような曲線 γ̃p0を，γのHにおける水平リフト（horizontal lift）という．ここ
で，γ̃p0は，γの方向ベクトル場を，res dfp : Hp → Tf(p)N で引き戻すことによって得
られる，f−1(Im γ)上のベクトル場の積分曲線に他ならない．従って多様体と写像に
関する上述のような仮定がなくても，引き戻して得られる f−1(Im γ)上のベクトル場
の積分曲線をとることができれば，水平リフトをとることができる．

3. M を 4次元多様体とし，沈めこみ p : M → D2が p−1(∂D2) = ∂M を満たすとする．
このとき pは自明な曲面束となり，さらに pの水平分布Hが与えられていると以下の
ようにして pの自明化写像Pをとることができる．

P : D2 × p−1(0) −→ M

∈ ∈

(z, x) %−→ γ̃z,x(1)，

ただし，γz : [0, 1] & t %→ tz　 ∈ D2であり，γ̃z,xは γzの xを始点とするHによる水
平リフトである．しかし，f : X → D2をレフシェッツ束としたとき，一般には f は
レフシェッツ特異点を持つため，水平分布をとることはできず，（当然ではあるが）上
述のような自明化もとることができない．Cf ⊂ X を f のレフシェッツ特異点全体と
すると，res f : X \ Cf → D2上の水平分布Hをとることはでき，さらに f(pi) (= 0を
満たす pi ∈ Cf に対して以下の写像が定義できる．

θpi f−1(0) −→ f−1(f(pi))

∈ ∈

x %−→ lim
t → 1

γ̃f(pi),x(t)，

このとき，曲面 f−1(0)内のある単純閉曲線 ciが θpi により piに写され（この円周 ci
を piの消滅サイクルというのであった），θpi は f−1(0) \ ciに制限すると微分同相に
なる．以上のことから，res f : X \ Cf → D2の水平分布を与えると，レフシェッツ特
異点の消滅サイクル ci ⊂ f−1(0)は，アイソトピー類としてではなく，単純閉曲線と
して一意に定まる，ということがわかる．以下，消滅サイクルは（水平分布が与えら
れていれば）いつでも上述のようにとるものとする．

さて，以上の準備のもと，レフシェッツ束の切断が自明である，という概念を定義す
る．f : X → S2をレフシェッツ束，Cf ⊂ X を f のレフシェッツ特異点全体とする．ま
た，H ⊂ T (X \ Cf )を res f : X \ Cf → S2の水平分布とする．S2上の，f(Cf )を内部に
含む円板B ⊂ S2をとり，同一視B ∼= D2 ⊂ Cを，f(Cf ) ⊂ {z ∈ D2| |z| = 1

2}となるよ
うにとる．

定義 1.4 σ : S2 → Xを f の切断とする．ある p0 ∈ f−1(0)（0 ∈ D2 ∼= B）が存在し，

σ(B) = {p ∈ X|p = γ̃z,p0(1), z ∈ B}，

が成立するとき，σはHに関してB上自明である（trivial）という．ただし，
γz : [0, 1] & t %→ tz ∈ Bで，γ̃z,p0は p0を始点とする γzの水平リフトである．

2



注意 1.5 a

1. （ある水平分布に関して）自明な切断は，Σg \∪ci内の１点と同一視できる．ただし，
ci ⊂ Σgは（同じ水平分布から定まる）f の消滅サイクルである．このとき，水平分
布を切断の近傍の外部でホモトピーにより変形すると，それに応じて消滅サイクルは
閉曲面のアイソトピーにより変形される．

2. 任意の切断は，水平分布をうまくとれば自明化することができる．つまり，各切断を
個別に自明化することはできる．

3. 円板上の種数 g のレフシェッツ束の全空間は，D2 × Σg に 2-ハンドルを，消滅サイ
クルに沿って貼ることにより得られる，ということが知られている（[1]，[2]または
[3]を参照）．この分解により f−1(B)を D2 × Σg ∪ (2-handles)と同一視したとき，
（ハンドル分解を得る際に用いる水平分布に関して）切断が自明であるという条件は，
σ(B) = D2 × {p0}となることに他ならない．

2 ある主張を仮定したうえでの，定理1.1の証明
この章では，以下の主張を仮定したうえで定理 1.1の証明を行う．

主張 2.1 (ある主張) f : X → S2をレフシェッツ束とし，Cf ⊂ X，B ⊂ S2を定義 1.4の
ときと同様にとる．このとき，ある res f : X \ Cf → S2の水平分布Hが存在し，f の任
意の切断はB上Hに関して自明な切断とホモトピックである．

注意 2.2 注意 1.5の 2.でも述べた通り，与えられた切断に対して水平分布をうまくとれ
ばその切断を自明化することはできる．それに対し主張 2.1では，全ての切断を一つの
水平分布で自明化できる，ということを述べている．
（主張 2.1=⇒定理 1.1の証明）：H ⊂ T (X \ Cf )を主張 2.1にある水平分布とする．定理
1.1の主張は切断のホモトピー類に関するものであるから，B上Hに関して自明である
切断のみを考えても一般性は崩れないことに注意する．
f(Cf ) = {y1, . . . , yn} とし，B0, Ai ⊂ B（i =

1, . . . , n）を右図のようにとる．このとき，以下の
写像は微分同相である．

Φ1 : B0 × f−1(0) −→ f−1(B0)

∈ ∈

(z, x) (−→ γ̃z,x(1)．

また，ci ⊂ f−1(0) ∼= Σgを f−1(yi)の中にあるレフ
シェッツ特異点の消滅サイクルとすると，以下の写
像は埋め込みである．
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Φ2,i : Ai × (f−1(0) \ νci) −→ f−1(Ai)

∈ ∈

(z, x) %−→ γ̃z,x(1)．
これらの写像により，それぞれの写像の定義域とその像を同一視する．f−1(B)のリーマ
ン計量 gを，上述の直積構造の各成分が互いに直交するようにとる．∂B上の曲線 γ∂ :

[0, 1] → ∂Bを，γ∂(t) = exp (2π
√
−1t)で定める．gから定まる水平分布Hgと，それに

よる γ∂の水平リフトを用いることにより，次の同一視を得る．

f−1(∂B) ∼= [0, 1]× f−1(1)/(1, x) ∼ (0,ϕ(x))，

ただし，ϕ : f−1(1) ( x %→ γ̃∂,x(1) ∈ f−1(1)である．Hを用いて f−1(0)と f−1(1)を
同一視したとき，ϕは f−1(0) \ ∪νci上恒等写像であり，∪νci上は tcn ◦ · · · ◦ tc1 に一致
する．ここで，tciは ciに沿う右向きデーンツイストである（詳しくは [1]，[2]あるいは
[3]を参照）．ciは f の消滅サイクルであったから，ϕは恒等写像とイソトピックである．
Ψt : f−1(1) → f−1(1)を恒等写像から ϕへのアイソトピーとする．このとき，以下の微
分同相を得る：

X ∼= f−1(B) ∪ξ D
2 × f−1(1)，

ただし，

ξ : ∂D2 × f−1(1) ∼= [0, 1]× f−1(1)/(1, x) ∼ (0, x) −→ [0, 1]× f−1(1)/(1, x) ∼ (0,ϕ(x))

∈ ∈

(t, x) %−→ (t,Ψt
−1(x))．

である．
さて，証明の冒頭で述べた通り，切断はB上自明であるもののみを考えても一般性は
崩れないのであった．f の切断 σに対し，σ(B) ∩ f−1(0) = {pσ}とする．

補題 2.3 σのホモトピー類は，pσによってのみ決まる．

（補題 2.3の証明）：σ̃をB上自明な f の切断で,，pσ̃ = pσを満たすものとする．まず σ，
σ̃はともにB上自明であるから，σ|B = σ̃|Bとなる．S2 \ IntB ∼= D2における σ，σ̃の
様子をみていく．Sσ = σ(∂D2) = {(t,Ψt(pσ)) ∈ ∂D2×Σg|t ∈ [0, 1]}とする．ホモトピー
完全列より，次の完全列を得る：

π2(D
2 × Σg) ∼= 1 −→ π2(D

2 × Σg, Sσ)
j∗−−→ π1(Sσ)

i∗−−→ π1(D
2 × Σg).

この完全列より以下を得る：

π2(D
2 × Σg, Sσ) ∼=

{
Z (曲線 t %→ Ψt(pσ)が null-homotopicのとき)，
{1} （曲線 t %→ Ψt(pσ)が null-homotopicでないとき）．

となる．[σ|D2 ] ∈ π2(D2×Σg, Sσ)に対して，j∗([σ|D2 ])はπ1(Sσ)の生成元になる．σ̃に対し
てもSσ̃を同様に定義すると，これはSσに一致する．さらに同様の議論から [σ|D2 ] = [σ̃|D2 ]
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が π2(D2 × Σg, Sσ)の中で成立する．従って，σ|D2から σ̃|D2へのホモトピーが存在する
が，S1の写像度 1の写像全体の空間は可縮であるから，このホモトピーはD2の境界上
常に σ|∂D2 = σ̃|∂D2 と一致するようにとれる．特にこのホモトピーは σから σ̃へのホモ
トピーに拡張できる．これで補題 2.3は示された． !

注意 2.4 この補題の証明から，直ちに次の系が得られる．

系 2.5 p ∈ f−1(0) \∪νciが f の切断を表すことと，曲線 t $→ Ψt(p)が null-homotopicで
あることは同値である．

補題 2.6 σ1，σ2を f の切断とし，pσ1と pσ2が f−1(0) \ ∪νciの同じ連結成分に含まれる
と仮定する．このとき，σ1と σ2はホモトピックである．

（補題 2.6の証明）：l : [0, 1] → f−1(0) \ ∪νciを，pσ1 から pσ2 への道とする．補題 2.3よ
り，σ2は以下のような切断 σ̃2とホモトピックである．

• σ̃2はB上 σ2と一致する．
• z = r exp 2π

√
−1t ∈ D2 ∼= S2 \ IntBに対し，

σ̃2(z) =

{
(z,Ψt(l(2r − 1))) （r ≥ 1

2 のとき），
σ1(2z) （r ≤ 1

2 のとき）．

また，σ1と σ̃2はホモトピックである．実際，２つの切断の間のホモトピーΘs : S2 → X

として以下のようなものがとれる．
• z ∈ Bに対して，Θs(z) = (z, l(s))，
• z = r exp 2π

√
−1t ∈ D2 ∼= S2 \ IntBに対して，

Θs(z) =

{
(z,Ψt(l(s(2r − 1)))) （r ≥ 2−s

2 のとき），
σ1(

2
2−sz) （r ≤ 2−s

2 のとき）．

以上より補題 2.6が従う． !
（定理 1.1の証明の続き）：補題 2.3，補題 2.6より，f の切断によって代表されるホモト
ピー類は，高々f−1(0) \ ∪νciの連結成分の数だけしかないことが従う．この連結成分は
明らかに有限個しかない．これで定理 1.1は示された．　 !

注意 2.7 a

1. Smithの論文 [4]の第１章の文中では，定理 1.1は [4]の Theorem 1.3（すなわち，レ
フシェッツ束の消滅サイクルが閉曲面をフィルアップすること）の系として得られる，
という記述がみられるが，証明のどの部分でこの定理が利いているのか，筆者には理
解できていない．
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2. 証明で得られる切断のホモトピー類の個数の上限（すなわち，f−1(0)\∪νciの連結成分
の個数）は必ずしも最良の評価とは限らない．実際，σを切断とし，p ∈ f−1(0) \∪νci
を，pσを含む連結成分以外の点からとってきたとき，pが fの切断を表すかどうかは，
次のように容易に決定することができる．

命題 2.8 p ∈ f−1(0)\∪νciがfの切断を表すことと，pσとpを結ぶ道 #に対して，#·ϕ(#)−1

が null-homotopicであることは同値である．

（命題 2.8の証明）：まず系 2.5より，pが切断を表すことと，p → Ψt(p)が null-homotopic

であることは同値である．また，この曲線が # ·ϕ(#)−1とホモトピックであることは容易
に示すことができる．以上より主張が従う．　 !

注意 2.9 (主張 2.1について) もし主張 2.1が成立しない場合，証明の最後の部分（すな
わち，２つの補題から定理を導く部分）が破綻する．実際この主張がなければ，消滅サイ
クルを固定したうえで全ての切断が閉曲面上の点で表せる，ということを保証できない
ため，切断のホモトピー類の個数を消滅サイクルの補集合の連結成分の個数で抑えるこ
とができなくなる．また，遺憾ではあるが筆者にはこの主張の真偽が判別できていない．

最後に
この度，このような勉強会に参加させて頂き，講演の機会まで下さったことを，企画
して下さった志賀啓成先生，宮地秀樹先生および遠藤久顕先生に，心より感謝致します．
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