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1 基本概念、記号.

1.1 基本的な記号など.

定義 1 (確率空間) (Ω,F , P ) が確率空間 (probability space)

⇔ F は、Ω の部分集合からなるある σ−加法族、P が F 上の確率測度.

定義 2 (確率変数) X : Ω → R が (Ω,F , P ) 上の確率変数 (random variable)

⇔ X は F−可測関数, i.e. X−1(A) ∈ F for ∀A ∈ F .

定義 3 (期待値) X の期待値 E[X] は X の Ω 上での測度 P による積分のこと.

E[X] =

∫
Ω
X(ω)dP (ω).

定義 4 (確率過程) 確率変数の列 {Xt}t∈Λ を確率過程という。以下では、時間集合 Λ は 0以上
の整数か 0以上の実数を考える。

例. (ランダムウォーク) {ξn} を i.i.d の確率変数列とする。Xn =
∑n

k=0 ξk, (n = 0, 1, 2, . . . )

を R 上のランダムウォークという。特に、P (ξ = 1) = P (ξ = −1) = 1/2 のとき、単純ランダム
ウォーク (simple random walk)という。

1.2 確率空間の構成.

上のランダムウォークの例では、確率空間を明示せずに、すでにそのような確率空間はあると
仮定してその上の確率変数列を考えた。実際にそのような確率空間確率変数が存在するかどうか
は、別問題である。考えている問題に適合した確率空間 (確率モデル)を構成することは、基本的
問題である。

例. simple random walk の場合の {ξn} は次のようにモデルを設定することができる。Ω =

[0, 1], F = B([0, 1]), P = Lebesgue 測度.ω ∈ Ω を２進小数展開し、

ω =

∞∑
k=1

ωk

2k

1



とする。ξn(ω) = 2ωn − 1 とおけば、{ξn} i.i.d. であり、P (ξ = 1) = P (ξ = −1) = 1/2 を満た
す。(k/2n のような数は、二通りの２進小数展開を持つが、このような数全体は測度零であり問
題にならないことに注意せよ。)

ξn が R に値を持つときは、このように単純ではない。R∞ 上の測度を考えなくてはならない。
このようなときに威力を発揮するのは、「拡張定理」と呼ばれるもので、特に Kolmogorovの拡張
定理はこのような無限直積空間上の測度を構成する場合重要である。後述するブラウン運動の構
成にも使うことができる。

1.3 確率変数の収束

定義 5 i) P (limn→∞Xn = X) = 1 のとき、Xn は X に概収束するといい、limn→∞Xn = X a.s.

とかく。
ii) limn→∞E[|Xn −X|p] = 0 のとき、Xn は X に Lp−収束するという。
iii) 任意の ϵ > 0 に対して limn→∞ P (|Xn −X| > ϵ) = 0 となるとき、Xn は X に確率収束する
といい、limn→∞Xn = X in prob. などとかく。

これらの収束の関係 (強さ)は、次のようになっている。1 ≤ p < ∞ とする。

概収束 =⇒ 確率収束, Lp −収束 =⇒ 確率収束, 概収束 /⇐⇒ Lp −収束.

2 条件付期待値.

2.1 定義

定義 6 X を可積分な確率変数、G を F の sub σ−algebra とする。次の条件を満たす確率変数
Y をX の条件付期待値という。
i) Y は G 可測.

ii) E[X : A] = E[Y : A] for A ∈ G.
この Y は 零集合を除いて一意的である。これを E[X|G] とかく。

2.2 条件付期待値の意味

i) µ(A) = E[X : A] によって、G 上の測度を定義する。明らかにこれは、P に関し絶対連続
である。よって、Radon-Nikodym微分 dµ

dP が存在するが、

dµ

dP
= E[X|G], a.s.

ii) X を２乗可積分とする. E[X|G] は、G−可測確率変数のうちで、L2ノルムを最小にするもの
である。すなわち、

E[|X − E[X|G]|2] = inf{E[|X − Y |2] : Y : G −可測 }.
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2.3 条件付期待値の性質

以下ではすべて X は可積分、i.e.E[|X|] < ∞. とする。G,H は F の sub σ−field.

1. E[E[X|G]] = E[X].

2. X が G-可測ならば、E[X|G] = X a.s.

3. E[aX + bY |G] = aE[X|G] + bE[Y |G].

4. X ≥ 0 =⇒ E[X|G] ≥ 0.

5. 0 ≤ Xn ↑ X =⇒ E[Xn|G] ↑ E[X|G] (n → ∞).

6. Xn ≥ 0 =⇒ E[lim infn→∞Xn|G] ≤ lim infn→∞E[X|G].

7. |Xn| ≤ V, E[V ] < ∞, Xn → X a.s.(n → ∞) =⇒ E[Xn|G] → E[X|G] (n → ∞).

8. (Jensen の不等式) ϕ : R → R が 凸関数 で E[|ϕ(X)||G] < ∞ =⇒ ϕ(E[X|G]) ≤
E[ϕ(X)|G].

9. H ⊂ G =⇒ E[E[X|G]|H] = E[X|H] a.s.

10. Z が G-可測ならば、E[XZ|G] = ZE[X|G] a.s.

11. X が G と独立 =⇒ E[X|G] = E[X] a.s.

問. G = σ(A) (A ∈ F , P (A) > 0) のとき、E[X|G] はどのようにかけるか。
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3 Brown 運動.

3.1 定義

p(t, x, y) =
1√
2πt

e−
(x−y)2

2t

とおく。Ω = {ω ∈ C([0,∞) → R) | ω0 = 0}, Bt(ω) = ωt, ω ∈ Ω とおくとき、任意の
0 < t1 < t2 · · · < tn, A1, A2, . . . , An ∈ B(R) に対し、

P (Bt1 ∈ A1, Bt2 ∈ A2, . . . , Btn ∈ An) (3.1)

=

∫
A1

p(t1, 0, x1)dx1

∫
A2

p(t2 − t1, x1, x2)dx2 · · ·
∫
An

p(tn − tn−1, xn−1, xn)dxn (3.2)

を満たす Ω 上の測度 P が存在する。これを Wiener測度、または、({Bt}, P ) をブラウン運動と
いう。
注意. 上の定義で Ω を具体的に与えない場合もある。すなわち、B0 = 0 a.s.なる確率 1で連

続な pathを持つ独立増分過程 (加法過程)で、Bt −Bs ∼ N(0, t− s) であるものをブラウン運動
ということもある。標準ブラウン運動ともいう。

3.2 Brown 運動の性質

命題 7 i) ブラウン運動は、独立増分過程である。特に、s < t のとき、{Bt−Bs} と σ(Bu, u ≤ s)

は独立である。
ii) Bt

d
= 1√

a
Bat (a > 0).

iii) {Bt} は、Ft-マルチンゲールである. ただし、Ft = σ(Bu, u ≤ t).

B0(ω) = x となるブラウン運動も同様に考えられる. すなわち、C([0,∞) → R) 上の確率測度で、
Px(B0 = x) = 1 かつ

Px(Bt1 ∈ A1, Bt2 ∈ A2, . . . , Btn ∈ An)

=

∫
A1

p(t1, x, x1)dx1

∫
A2

p(t2 − t1, x1, x2)dx2 · · ·
∫
An

p(tn − tn−1, xn−1, xn)dxn

を満たすものが存在する。(Bt, Px) を x から出発するブラウン運動ということがある。

命題 8 (Bt, Px) は、強マルコフ過程 (拡散過程)である。

命題 9 (Brown運動の path property) ブラウン運動の道は、確率 1 で、いたるところ微分不
可能である。また、いかなる有界区間でも確率 1 で有界変動ではない。

命題 10 (Law of iterated logarithm(LIL))

i) lim sup
t→0

|Bt|√
2t log log 1/t

= 1 a.s.

ii) lim sup
t→+∞

|Bt|√
2t log log t

= 1 a.s.
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3.3 ランダムウォークとの関係:invariance principle

不変原理 (invariance priciple)は、ランダムウォーク (単純とは限らない)からブラウン運動が
得られることを示す。
Xn =

∑n
k=0 ξk, (n = 0, 1, 2, . . . ) を R 上のランダムウォークとする。ただし、ξn の平均は 0、

分散 σ2 とする。今、
Yt = X[t] + (t− [t])ξ[t]+1, t ≥ 0

とおく。さらに、

Z
(n)
t =

1

σ
√
n
Ynt

とおくと、連続な pathを持つ確率過程が得られる。

定理 11 Z(n) の有限次元分布はブラウン運動の有限次元分布に収束する。すなわち、任意の 0 <

t1 < t2 < · · · < tm, A1, A2, . . . , Am ∈ B(R) に対し、

P (Z
(n)
t1

∈ A1, . . . , Z
(n)
tm ∈ Am) → P (Bt1 ∈ A1, . . . , Btm ∈ Am), (n → ∞)

Z(n) : (Ω,F) → (C([0,∞)),B(C([0,∞)))) は可測写像と思えるので、この写像により、もとも
との P から (C([0,∞)),B(C([0,∞)))) 上の測度 Pn が誘導される。次が成り立つ。Donskerの不
変原理と呼ばれる。

定理 12 Pn は n → ∞ のとき、Wiener 測度に弱収束する。

4 マルチンゲール I : 離散時間の場合.

4.1 定義.

定義 13 (filtration) 増大する sub σ−algebraの列 {Fn} を filtration と呼ぶ. ここでの増大の
意味は、F1 ⊂ F2 ⊂ · · · となっていることである。
filtration と確率空間の組 (Ω,F , {Fn}, P ) を filtration 付き確率空間 (filtered probability space)

という。

例. 確率過程 {Xn} に対して、Fn = σ(Xm;m ≤ n) を natural filtaration という。ただし、
σ(Xm;m ≤ n) は、X1, . . . , Xn で生成される σ−field、すなわち、X1, . . . , Xn をすべて可測にす
る最小の σ−fieldである。

定義 14 確率過程 {Xn} が Fn−適合 (Fn−adapted)であるとは、各 n に対し、Xn が Fn−可
測となることである。

定義 15 (Ω,F , {Fn}, P ) 上の確率過程 {Xn} が次の条件を満たすとき、{Fn}−マルチンゲール
(martingale)という。
i) E[Xn] < ∞, for ∀n.
ii) Fn−適合である。
iii) For m ≤ n

E[Xn|Fm] = Xm, a.s.

5



定義 16 上のマルチンゲールの定義で、iii) の条件を
iií) For m ≤ n

E[Xn|Fm] ≤ Xm, a.s.

に代えたものを {Fn}−優マルチンゲール (supermartingale),

iii)′′ For m ≤ n

E[Xn|Fm] ≥ Xm, a.s.

に代えたものを {Fn}−劣マルチンゲール (submartingale)という。

例. Xn =
∑n

k=1 ϵk, X0 = 0 とする。ただし、ϵn は平均 0 の確率変数である。Fn =

σ(X1, X2, . . . , Xn) = σ(ϵ1, . . . , ϵn) とすると、{Xn} は Fn−martingale である。

4.2 マルチンゲールの基本的性質

定義 17 0 以上の整数に値をとる確率変数 T が {T ≤ n} ∈ Fn, (n = 0, 1, 2, . . . ) のとき、T を
Fn−stopping time という。

記号. a ∧ b = min{a, b}.

定義 18 (stopped process) XT
n = Xn∧T によって 新たな確率過程 XT を定義する。

定理 19 Xn がマルチンゲール、T が stopping time ならば、XT はマルチンゲールである。

定理 20 Xn がマルチンゲールであるための必要十分条件は、任意の有界な stopping time T に
対し、

E[XT ] = E[X0]

となることである。

証明は次の確率積分を用いる。

4.3 離散的確率積分

定義 21 確率過程 {Hn} が、各 n について Hn は Fn−1−可測であるとき、previsible という。

Hn が previsible, Xn がマルチンゲールのとき、確率過程 {(H ·X)n} を

(H ·X)n =

n∑
k=1

Hk(Xk −Xk−1), (H ·X)0 = 0

で定義する。{(H ·X)n} は 離散版の確率積分である。

命題 22 Hn が bounded, previsible ならば、{(H ·X)n} は Fn−マルチンゲールである。

問. Hn が 単に Fn−適合であるとき、{(H ·X)n} はどのような確率過程となるか。

定理 19、定理 20 の証明. 確率積分で Ht = 1T≥n とおけばよい。
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4.4 マルチンゲールの収束定理

定理 23 (L2−有界の場合) マルチンゲール Xn が、

sup
n

E[X2
n] < ∞ (L2 −有界)

ならば、∃ limn→∞Xn (= X∞) a.s.かつ in L2 であり、

Xn = E[X∞|Fn]

が成り立つ。

定理 24 劣マルチンゲール Xn が、
sup
n

E[X+
n ] < ∞

を満たすならば、∃ limn→∞Xn (= X∞) a.s.

4.5 Doob 分解

定理 25 Xn を劣マルチンゲールとする。このとき、マルチンゲール Mn と previsible 増大過程
An が存在して、

Xn −X0 = Mn +An

が成り立つ。

特に、Yn がマルチンゲールのとき、Xn = Y 2
n は劣マルチンゲールになるが、これにDoob分

解を適用したときの増大部分は、後述する連続時間のときの２次変分に対応する。これを < Y >

とかくことにする。これがマルチンゲールの挙動を特徴付ける上で重要なものであることは、次
のことからもわかる。

命題 26 X を ２乗可積分マルチンゲールとする。
i) X が L2−有界. ⇔ E[< X >∞] < ∞.

ii) < X >∞< ∞ a.s. ⇒ ∃ limn→∞Xn < ∞ a.s.

注意 27 上の ii)の逆は、若干の条件の下で成り立つ。たとえば、|Xn − Xn−1| が有界であれば
よい。

5 マルチンゲール II : 連続マルチンゲール.

5.1 定義.

離散時間と同様に filtration を定義する。{Ft} を「よい」あるいは「普通の」filtrationとする。
以降の sectionでは、考える確率過程は常に連続な path を持つとする。
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定義 28 (Ω,F , {Ft}, P ) 上の連続確率過程 {Xt} が次の条件を満たすとき、{Ft}−マルチンゲー
ルという。
i) E[Xt] < ∞, for ∀t.
ii) For s ≤ t

E[Xt|Fs] = Xs, a.s.

劣マルチンゲール、優マルチンゲールについても前と同様に定義する。

注意 29 時間集合を離散集合に制限することで、連続マルチンゲールは離散マルチンゲールに
なる。

例. Brown 運動 Bt は, natural filtration に関してマルチンゲールである。

定義 30 (Ω,F , {Ft}, P ) 上の確率変数 T で、各 t に対し、

{T ≤ t} ∈ Ft

を満たすものを {Ft}−stopping time という。

例. X を連続な確率過程、{Ft} を X の natural filtration とする。D を R のボレル集合とする。

TD = inf{t > 0 : Xt ∈ D}

とおくと、TD は {Ft}−stopping time となる。

前と同様に次が成り立つ。

定理 31 (Optional stopping theorem) Mt を連続マルチンゲールとする。S ≤ T を有界な
stopping timeとすると

E[MT ] = E[MS ] = E[M0].

系 32 前定理と同じ仮定の下で、
E[MT |FS ] = MS

が成り立つ。

定理 33 X が {Ft}−マルチンゲール、T が {Ft}−stopping time のとき、XT を XT
t = Xt∧T

で定義すると、XT は {Ft}−マルチンゲールになる。

定義 34 ある stopping timeの列 {Tn}, Tn ↑ ∞, a.s. as n ↑ ∞が存在して、XTn が Ft−martingale

となるとき、X を局所マルチンゲール (local martingale)という。局所劣マルチンゲールも同様
に定義する。

定義 35 連続な確率過程 X が 局所劣マルチンゲールの差でかけるとき、セミマルチンゲール
(semi-martingale)という。

命題 36 M を連続マルチンゲールとする。このとき、確率 1 で、t 7→ Mt はいたるところ有界変
動でない。
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定理 37 (Doob-Meyer 分解) Xt を連続な劣マルチンゲールとする。このとき、マルチンゲー
ル Mt (M0 = 0) と Ft−adapted 増大過程 At (A0 = 0) が存在して、

Xt −X0 = Mt +At a.s.

とかける。この表現は一意である。

5.2 ２次変分 (quadratic variation)

定義 38 M を 連続マルチンゲールとする時、M2 の Doob-Meyer 分解の増大過程の部分を２次
変分過程 (quadratic variation)と呼び、< M >t とかく。すなわち、

M2
t −M2

0− < M >t=マルチンゲール

となる。

２次変分の名は次に由来する。

定理 39 ∆n : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t を [0, t] の分割とする。このとき、

lim
|∆|→0

n−1∑
k=0

(Xtk+1
−Xtk)

2 =< X >t in prob.

ただし、|∆| = maxk |tk+1 − tk|.

命題 40 B をブラウン運動とすると、< B >t= t.

X,Y が マルチンゲールのとき、

< X,Y >t=
1

4
(< X + Y >t − < X − Y >t)

により、< X,Y > を定義する。このとき、

lim
|∆|→0

n−1∑
k=0

(Xtk+1
−Xtk)(Ytk+1

− Ytk) =< X,Y >t in prob.

が成り立つ。さらに、A が有界変動過程ならば、

lim
|∆|→0

n−1∑
k=0

(Atk+1
−Atk)

2 = 0

であり、

lim
|∆|→0

n−1∑
k=0

(Xtk+1
−Xtk)(Atk+1

−Atk) = 0

であるから、< A >t= 0, < A,X >t= 0 とするのは自然であろう。
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6 確率積分

6.1 定義

定義 41 Ft適合過程 {Xt} に対し、各 t に対し、写像

X : (Ω× [0, t],Ft ⊗ B([0, t])) → (R,B(R)), (ω, t) 7→ Xt(ω)

が Ft ⊗ B([0, t])−可測のとき、{Xt} は発展的可測 (progressively measurable)という。

いくつか空間を用意する。

H2 = {M : contiuous martingale | sup
t

E[|Mt|2] < ∞}.

M ∈ H2 に対し、
||M ||2H2 = E[M2

∞] = lim
t→∞

E[M2
t ]

とおくと、このノルムに関し、H2 はHilbert空間になる。

L2(M) = {K : progressively measurable |E[

∫ ∞

0
K2

sd < M >s] < ∞},

||K||2M = E[

∫ ∞

0
K2

sd < M >s], L2(M) = L2(M)/ ∼ .

定理 42 M ∈ H2 とする。各 K ∈ L2(M) に対し，任意の N ∈ H2 に対して

< K ·M,N >t=

∫ t

0
Ksd < M,N >s, (K ·M)0 = 0

となるような K ·M ∈ H2 が存在する。

定義 43 上の K ·M を K の M による確率積分という。

(K ·M)t =

∫ t

0
KsdMs

とかく。

注意 44 1. K ·M は K,M 双方について線形である。
2. M が局所マルチンゲールの場合も、stopping time を用いる議論で、確率積分を定義すること
ができる。

証明は次に注意する。

補題 45 (Kunita-Watanabe の不等式)

E[

∫ ∞

0
Ksd < M,N >s] ≤ ||N ||H2 ||K||M .
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定義 46 semi-martingale Xt = X0+Mt+At, (M : 局所マルチンゲール、A : 有界変動)に対し、∫ t

0
KsdXs =

∫ t

0
KsdMs +

∫ t

0
KsdAs

と定義する。

命題 47 K を連続とする。∆n を |∆n| → 0 as n → ∞ となる [0, t] の分割の列とする。∫ t

0
KsdXs = lim

n→∞

∑
ti∈∆n

Kti(Xti+1 −Xti)) in prob.

が成り立つ。

補題 48 Kn → 0 (n → ∞) かつ |Kn| ≤ C (C : const.) とする。このとき、∫ t

0
Kn

s dXs → 0 (n → ∞).

上の定義では、「被積分過程」K の分点は、左端を取っている。ほかの点を取ったらどうなる
か？(「関数」のリーマン積分では、どのような点をとっても極限は同じ。)

簡単のため、Kt = f(Xt) とする。0 ≤ θ ≤ 1 とする。

命題 49 d < X >t が Lebesgue 測度 dt に関し絶対連続ならば、

lim
n→∞

∑
ti∈∆n

f(Xti+θ(ti+1−ti))(Xti+1 −Xti)) =

∫ t

0
f(Xs)dXs + θ

∫ t

0
f ′(Xs)d < X >s in prob.

θ = 1/2 のときの極限を Stratonovich積分という。

6.2 伊藤の公式

定理 50 X を セミマルチンゲール、f を C2 級関数とする。

f(Xt)− f(X0) =

∫ t

0
f ′(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)d < X >s .

この証明はいくつか知られている。
1. マルチンゲールの path property から従う。

命題 51 xt を 有界な２次変分を持つ [0,∞) 上の関数とする。

f(xt)− f(x0) =

∫ t

0
f ′(xs)dxs +

1

2

∫ t

0
f ′′(xs)d < x >s .

ただし、右辺の第１項は、命題 47の右辺の和の極限としてとる。< x > は普通の意味の２次変
分である。
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2. まず、X,Y をセミマルチンゲールとするとき、

XtYt −X0Y0 =

∫ t

0
YsdXs +

∫ t

0
XsdYs+ < X,Y >t

を示し、任意の多項式について成り立つことを示す。後は極限移行。なお、最初の式は、X2 につ
いて示せば示される。
Stratonovich積分を用いると普通の意味の chain ruleが成り立つ。

f(Xt)− f(X0) =

∫ t

0
f ′(Xs) ◦ dXs.

これをもって「確率微分形式」を考えることができる。
伊藤の公式は多変数でも成り立つ。

定理 52 X = (X1, . . . , Xd) を Rd 上のセミマルチンゲール、f ∈ C2(Rd) とする。

f(Xt)− f(X0) =

∫ t

0
∇f(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs)d < Xj , Xj >s .

特に、X が、Rd 上のブラウン運動ならば、

f(Xt)− f(X0) =

∫ t

0
∇f(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0
∆f(Xs)ds.

7 確率微分方程式について少し

確率微分方程式
dXt = σ(t,Xt)dBt + b(t,Xt)dt

を考える。ここで、Bt は、標準ブラウン運動。常微分方程式のときと同じように、係数が高々
１次の増大度を持ちリプシッツ条件を満たせば、解の存在と一意性 (strong solution, pathwise

uniqueness)が成り立つ。具体的な例を見てみよう。

1.(Langevin方程式)

dXt = σdBt − bXtdt, X0 = x.

解は、

Xt = e−btx+

∫ t

0
e−(t−s)bσdBs.

これは、Ornstein-Uhlenbeck過程と呼ばれる。

2.(Black-Scholes)

dSt = αStdBt + βStdt.

解
St = S0 exp{αBt + (β − α2/2)t}.

3.

dXt = dBt +
a−Xt

1− t
dt, 0 ≤ t < 1, X0 = 0.

12



解は、

Xt = at+ (1− t)

∫ t

0

dBs

1− s
, 0 ≤ t < 1.

これは、Brownian bridge と呼ばれる。

4. Xt = B3
t の満たす SDE を求めよ。

5.Bt = (Bt,
1 , B2

t , . . . , B
m
t ) を m次元ブラウン運動とするとき、Xt = |Bt|2, Yt = |Bt| の満た

す SDE を求めよ。
次に注意せよ。

定理 53 (P.Lévy の定理) 局所マルチンゲール M が、< M >t= t を満たすならば、M はブラ
ウン運動である。

系 54 M がマルチンゲールならば、M(⟨M⟩−1
t ) はブラウン運動である。言い換えると、あるブ

ラウン運動 β(t) が存在して、Mt = β(< M >t) と書くことができる。

多変数版も成り立つ。

定理 55 Rd 上の局所マルチンゲール (i.e. Mt = (M1
t ,M

2
t , . . . ,M

d
t ), M

k
t (k = 1, . . . , d) が局所

マルチンゲール) が、
⟨M i,M j⟩t = δijt

を満たすならば、M は、Rd 上のブラウン運動である。

5の SDEはそれぞれ、

dXt = 2
√

Xtdβt +mdt, dYt = dβt +
m− 1

2Yt
dt

となる。ただし、βt は、標準ブラウン運動。

8 測度の変換:Cameron-Martin,Girsanov,丸山の公式

以下では、ブラウン運動は Rd で考えている。
Mt (M0 = 1) を P に関し連続なマルチンゲールとする。

Q(A) := E[Mt : A] for A ∈ Ft

と定義する。このとき、Q(A) = E[Ms : A] (∀s ≥ t) である。

定理 56 Xt が P に関し連続なマルチンゲールならば、Xt −Dt は Q に関してマルチンゲール
になる。ただし、

Dt :=

∫ t

0

d⟨X,M⟩s
Ms

.

さらに、この変換で二次変分は不変である。
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例. Dt =
∫ t
0 asds ならば、Mt = exp(

∫ t
0 asdBs − 1

2

∫ t
0 a

2
sds) とおけばよい。

簡単な応用例：1. Support theorem.

定理 57 ϕ(t) (ϕ(0) = 0) を [0, 1] 上の連続関数とする。このとき、任意の ϵ > 0 に対し、δ > 0

があって、
P ( sup

0≤t≤1
|Bt − ϕ(t)| < ϵ) > δ.

(pf.) ϕ が滑らかなとき見れば十分. Xt = Bt, Dt = ϕ(t) (as = ϕ′(s)) とおけ。

2. h-transform. 優調和変換.

D を Rd の単位球、h を D上の正値調和関数とする。Bt : R
d 上の BM.

Mt = h(B̂t∧τD)/h(B̂0) の場合を考える。ただし、B̂ は、∂D で殺したもの。このとき、Dt =∫ t∧τD
0

∇h(B̂s)

h(B̂s)
ds. Q の下では B̂t −Dt は、ブラウン運動なので、これを Wt (W0 = 0) とすると、

B̂t は、SDE

B̂t = B̂0 +Wt +

∫ t∧τD

0

∇h(B̂s)

h(B̂s)
ds

を満たす。特に、h が Poisson核のときが重要。h(x) = PD(x, y) (y ∈ ∂D) とするとき Q = P y
x

とかく。B̂t → y (t → τD) P
y
x − a.s. が成り立つ。正則関数や調和関数の境界挙動を調べるときに

重要である。

9 マルコフ性, 強マルコフ性

Ω は Rd 上の道の空間とし、(Ω,Ft, Px, Xt) を Rd 上のブラウン運動とする。

定義 58 θ : Ω → Ω を θt(ω)(s) = ω(t+ s) で定義する。

例. ∫ s+t

t
f(Xu)du =

∫ s

0
f(Bu)du ◦ θt.

f(Bs) ◦ θt = f(Bs+t).

F ∈ F∞ で有界とする。

命題 59 (マルコフ性)

Ex[F ◦ θt|Ft] = EBt [F ] a.s. (0 ≤ t < ∞).

例.

Ex[f(Bs+t)|Ft] = Ex[f(Bs) ◦ θt|Ft] = EBt [f(Bs)].

Ex[

∫ s+t

t
f(Xu)du|Ft] = Ex[

∫ s

0
f(Bu)du ◦ θt|Ft] = EBt [

∫ s

0
f(Bu)du].

命題 60 (強マルコフ性) T を stopping timeとする.

Ex[F ◦ θT |FT ] = EBT
[F ] a.s.

一般に、強マルコフ過程で標本路が確率 1で連続なものを拡散過程 (diffusion process)と呼ぶ. ブ
ラウン運動は拡散過程である。
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10 関数論との関連

10.1 容量と極集合

定義 61 σA = inf{t > 0|Bt ∈ A} とおく。

Px(σA < ∞) = 0 (∀x /∈ A)

となるとき、A を 極集合 (polar set)と呼ぶ。

A が容量 (d = 2のとき対数容量, d ≥ 3 のときニュートン容量) 零 ならば、A は polar.

10.2 調和測度とグリーン関数

D を滑らかな境界を持つ Rd の領域とする。f ∈ Cb(∂D), g ∈ Cb(D) とする。u(x) =

Ex[f(BτD)], v(x) = Ex[
∫ τD
0 g(Bt)dt] とおくと、

u は、D 上調和、u|∂D = f ,

v は、g ≥ 0の時 D 上優調和、特に、1
2∆v(x) = −g(x).

これより、

Ex[f(BτD)] =

∫
∂D

f(y)dωx
D(y),

Ex[

∫ τD

0
g(Bt)dt] =

∫
D
g(y)GD(x, y)dy

がわかる。(u(Xt∧τD) がマルチンゲール、v(Xt∧τD) が優マルチンゲールであり、

lim
t→∞

Ex[u(Xt∧τD)] = Ex[f(BτD)], lim
t→∞

Ex[v(Xt∧τD)] = v(x)− Ex[

∫ τD

0
g(Bt)dt]

となることを示せ。これとリースの定理より上がわかる。)

また、Dynkin の公式 (Itoの公式を積分したもの)より、f ∈ C2
b (D) ∩ Cb(D) のとき、

Ex[f(BτD)]− f(x) =
1

2
Ex[

∫ τD

0
∆f(Bt)dt]

i.e. ∫
∂D

f(y)dωx
D(y)− f(x) =

1

2

∫
D
∆f(y)GD(x, y)dy.

命題 62 (Dirichlet 問題:Poisson方程式) f ∈ Cb(∂D), g ∈ Cb(D) とする。

1

2
∆u(x) = g(x) (x ∈ D), u(x) = f(x) (x ∈ ∂D)

の解 u は、

u(x) = Ex[f(BτD)]−Ex[

∫ τD

0
g(Bt)dt]

を満たす。
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命題 63 f ∈ Cb(D) とする。

1

2
∆u(t, x) =

∂u

∂t
(t, x) (x ∈ D, t > 0), u(0, x) = f(x) (x ∈ D), u(t, x) = 0 (x ∈ ∂D, t > 0)

の解は、
u(t, x) = Ex[f(Xt) : τD > t]

を満たす。

定理 64 (Feynmann-Kacの公式) f ∈ Cb(∂D), V (x) ≥ 0 とし、u ∈ C2(D) ∩ C(D) は、

−1

2
∆u(x) + V (x)u(x) = 0 (x ∈ D), u(x) = f(x) (x ∈ ∂D)

を満たすとする。このとき、

u(x) = Ex[f(BτD)e
−

∫ τD
0 V (Bs)ds].

10.3 正則関数とLévyの conformal invariance

Xt, Yt が独立な R 上のブラウン運動のとき、Zt = Xt + iYt を複素ブラウン運動と呼ぶ。

定理 65 f を C 上の正則関数、Zt を複素ブラウン運動とする. ある複素ブラウン運動 Z̃t が存
在して、

f(Zt) = Z̃ρt with ρt =

∫ t

0
|f ′|2(Zs)ds.

応用例:

Picardの定理の証明 (B.Davis 1975,79)

Fatou の定理, 境界挙動.

angular derivative (Burdzy).

Bloch 関数の LIL(Makarov, T.Lyons, Banuelos, Banuoelos et al.)

BMO, Hardy class の調和関数とマルチンゲールの対応 (Burkholder)

Harnack 不等式、境界Harnack原理 (Bass-Burdzy, 相川)

Liouville型定理.
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10.4 例題

1. f を D = {|z| < 1} 上のNevanlinna class N の関数とする。このとき、f は non-tagential

limit を持つことを示せ。ただし、

f ∈ N def⇔ sup
0<r<1

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ < ∞.

(ヒント：まず、Ut = log+ |f(Xt∧τD)| が劣マルチンゲールであることを示せ。f ∈ N なのでマル
チンゲールの収束定理より、limt→∞ Ut が存在することがわかる。ブラウン運動の pathに沿って
調和関数の極限値が存在することと、non-tangential limitの存在の同値性 (d = 2)を用いる。)

2. u を C 上の劣調和関数とする。

u(z) = o(log |z|)

ならば、uは定数であることを示せ。(ヒント：τr = inf{t > 0| |Zt| > r}, σa = inf{t > 0| |Zt| < a}
とおく。Px(σ1 > τr) (1 < |x| < r)を計算してみよ。これは、1 < |x| < rで調和である。u(Zσ1∧τr∧t)

を考えよ。)

3. 次のMakarovによる Bloch関数の LILを示せ。

定理 66 f を D = {|z| < 1} 上の正則関数で、

sup
z∈D

(1− |z|)|f ′(z)| < ∞

とする。このとき、∃C = C(f) > 0 s.t.

lim sup
r→1

|f(reiθ)|
log(1− r)−1 log3(1− r)−1

≤ C (a.e.θ).

(後述する hyperbolic Brownian motionと、ブラウン運動の LILを使え。この証明法は、T.Lyons

による。)

11 一般化:拡散過程

11.1 一般的な拡散過程

強マルコフ過程で標本路が確率 1で連続なものを拡散過程 (diffusion process)と呼ぶ.

L が、状態空間 S 上の拡散過程 Xt の 生成作用素 (generator)
def⇔

f(Xt)− f(X0)−
∫ t

0
Lf(Xs)ds = a local martingale (∀f ∈ C2

0 (S))

L がある測度mに対し、L2(S) 上の sel-adjoint operatorになるとき、X は、対称拡散過程と呼
ばれる。
例: Rd 上のブラウン運動 B のとき、S = Rd, L = 1

2∆, m =Lebesgue測度.
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11.2 リーマン多様体上のブラウン運動

リーマン計量に付随するラプラシアン ∆ に対して、1
2∆ を generatorとする拡散過程が存在す

る。これをリーマン多様体上のブラウン運動と呼ぶ。リーマン多様体 M 上のブラウン運動 Xt と
f ∈ C2(M) に対して、

f(Xt)− f(X0) = B(

∫ t

0
|∇f |2(Xs)ds) +

1

2

∫ t

0
∆f(Xs)ds

が成立する。ただし、Bt は 0から出発する R 上のブラウン運動である。また、

Px(Xt ∈ A) =

∫
A
p(t, x, y)dv(y)

となる。ここで、p(t, x, y)は、熱方程式の (minimalな)基本解, dv(y)はリーマン体積要素である。

11.3 time-changed diffusion process

ϕ(x) ∈ C(M) を ϕ > 0 とする。

L =
1

2
ϕ(x)∆

によって新たな operator L を定義する。L を L2(dm)(ただし、dm = ϕ(x)−1dv(x)) 上の対称作
用素と見て、これを generatorとする拡散過程を X̃ とする。

Xt = X̃(ρt) with ρt =

∫ t

0
ϕ(Xs)

−1ds

が成立する。ここで、Xt は、1
2∆ を generatorとするブラウン運動。

例. M = {|z| < 1}のとき、

ds2 =
dzdz

(1− |z|2)2

を考えると、(M,ds2) は完備なリーマン多様体となる。これに対応するブラウン運動を Xt とす
ると、

X(ρt) = Zt with ρt =

∫ t

0

1

(1− |Zs|2)2
ds.

ここで、Zt は C 上のある複素ブラウン運動.

11.4 大域挙動とリーマン面の型

定義 67 リーマン多様体 M 上のブラウン運動 Xt が、再帰的 (recurrent)とは、任意の開集合
A ⊂ M に対し、

lim sup
t→∞

1A(Xt) = 1 Px − a.s. (∀x ∈ M).

M をリーマン面とする。これに conformal metric をひとつ入れ、対応するブラウン運動を考
える。ほかの conformal metricを考え対応するブラウン運動を考えるとそれらは、time-change

で移りあう。等角同型な面同士の上のブラウン運動も同様である。

命題 68 i) M ∈ OG ⇔ M 上のブラウン運動は再帰的。
ii) M ∈ OHB ⇔ M 上のブラウン運動の invariant σ-field は自明。
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