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Chapter 1. Wiman–Valiron theory

Chapter 1

Wiman–Valiron theory

1.1. Maximum term and central index

f(z)を超越的整函数とし，その Taylor展開を

(1.1.1) f(z) =
∞∑

n=0

anzn

とする．与えられた任意の r > 0に対して，
∑∞

n=0 |an|rn < ∞であるから

(1.1.2) lim
n→∞

|an|rn = 0

である．よって，その maximum term |am|rm = maxn≥0 |an|rn が存在する．こ
の値を

(1.1.3) µ(r) := µ(r, f) := max
n≥0

|an|rn

と書くこととする．(1.1.2)より，maximum termは無限個存在しないので，central
index ν(r) = ν(r, f)を µ(r)を与える最大の整数として定義する．即ち

(1.1.4) ν(r) := ν(r, f) := max{m
∣∣ |am|rm = µ(r)}.

これらの定義より，一般に

|an|rn ≤ µ(r) for all n ≥ 0,(1.1.5)

|an|rn < µ(r) for all n > ν(r)(1.1.6)

が成立する．Maximum modulusは通常の定義M(r, f) := max0≤θ≤2π |f(reiθ)|
とし，以下 Jank and Volkmann [1]に基づいて µ(r), ν(r)の性質，またM(r, f)
との関係について述べていくことにする．

Proposition 1.1.1.

(a) µ(r)は十分大きな rに対して狭義単調増加で，µ(r) → ∞ as r → ∞.
(b) ν(r)は単調増加で，ν(r) → ∞ as r → ∞.

Proof of Proposition 1.1.1. (a) f(z)は定数ではないので，ある r0があっ
て，ν(r0) ≥ 1. R > r ≥ r0 とすると

µ(r) = |aν(r)|rν(r) < |aν(r)|Rν(r) ≤ |aν(R)|Rν(R) = µ(R).
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これは，r ≥ r0 に対し µ(r)は狭義単調増加であることを示している．
(1.1.5)より，任意の nに対して，n log r + log |an| ≤ log µ(r). よって，

(1.1.7) n ≤ lim inf
r→∞

log µ(r)

log r
, for all n

f(z)は超越的なので，n → ∞とすれば

(1.1.8) lim
r→∞

log µ(r)

log r
= ∞

これは，µ(r) → ∞ as r → ∞を示している．

(b) (1.1.4)より，任意の r, Rに対して

|aν(r)r
ν(r)| ≥ |aν(R)|rν(R),

|aν(R)R
ν(R)| ≥ |aν(r)|Rν(r)

よって (
R

r

)ν(R)

≥
(

R

r

)ν(r)

.

これは，R > rならば ν(R) ≥ ν(r) （ν(r)は増加）であることを示している．
(1.1.2)より，あるK > 0があって全ての nに対して，|an| ≤ Kである．(1.1.3)

より
µ(r) = |aν(r)|rν(r) ≤ Krν(r).

よって
log µ(r)

log r
≤ ν(r) +

log K

log r
.

ゆえに，(1.1.8)より limr→∞ ν(r) = ∞を得る． ¤

Proposition 1.1.2.

(a) ν(r)は右側連続である．
(b) µ(r)は連続である．

Proof of Proposition 1.1.2. (a) 任意に r0をとる．ν(r)は整数値函数で
あるから，ある ε > 0が存在して r0 < r < r0 + εなる rに対して ν(r) ≡ ν(r0)と
なることを示せばよい．簡単のため ν(r0) = nとおく． (1.1.6)より

(1.1.9) |aj |rj
0 < |an|rn

0 for all j > n.

(1.1.2)より，即ち limj→∞ |aj |rj = 0より，ある δ1 > 0と j0 > nがあって

(1.1.10) |an|rn
0 − |aj |rj

0 ≥ δ1 for all j ≥ j0.
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一方

(1.1.11) max
n<j≤j0−1

(|an|rn
0 − |aj |rj

0) = δ2

とおくと (1.1.9)より，δ2 > 0ととれる． δ = 1
2 min(δ1, δ2) > 0とおけば，(1.1.10)

と (1.1.11)より

(1.1.12) |an|rn
0 − |aj |rj

0 ≥ 2δ for all j > n.

再び (1.1.2)より，任意の ε1 > 0に対して limj→∞ |aj |(r0 + ε1)
j = 0.　よって，

ある j1 > nがあって r0 < r < r0 + ε1 なる全ての rに対して

(1.1.13) |aj |rj ≤ |aj |(r0 + ε1)
j < δ for all j ≥ j1.

ゆえに，(1.1.12), (1.1.13)より

(1.1.14) |an|rn − |aj |rj ≥ |an|rn
0 − δ > δ for all j ≥ j1.

|aj |rj は rについて連続なので j = n + 1, n + 2, . . . , j1 − 1に対して ε < ε1を小
さくとれば，r0 < r < r0 + εに対して

(1.1.15) |aj |rj − |aj |rj
0 < δ

とできる． (1.1.13)とあわせて (1.1.15)は j > nに対して成立することが分かる．
(1.1.12)と (1.1.15)より r0 < r < r0 + εに対して

|an|rn − |aj |rj ≥ |an|rn
0 − |aj |rj

0 + |aj |rj
0 − |aj |rj(1.1.16)

≥ 2δ − δ = δ for all j > n

が成立する．これは，j > nなる整数は ν(r)となりえないことを示している．即
ち，n = ν(r0) ≥ ν(r). ν(r)は増加であるから，r0 < r < r0 + εなる r に対し
ν(r) ≡ ν(r0)である．

(b) (a)の証明の中で使用した記号はそのまま用いることにする． µ(r)は狭義
単調増加であるから，0 < r0 < r < r0 + εなる rに対して

0 ≤ µ(r) − µ(r0) = |aν(r)|rν(r) − |aν(r0)|r
ν(r0)
0

= |aν(r0)|(r
n
0 − rn).

limr→r0
(rn

0 − rn) = 0なので µ(r)は右側連続である．
以下，左側連続であることを示す．|an|rn ≤ µ(r)なので

(1.1.17) lim inf
r→r0

|an|rn ≤ lim inf
r→r0

µ(r) ≤ lim sup
r→r0

µ(r).
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r < r0 とれば µ(r) ≤ µ(r0) であるから，lim supr→r0
µ(r) ≤ µ(r0)．また，

lim infr→r0
|an|rn = |an|rn

0 = µ(r0)であるから，(1.1.17)とあわせて，limr→r0
µ(r) =

µ(r0)を得る． ¤

次に，Fuchs [1]によって別の角度からmaximum modulusと central indexを
考察してみることにする．f(z)の展開 (1.1.1)の係数 an に基づいて座標軸上に

Pn := (n,− log |an|), n = 0, 1, 2, . . .

を取って，集合 P = {Pn}∞n=0 に対する largest convex minorant y = g0(x)を考
える．曲線 y = g0(x)は区分的には直線で凸曲線で P の点をコーナーにする．

lim
n→∞

(− 1

n
log |an|) = ∞

であるから y = g0(x)の傾きは減少することはない（実際には∞に発散する）．
曲線 y = g0(x)のことを associated curveと言うことにする．異なった整函数で
同じ associated curveを持つことは勿論有り得る．これらの中で最大の係数を持
つ整函数として

F0(z) :=
∞∑

n=0

e−g0(n)zn

が定義できる．収束については容易に示される．

|an| ≤ e−g0(n),(1.1.18)

M(r, f) ≤
∞∑

n=0

|an|rn ≤
∞∑

n=0

e−g0(n)rn = M(r, F0).(1.1.19)

associathed curveからmaximum termと central indexが幾何的な考察から見つ
けることが出来る．r = et と置くと

log |an|rn = nt + log |an|

は Pn = (n,− log |an|) を通る傾き t の直線の y 切片の原点からの距離である．
よって

log µ(r, f) = sup
n

(nt + log |an|)

は傾き tの associated curveへの support lineの y 切片で与えられることが分か
る．central indexは support line上の P の点 P の最大 x座標を与えるものとし
て得られる．定義より

(1.1.20) log µ(r, f) = log µ(r, F0) = sup
x>0

(xt − g0(x))

であり f(z)と F0 は同じ central indexを持つ．
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構成上の困難さを避けるため g0(x)の代わりに g(x)を以下の条件を満たすもの
として定義する:

g(x) ∈ C2(0,∞),(1.1.21)

g′′(x) > 0, x > 0,(1.1.22)

g(x) − g0(x) → 0, as x → ∞,(1.1.23)

|g(x) − g0(x)| < 1, x > 0.(1.1.24)

これらの条件を満たす g(x)が存在することは容易に示される．

F (z) :=
∞∑

n=0

e−g(n)zn

と置くと (1.1.23)から

µ(r, f) ∼ µ(r, F0), r → ∞

また，任意に与えられた ε > 0に対して十分大きな xに対して

1

1 + ε
e−g(x) < e−g(x) < (1 + ε)e−g(x).

よって，十分大きな x0 に対して

(1.1.25) M(r, F0) < (1 + ε)M(r, F ) + O(rx0)

F (z)は超越的なので

rx0 = o(M(r, F )), as r → ∞

故に，(1.1.25)より十分大きな rに対して

M(r, F0) < (1 + ε)M(r, F ).

1.2. Order of growth

整函数 f(z)のmaximum modulusを

(1.2.1) M(r) := M(r, f) := max
|z|=r

|f(z)|

とし，f(z)の上位数，下位数をそれぞれ

(1.2.2) σ(f) = lim sup
r→∞

log log M(r, f)

log r
, σ(f) = lim inf

r→∞

log log M(r, f)

log r

で定義する．（σ(f)を単に位数 (Order)とし σ(f)と書くことにする）．
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Proposition 1.2.1.

(a) 任意の r > 0に対して

(1.2.3) µ(r) ≤ M(r),

(b) 任意の 0 < r < Rに対して

(1.2.4) M(r) ≤ µ(r)

(
ν(R) +

R

R − r

)
.

Proof of Proposition 1.2.1. (a) Cauchyの積分公式から

|an| =

∣∣∣∣
1

2πi

∫

|z|=r

f(z)

zn+1
dz

∣∣∣∣ ≤
1

2πrn

∫ 2π

0

|f(reiθ)|dθ ≤ M(r)

rn
.

上式より，直ちに (1.2.3)を得る．

(b) 0 < r < Rとする．

(1.2.5) M(r) ≤ max
|z|=r

∣∣∣∣
∞∑

n=0

anzn

∣∣∣∣ ≤
ν(R)−1∑

n=0

|an|rn +
∞∑

n=ν(R)

|an|rn.

(1.2.5)右辺の第一項については

(1.2.6)

ν(R)−1∑

n=0

|an|rn ≤ µ(r)ν(R),

第二項については

∞∑

n=ν(R)

|an|rn ≤
∞∑

n=ν(R)

|an|rn |aν(r)|rν(r)

|aν(R)|rν(R)

Rn+ν(R)

Rn+ν(R)
(1.2.7)

≤ µ(r)
∞∑

n=ν(R)

|an|Rn

|aν(R)|Rν(R)

Rν(R)rn

Rnrν(R)

≤ µ(r)
∞∑

n=ν(R)

(
r

R

)n−ν(R)

≤ µ(r)
R

R − r

(1.2.5)–(1.2.7)より，(1.2.4)を得る． ¤
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Theorem 1.2.2. f(z)を整函数でその上位数，下位数をそれぞれ σ, σとする．

ρ1 = lim sup
r→∞

log log µ(r)

log r
, ρ2 = lim sup

r→∞

log ν(r)

log r
,(1.2.8)

ρ
1

= lim inf
r→∞

log log µ(r)

log r
, ρ

2
= lim inf

r→∞

log ν(r)

log r
(1.2.9)

とすると

σ = ρ1 = ρ2,(1.2.10)

σ = ρ
1

= ρ
2
.(1.2.11)

Proof of Theorem 1.2.2. f(z) = a0 + · · ·+ anzn, an 6= 0が多項式ならば，
ある r0 があって，r > r0 に対して

µ(r) = |an|rn, ν(r) = n

であるから，σ = ρ1 = ρ2 = 0, σ = ρ
1

= ρ
2

= 0.

f(z)が超越的とする． limr→∞ |an| = 0であるから，十分大きな任意の rに対
して

(1.2.12) µ(r) = |aν(r)|rν(r) ≤ rν(r).

ゆえに，ρ1 ≤ ρ2, ρ
1
≤ ρ

2
. 0 < r < Rなる任意の r, Rに対して

(
R

r

)ν(r)

=
|aν(r)|Rν(r)

|aν(r)|rν(r)
≤ µ(R)

µ(r)

それゆえ，十分大きな rに対して

ν(r) log
R

r
≤ log µ(R) − log µ(r) ≤ log µ(R).

R = 2rとおくことで，

ρ2 = lim sup
r→∞

log ν(r)

log r
(1 + o(1)) ≤ lim sup

r→∞

log log µ(2r)

log 2r(1 − o(1))
= ρ1

同様に，ρ
2
≤ ρ

1
を得る．　よって，ρ1 = ρ2, ρ

1
= ρ

2
. 簡単のため，前者の値を

ρ, 後者の値を ρと書くことにする．
Proposition 1.2.1 (a)より，ρ ≤ σ, ρ ≤ σは明かである．　
σ ≤ ρを示す．　 ρ = ∞のときは証明することはない．　 ρ < ∞とする．　

Proposition 1.2.1 (b)より，ε > 0に対して，ある r0 があって r > r0 に対して

(1.2.13) M(r) ≤ µ(r)((2r)ρ+ε + 2) ≤ µ(r)rρ+2ε
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ゆえに，(1.2.13)より σ ≤ ρ.
最後に σ ≤ ρを示す．　 ρ = ∞のときは証明することはない．　 ρ < ∞とす

る． 任意の ε > 0に対して，無限に多くの Rn, Rn → ∞ as n → ∞があって

(1.2.14) ν(Rn) ≤ R
ρ+ε
n .

(1.2.12)より
µ(Rn) ≤ RRρ+ε

n .

Proposition 1.2.1 (b)より，十分大きな rn = Rn/2に対して

M(rn) ≤ µ(Rn)(ν(Rn) + 2) ≤ RR
ρ+ε

n
n (R

ρ+ε
n + 2) ≤ RR

ρ+2ε

n
n ≤ rr

ρ+3ε

n
n

よって

σ ≤ lim inf
n→∞

log log M(rn)

log rn
≤ ρ + 3ε.

εの任意性から σ ≤ ρ. ¤

区間 [0,∞)で定義された函数 ϕ(r), ψ(r)に対して

lim
r→∞

ϕ(r)

ψ(r)
= 1

が成り立つとき
ϕ(r) ∼ ψ(r)

と書くことにする．

Theorem 1.2.3. 整函数 f(z)は位数有限とする．このとき

(1.2.15) log M(r) ∼ log µ(r).

Proof of Theorem 1.2.3. f(z) = a0 + · · ·+ anzn, an 6= 0が多項式ならば，
ある r0 があって，r > r0 に対して µ(r) = |an|rn, M(r) = |an|rn(1 + o(1))であ
る．よって

log µ(r) ∼ n log r ∼ log M(r).

f(z)が超越的とする．　 (1.2.13)より，あるK > 0が存在して

µ(r) ≤ M(r) ≤ µ(r)rK

よって，(1.1.8)より

1 ≤ log M(r)

log µ(r)
≤ 1 + K

log r

log µ(r)
≤ 1 + o(1).

¤
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Nevanlinnaの特性函数を T (r, f)とする．　超越整函数 f(z)と f ′(z)の増大の
関係として

T (r, f ′) ≤ T (r, f) + o(log r + log T (r, f)), r 6∈ E,(1.2.16)

M(r, f) ≤ rM(r, f ′)(1 + o(1)),(1.2.17)

T (r, f) ≤ log M(r, f) ≤ R + r

R − r
T (R, f), 0 < r < R,(1.2.18)

ここで，E は測度有限な除外区間． (1.2.18)より

σ(f) = lim sup
r→∞

log T (r, f)

log r

であり，(1.2.16)–(1.2.18)より

(1.2.19) σ(f) = σ(f ′)

を得るが，位数有限な函数についてより詳しい評価を紹介する．

Theorem 1.2.4. 超越整函数 f(z)が位数有限とする．このとき

(1.2.20) log µ(r, f) ∼ log µ(r, f ′), log M(r, f) ∼ log M(r, f ′).

Proof of Theorem 1.2.4. Theorem 1.2.3と (1.2.19)より後式を示せば，前
式は示される． Theorem 1.2.3と (1.1.8)より，任意の超越整函数 g(z)に対して
limr→∞ log r/M(r, g) = 0である．　よって，(1.2.17)より

(1.2.21)
log M(r, f)

log M(r, f ′)
≤ 1 +

log r

log M(r, f ′)
= 1 + o(1).

σ = σ(f) = σ(f ′)とおくと (1.2.13)および Theorem 1.2.3より ε > 0に対して r
を十分大きくとれば

(1.2.22) M(r, f ′) ≤ µ(r, f ′)rσ+ε, ν(r, f ′) ≤ rσ+ε.

f ′(z) =
∑∞

n=0(n + 1)an+1z
n であるから

(1.2.23) µ(r, f ′) = (ν(r, f ′) + 1)|aν(r,f ′)+1|rν(r,f ′) ≤ (ν(r, f ′) + 1)
µ(r)

r
.

(1.2.3), (1.2.22), (1.2.23)より，十分大きな rに対して

M(r, f ′) ≤ (1 + o(1))M(r, f)r2σ−1+ε.

ゆえに

(1.2.24)
log M(r, f ′)

log M(r, f)
≤ 1 + (2σ − 1 + ε)

log r

log M(r, f)
= 1 + o(1).

(1.2.21), (1.2.24)より定理は証明された． ¤
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1.3. Behavior near point where its maximum
modulus is attained I

この節では Hayman [5], 特に Fuchs [1]に基づいてMaximum modulusを与え
る点の近くでの振る舞いを考察することにする．

g(x)は (1.1.21)–(1.1.24)で定義された函数とし v(x) = −g(x)+ txで定義する．
このとき

v′(x) = −g′(x) + t, v′′(x) = −g′′(x) < 0

であるから v(x)は最大値 x = ν(t)まで増加し，その後単調に減少する．そこで
v(t)は単調増加な函数として以下で定義される

(1.3.1) g′(ν(t)) = t.

この ν(t)が実際の ν0(t) := ν(t, f)1とあまり違わないことは後で示される (The-
orem 1.3.5)．ν(t)についての評価をしていくが，実際の結果は測度有限な除外区
間に含まれない tに関して得られるものが多い．先ず除外区間を取り扱うための

いくつかの補題を準備する．記号として集合 Aの測度
∫

A

dtをm(A)で，対数測

度
∫

A

1

t
dtを Lm(A)で表すことにする．

Theorem 1.3.1. f(z)は超越的整函数とし

|f(z0)| ≥
1

2
M(|z0|, f),

|z − z0| < rν− 1
2−ε, |z0| = r > 0

とすれば

(1.3.2) f(z) =

(
z

z0

)ν

f(z0)(1 + o(1)), as r → ∞, r 6∈ E.

本節では，この定理を証明することを問題意識の一つとする．準備として，暫
く 1.1節で与えられた ν(r, f), µ(r, f)について更に細かい評価を考えていくこと
にする (Fuchs [1, pp. 266–274]).

Lemma 1.3.2. Aを実軸上の区間 I の和集合とする．I は開区間，閉区間，半
開区間のいづれであってもよいが一点ではないとする．どの互いに交わらない I
達の和集合の測度もK を越えないならば，Aは測度が (2 + ε)K よりちいさい開
区間に含まれる，ここで ε > 0は任意の定数である．

Proof of Lemma 1.3.2. 先ず，全ての Iが開区間である場合を考える．m(A) >
2Kと仮定して矛盾を導く．この仮定に基で，ある compact集合F があってF ⊃ A,

1以降，ν0(t) := ν(t, f)で前節で与えられた定義による central indexを表すものと
する．実際には本節で述べる Theorem 1.3.1, 1.3.10は ν0(t)に関しても成立するが，
複雑さを回避するため本小冊子での証明は ν(t)についてのものを紹介することに
とどめた．詳しくは Hayman [5], Varilon [1]を参照されたい．
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m(F ) > 2Kとできる．Heine–Borelの被覆定理から I達の中から有限個の区間 I1,
I2, . . . , Im があって F ⊂

⋃m
j=1 Ij . どの Ij , j = 1, . . . , mも他の Ik, k = 1, . . . ,

m, k 6= jには含まれないとして一般性は失われることはなく，更に Ij = (rj , Rj),
r1 < r2 < r3, . . . と書いてよい．

ρ ∈ I2, ρ 6∈ Ij , j 6= 2なる ρがあるからR1 ≤ ρ ≤ r3であり，これは I1と I3は
交わらないことを意味する．同様の議論から偶数番どうしの Ij は交わることがな
く，奇数番どうしも交わらない．よって

2K < m(F ) ≤
∑

j odd

m(Ij) +
∑

j even

m(Ij) ≤ 2K

これは矛盾である．
次に，いくつかの I が開区間でない場合を考える．このときは I ′ ⊃ I, m(I ′) <

(1 + ε)I なる I ′ で置き換えて，前半の証明の中で K を (1 + ε)K で置き換えて
A′ :=

⋃
I ′(⊃ A)に対して同様の議論を行えばよい． ¤

Lemma 1.3.3. a > 0, δ > 0とし E を

(1.3.3) t′ − t ≤ (ν(t′) − ν(t))K(ν(t′))

を満たす区間 [t, t′], 0 < t < t′ の和集合とする，ここで

(1.3.4) K(x) =
a

x log(x + 3)(log log(x + 3))1+δ
.

このとき，m(E) < ∞である．

Proof of Lemma 1.3.3. {[tk, t′k]}を (1.3.3)を満たす互いに交わらない区間
の集まりとする．ν(t)は増加関数であるから [ν(t), ν(t′)]達も互いに交わらない．
故に

∑

k

(t′k − tk) <
∑

k

(ν(t′k) − ν(tk))K(ν(t′)) < 1 +

∫ ∞

1

K(x)dx =: A(a, δ) < ∞.

よって，Lemma 1.3.2より直ちに示される． ¤

Proposition 1.3.4. ν(t)は (1.3.1)で定義されるものとし

u(k, r) := e−g(k)rk = e−g(k)+tk, r = et

ここで，k > 0, kは整数である必要はない．更に

(1.3.5) h(x) =
b

x log(x + 3)(log log(x + 3))1+δ
, b, δ > 0

とすれば

(1.3.6)
u(k, r)

u(ν(t), r)
< e−

1
2 (k−ν(t))2h(ν(t)), 0 ≤ k ≤ 2ν(t), r 6∈ E.
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ここで，E は Lm(E) < ∞なる除外区間．

Proof of Proposition 1.3.4. E を Lemma 1.3.3で定義された除外区間と
する．m(E) < ∞なので log r = t ∈ Eなる rの集合は対数測度有限である．t 6∈ E
とすれば

s − t > (ν(s) − ν(t))K(ν(t)), s > t,(1.3.7)

t − s > (ν(t) − ν(s))K(ν(s)), s < t.(1.3.8)

ν(s) = w と置けば，ν(t) は増加関数なので s > t のとき w = ν(s) > ν(t) で，
(1.3.7)と (1.3.1)より

(1.3.9) g′(w) − t > (w − ν(t))K(w), w > ν(t).

ν(t) ≤ w ≤ 2ν(t)なる wに対しては適当な c = c(δ), 0 < c < 1があって

(1.3.10) K(w) > cK(ν(t)).

それゆえ，(1.3.9), (1.3.10)より

(1.3.11) g′(w) − t > (w − ν(t))cK(w), ν(t) < w ≤ 2ν(t).

(1.3.11)の両辺を wについて ν(t)から k, ν(t) < k ≤ 2ν(t)まで積分すれば

− log u(k, r) + log u(ν(t), r) >
1

2
c(k − ν(t))2K(ν(t)),

(1.3.12)

ν(t) < k ≤ 2ν(t).

同様に，(1.3.8)と (1.3.1)より

t − g′(w) > (ν(t) − w)K(ν(t)), 0 ≤ w < ν(t).

上式の両辺を k, 0 ≤ k < ν(t)から ν(t)まで積分して

(1.3.13) log u(k, r) − log u(ν(t), r) >
1

2
(ν(t) − k)2K(ν(t)), 0 ≤ k < ν(t).

(1.3.4) で a = b/c となるようにとれば，(1.3.12) と (1.3.13) より定理は証明さ
れる． ¤

f(z)を固定したとき，実際の除外区間 E は b, δ に依存して決まるが，ここで
の議論では余り重要ではない．以下，必要が生じない限り除外区間は登場するご
とに記号として区別せず E で代表することにする．
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Theorem 1.3.5. 任意に与えられた ε > 0に対して

(1.3.14) |ν0(r, f) − ν(t)| < εh(ν(t))−
1
2 , r = et, r 6∈ E.

Proof of Theorem 1.3.5. f(z)の展開の一般項の係数について (1.1.24)よ
り，r = et として

(1.3.15) |an|rn ≤ e−g0(n)+tn ≤ e−g(n)+tn+1

であり，また十分大きな nに対しては (1.1.23)より

(1.3.16) |an|rn ≤ e−g0(n)+tn ≤ e−g(n)+tn+o(1).

r 6∈ Eとして，以下簡単のために ν := ν(t), h := h(ν(t))と書くことにする．注意
しておくべき事として，hの定義より明らかに ν → ∞のとき h → 0である．

f(z)と F0(z) =
∑∞

n=0 e−g0(n)zn の maximum termと central indexは等しい
ので，定理の証明は

(1.3.17) e−g0(n)+tn < µ(r, F0) = µ(r, f), |n − ν| > εh− 1
2 .

が示されればよい．
先ず，(1.1.)と ν = ν(t)の定義から µ(r, f)に関して

log u(ν, r) = sup
x>0

(−g(x) + tx) = sup
x>0

(−g0(x) + tx + o(1))
(1.3.18)

= log µ(r, f) + o(1), r → ∞, r 6∈ E.

次に，u(n, r)を評価することを考える．Proposition 1.3.4より

(1.3.19) u(n, r) = e−g(n)+tn < u(ν, r)e−
1
2 (n−ν)2h, 0 ≤ n ≤ 2ν.

u(n, r)の n > 2ν における評価を求めることにする．この区間では −g′(x) + tは
減少関数であるから，b = caであることを考慮すれば (1.3.9), (1.3.10)より

−g′(x) + t < −g′(2ν) + t < −νK(2ν) < −νcK(ν) = −νh, x > 2ν.

2ν から nまで積分して α := νhと置くと

(1.3.20) −g(n) + tn < −g(2ν) + 2tν − α(n − 2ν).

(1.3.19)で n = 2ν とすれば

(1.3.21) u(2ν, r) < u(ν, r)e−
1
2 ν2h.
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(1.3.20), (1.3.21)より

(1.3.22) u(n, r) < u(2ν, r)e−α(n−2ν) < u(ν, r)e−
1
2 ν2h−α(n−2ν), n > 2ν.

0 ≤ n ≤ 2ν と n ≥ 2ν のときに分けて (1.3.17)を示す．注意しておくべきことと
して ν(t)は増加函数であるから n → ∞ ⇒ ν → ∞ ⇔ t → ∞ ⇔ r → ∞である．

0 ≤ n ≤ 2ν の場合: |n − ν| > εh− 1
2 ならば，(3.1.19)より

e−g0(n)+tn ≤ e−g(n)+tn+o(1) < u(ν, r)e−
1
2 ε2+o(1), as r → ∞, r 6∈ E.

よって (1.3.18)より

−g0(n) + tn ≤ log u(ν, r) − 1

2
ε2 + o(1) = log µ(r, f) − 1

2
ε + o(1),

(1.3.23)

as r → ∞, r 6∈ E.

n ≥ 2ν の場合: (1.3.22)より u(n, r) < u(ν, r)e−
1
2 ν2h. ν と hの定義より r → ∞

のとき ν2h → ∞なので，十分大きな rに対しては ν2h > ε2としてよい．よって
(1.3.23)を得る．故に (1.3.23)より (1.3.17)が示される． ¤

Theorem 1.3.6. ν, hは Theorem 1.3.5の中で定義されるものとし

(1.3.24) |z| = res = et+s, |s| < h
1
2+ε, ε > 0

とし，kは 0 ≤ k ≤ ν なる整数とする．このとき，r 6∈ E に対して

D =

∣∣∣∣f (l)(z) −
∑

|n−ν|<k

n(n − 1) · · · (n − l + 1)anzn−l

∣∣∣∣

(1.3.25)

< A2lνlµ(r, f)esνe−
1
2 hk2+|s|kh− 1

2 |z|−l, l = 0, 1, . . .

が成り立つ，ここで Aはある定数である．

Proof of Theorem 1.3.6. u(n, r)の定義より

|z|lD <
∑

|n−ν|≥k

nl|an|et+s

(1.3.26)

<
∑

|n−ν|≥k

nle−g(n)+(t+s)n+1 = e
∑

|n−ν|≥k

nlu(n, r)esn

(1.3.26)の |n − ν| ≥ k にわたる和を n > 2ν と k ≤ |n − ν| ≤ ν の分けて評価す
る．先ず，前者に関して (1.3.22)と (1.3.18)から十分大きな rに対して

(1.3.27) e
∑

n>2ν

nlu(n, r)esn < 3µ(r, f)e−
1
2 hν2+2αν

∞∑

n=2ν

nle−(α−s)n.
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(1.3.24)と ν, hの定義から，x > 2ν と十分大きな rに対して

l

x
− (α − s) <

l

2ν
+ h

1
2+ε − νh < 0

であるから

d

dx
(xle−(α−s)x) = xle−(α−s)x

(
l

x
− (α − s)

)
< 0.

任意の正値単調減少関数 ϕ(x)に対して

∑

n>a

ϕ(n) < ϕ(a) +

∫ ∞

a

ϕ(x)dx

が成り立つことを考慮すれば，十分大きな rに対して

∑

n>2ν

nle−(α−s)n < (2ν)le−(α−s)2ν +

∫ ∞

2ν

xle−(α−s)xdx;(1.3.28)

I =

∫ ∞

2ν

xle−(α−s)x <
(2ν)le−(α−s)ν

α − s
+

l

α − s

∫ ∞

2ν

xl−1e−(α−s)xdx

(1.3.29)

<
(2ν)le−(α−s)ν

α − s
+

l

2(α − s)ν
I

<
(2ν)le−(α−s)ν

α − s
+

1

2
I

十分大きな rに対して − 1
2hν2 + sν < 0であるから，(1.3.27)–(1.3.29)より

e
∑

n>2ν

nlu(n, r)esn < A1(2ν)lµ(r, f)esνe−
1
2 hν2+sν

(1.3.30)

< A1(2ν)lµ(r, f)esνe−
1
2 hk2+sk,

0 ≤ k ≤ ν

次に，k ≤ |n − ν| ≤ ν の和の部分について考える．(1.3.19)と (1.3.18)より

(1.3.31) e
∑

k≤|n−ν|≤ν

nlu(n, r)esn < 6µ(r, f)esν(2ν)l
∑

j≥k

e−
1
2 hj2+|s|j .

−1

2
hx2 + |s|x = −h

2

(
x − |s|

h

)2

+
|s|2

2h
は |s|/hで最大値 |s|2/(2h)をとるが

|s|2

2h
<

h2ε

2
= o(1), as r → ∞
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である．更に k ≤ h− 1
2 と k > h− 1

2 の場合に分ける．前者の場合から扱う，(1.3.31)
の右辺の和を必要に応じて単調減少な部分をとるように分ける．

∑

j≥k

e−
1
2 hj2+|s|j < A3

(
max

x
e−

1
2 hx2+|s|x +

∫ ∞

−∞
e−

1
2 hx2+|s|xdx

)(1.3.32)

< A4h
− 1

2 < A5h
− 1

2 e−
1
2 hk2+|s|k, k ≤ h− 1

2 .

k > h− 1
2 のときは (1.3.31)の右辺の和の部分は単調減少なので

∑

j≥k

e−
1
2 hj2+|s|j < e−

1
2 hk2+|s|k +

∫ ∞

k

e−
1
2 hx2+|s|xdx

(1.3.33)

< e−
1
2 hk2+|s|k +

e−
1
2 hk2+|s|k

hk − |s|
< A6h

− 1
2 e−

1
2 hk2+|s|k

(1.3.26), (1.3.30)–(1.3.33)より (1.3.25)は得られる． ¤

Theorem 1.3.7. A > 0とする． r 6∈ E に対して次式が成り立つ．

(1.3.34) M(r, f) < Ah− 1
2 µ(r, f).

Proof of Theorem 1.3.7. Theorem 1.3.6の (1.3.25)で s = 0, k = 0, l = 0
とすればよい． ¤

Lemma 1.3.8. P (z)を次数mの多項式とし

|P (z)| ≤ M, |z| ≤ r

ならば

(1.3.35) |P ′(z)| ≤ emMRm−1

rm
, |z| ≤ R, r ≤ R.

Proof of Lemma 1.3.8. r < |z| ≤ ∞における z−mP (z)に対する最大値の
原理から

|z−mP (z)| ≤ Mr−m, |z| ≥ r.

それ故，|z| = R ≥ rに対して

|P ′(z)| ≤ 1

d
max

|ζ−z|=d
|P (ζ)| ≤ M(R + d)m

drm

d = R/mと取れば

|P ′(z)| ≤ mRm−1M

rm

(
1 +

1

m

)m

<
emRm−1M

rm
.

¤



Chapter 1. Wiman–Valiron theory

Lemma 1.3.9. P (z)は Lemma 1.3.8で定義されたものとする．|z0| = r, |z −
z0| < r/(8m)ならば

(1.3.36) |P (z) − P (z0)| <
4mM

r
|z − z0|.

Proof of Lemma 1.3.9. Lemma 1.3.8を |ζ − z0| < r/(8m)で適応して

|P ′(ζ)| ≤
emM(1 + 1

8m )m

r
<

4mM

r
.

両辺を積分することで (1.3.36)を得る． ¤

これらの準備の定理や補題を用いて Theorem 1.3.1の証明に取りかかることに
する．

Proof of Theorem 1.3.1. この証明の中で登場する o(·)は特に断らない限
り o(·) as r → ∞, r /∈ Eを表すこととしておく．r = |z0|, |z| = resとする．定理
の仮定から

1 − ν− 1
2−ε < es < 1 + ν− 1

2−ε

であるから，十分大きな rに対して

|s| < 2ν− 1
2−ε < h

1
2+ 1

2 ε.

第１の不等式は基本的な微積分から，第２の不等式は (hν)
1
2+ ε

2 ν
ε
2 → ∞から得ら

れる．Theorem 1.3.6の (1.3.25)で l = 0, kを h− 1
2 (log 1

h )
2
3 を越える最小の整数

とすれば，r 6∈ E に対して

(1.3.37)

∣∣∣∣f(z) −
∑

|n−ν|<k

anzn

∣∣∣∣ = o(µ(r, f)esν).

実際，k0 := h− 1
2 (log 1

h )
2
3 とすれば

e−
1
2 hk2

0+|s|k0h− 1
2 = h

1
2 (H−1), H = (log

1

h
)

1
3 − 2h

ε
2 (log

1

h
)−

1
3 .

qを q − ν > −kを満たす最小の整数とすれば

∑

|n−ν|<k

anzn = zqP (z),

ここで P (z)は多項式でその次数をmとすればm ≤ 2kである．(1.3.37)で s = 0
とすれば，Proposition 1.2.1より

|P (z)| < r−qM(r, f) + o(µ(r, f)) < r−qM(r, f)(1 + o(1)), |z| ≤ r
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よって，定理の仮定と Lemma 1.3.9より，|z − z0| < rν− 1
2−ε なる zに対して

(1.3.38) |P (z) − P (z0)| < A1kM(r, f)r−qν− 1
2−ε = o(M(r, f)r−q),

(1.3.37), (1.3.38)より

|z−qf(z) − z−q
0 f(z0)| ≤ |z−qf(z) − P (z)| + |P (z) − P (z0)| + |z−q

0 f(z0) − P (z0)|

= o

(
M(r, f)

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν

|z|−q

)
+ o(M(r, f)r−q) + o(M(r, f)|z0|−q).

|zq|を上式の両辺にかけることで

f(z) =

(
z

z0

)q

f(z0) + o

(
M(r, f)

(∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν

+

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
q))

.

を得る．|q − ν + k| < 1とすれば

(q − ν) log

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣ = O

(
h− 1

2 (log
1

h
)

2
3 ν− 1

2−ε

)
= o(1)

なので ∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
q

=

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν∣∣∣∣

z

z0

∣∣∣∣
q−ν

=

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν

(1 + o(1)).

以上で，定理は証明された． ¤

Theorem 1.3.1は高階微分について次のように拡張される．

Theorem 1.3.10. f(z)は超越的整函数とし

|f(z0)| ≥
1

2
M(|z0|, f),

|z − z0| < rν− 1
2−ε, |z0| = r > 0

とすれば，全ての整数 lに対して

(1.3.39) f (l)(z) = νl

(
z

z0

)ν
f(z0)

zl
0

(1 + o(1)), as r → ∞, r 6∈ E.

Proof of Theorem 1.3.10. 証明は lについての帰納法による．l = 0のと
きは Theorem 1.3.1で示された．q, P (z)は Theorem 1.3.1の証明の中で定義さ
れたものとする

dl

dzl

( ∑

|n−ν|<k

anzn

)
=

dl

dzl

(
zqP (z)

)
.
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Lemma 1.3.8を繰り返し適応して |P (z)| < 2M(r, f)r−q を考慮して

|P (l)| < A
elmlM(r, f)

rl+q
, |z| ≤ r.

よって，Leibnitzの公式から
∣∣∣∣

dl

dzl

(
zqP (z)

)∣∣∣∣ < (2e)lqlM(r, f)r−l < (2e)lνlM(r, f)r−l, |z| ≤ r.

故に

|R(z)| =

∣∣∣∣z−q+l dl

dzl

(
zqP (z)

)∣∣∣∣ < (2e)lνlM(r, f)r−q, |z| ≤ r.

R(z)はその次数をmとすればm < 2kであるところの多項式なので，Lemma 1.3.8
より

(1.3.40) |R′(z)| < 2l+1elνlkM(r, f)r−q−m(|z|m−1 + rm−1).

kを h− 1
2 (log 1

h )
2
3 を越えない最大の整数とする．|z0| = r, |z − z0| < rν− 1

2−εに対
して，Theorem 1.3.6を用いれば r 6∈ E に対して

∣∣∣∣
(

z

z0

)ν

νl+1f(z0)z
−l−1 − f (l+1)(z)

∣∣∣∣(1.3.41)

<

∣∣∣∣
(

z

z0

)ν

νl+1f(z0)z
−l−1 − d

dz
(zq−lR(z))

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣f (l+1)(z) − d

dz
(zq−lR(z))

∣∣∣∣

<

∣∣∣∣
(

z

z0

)ν

νl+1f(z0)z
−l−1 − (q − l)zq−l R(z)

z

∣∣∣∣

+ |zq−lR′(z)| + o

(
νl+1M(r, f)

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν

|z|−l−1

)
.

帰納法の仮定と再び，Theorem 1.3.6を用いて
∣∣∣∣
(

z

z0

)ν

νlf(z0)z
−l − zq−lR(z)

∣∣∣∣

<

∣∣∣∣
(

z

z0

)ν

νlf(z0)z
−l − f (l)(z)

∣∣∣∣ + |f (l)(z) − zq−lR(z)|

< o

(
νlM(r, f)

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν

|z|−l

)
.

これと q − l = ν(1 + o(1))をあわせて
∣∣∣∣
(

z

z0

)ν

νl+1f(z0)z
−l−1 − (q − l)zq−l−1R(z)

∣∣∣∣(1.3.42)

= o

(
νl+1M(r, f)

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣
ν

|z|−l−1

)
.
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仮定の |z − z0| < rν− 1
2−ε, |z0| = r > 0より

∣∣∣∣
z

z0

∣∣∣∣ = 1 + o(1). 故に (1.3.40)–

(1.3.42)から (1.3.39)は得られる． ¤

1.4. Behavior near point where its maximum
modulus is attained II

ここでは前節に引き続き Wiman-Valiron theory (例えば Hayman [4], Val-
iron [1])に於いては標準的と思われる様な結果を幾つか引用しておく．

Lemma 1.4.1. g は超越整函数，K と η は正の定数とする．もし |z0| = r,
|g(z0)| ≥ ηM(r, g),そして |τ | ≤ K/ν(r, g)ならば，

(1.4.1) g(z0e
τ ) ∼ g(z0)e

ν(r,g)τ , r /∈ E

かつ

(1.4.2) g′(z0e
τ ) ∼ ν(r, g)

z0eτ
g(z0e

τ ), r /∈ E

となる．

この Lemmaは，本質的には Theorem 1.3.1, 1.3.10と同じである．次の結果は
Lemma 1.4.1と Rouchéの定理から得られるものである．証明の詳細については
Bergweiler [1]を参照した．

Lemma 1.4.2. gは超越整函数，K, η,そして εは正の定数とする．もし |σ1| <
K, |g(z0)| ≥ ηM(r, g)であり，かつ |z0| = r /∈ E であれば，|ν(r, g)τ1 − σ1| < ε
及び g(z0e

τ1) = g(z0)e
σ1 を満たす τ1が存在する．もし ε < 2πで，また r /∈ Eが

十分に大きいときには，τ1 は一意的である．

Proof of Lemma 1.4.2. ω1 = g(z0)e
σ1 と置き，整函数 f1(τ) := g(z0e

τ )と
f2(τ) := g(z0)e

ν(r,g)τ = ω1 exp{ν(r, g)τ−σ1}を考察する．もし |ν(r, g)τ−σ1| = ε
ならば，|τ | ≤ (K + ε)/ν(r, g)であり，仮定から |z0| = r 6∈ Eなので，(1.4.1)より

f1(τ) ∼ g(z0)e
ν(r,g)τ = f2(τ)

を得る．それ故

(1.4.3) |(f1(τ) − ω1) − (f2(τ) − ω1)| = |f1(τ) − f2(τ)| = o(|f2(τ)|)

となる．一方，|ν(r, g)τ − σ1| = εのとき 0 < ε < 2πであるならば，

|f2(τ) − ω1| = |ω1{exp(ν(r, g)τ − σ1) − 1}|(1.4.4)

≥ δ1|ω1| ≥ δ2|f2(τ)|

が δ1 ≥ δ2 > 0となる定数 δ1, δ2 に対して成立している．(1.4.3)及び (1.4.4)に
よって Rouchéの定理から結論を得る． ¤
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Lemma 1.4.3. gは超越整函数，Cと ηは正の定数とせよ．jは整数とし，r 6∈ E
であって z0 は |z0| = rと |g(z0)| ≥ ηM(r, g)を満たしていると仮定する．そのと
き，|z − z0| ≤ Cr/ν(r, g)に於いて定義される解析函数で τj(z)で，

|τj(z)ν(r, g) − 2πij| → 0, as r → ∞

g(zeτj(z)) = g(z)

更には
d

dz
(zeτj(z)) ∼ 1, as r → ∞

を満たすものが存在する．

j = 1の場合については Bergweiler [3, Lemma 3]でこの証明が与えられてい
る．一般の場合についても，Bergweiler [2, Lemma 3]に於いて既に指摘されてい
る様に，同じ方法によって証明可能である．

Proof of Lemma 1.4.3. もし |z − z0| ≤ Cr/ν(r, g)であれば
∣∣∣∣1 − z

z0

∣∣∣∣ ≤
C

ν(r, g)

となり，それ故 z = euz0 となる様な uが |u| ≤ 2C/ν(r, g)内に存在する，但し r
は十分に大きいものとする．(従って |z0| = r > 0であり |u|/2 ≤ |1 − eu|でもあ
る)．このとき (1.4.1)により，|σ − ν(r, g)u| = o(1)を満たす様なある σに対して
g(z) = g(z0)e

σ となる．特に rが大であれば |σ| ≤ 3C である．ここで整函数

f1(ω) := g(z0e
ω) − g(z)

及び
f2(ω) := g(z0)e

ν(r,g)ω − g(z)

を定義する．(1.4.1)から，|ν(r, g)ω − (σ + 2πij)| = ε,但し 0 < ε < 2π,であれば

|f1(ω) − f2(ω)| = o(|f2(ω)|)

であることが導かれる．適当な δに対して |f2(ω)| ≥ δ|g(z0)|に注意するとRouché
の定理により，|ν(r, g)v − (σ + 2πij)| < εを満たす vで

f1(v) = f2

(
σ + 2πij

ν(r, g)

)
= g(z0)e

σ+2πij − g(z) = 0

となるものがある．従って

g(z) = g(z0e
v) = g(zev−u)

である．ここで τj(z) := v−uと定義すれば，εを 0に近づけたとき Lemma 1.4.3
の一番目と二番目の性質を満たしていることが分かる．更には，今考えている円



Section 1.4. Behavior near point where its maximum modulus is attained II

板内では g′(zeτj(z)) 6= 0であることが，(1.4.2)によって示される．それ故 gの逆
函数 g−1の適当な branchに対し，zeτj(z) = g−1(g(z))となるから τj(z)はそこで
解析的である．従って二番目の性質として得られた関係式 g(zeτj(z)) = g(z)の両
辺を微分すれば

d

dz
(zeτj(z)) =

g′(z)

g′(zeτj(z))

となり，(1.4.2)より g′(z) ∼ ν(r, g)g(z)/z, g′(zeτj(z)) ∼ ν(r, g)g(zeτ
j (z))/(zeτj(z))

であるから，三番目の性質

d

dz
(zeτj(z)) ∼ g(z)

g(zeτj(z))
eτj(z) = eτj(z) ∼ 1

が r → ∞のとき得られた．以上で Lemma 1.4.3は証明された． ¤

次の結果は (1.4.1)を用いて証明できることを Clunie [1, p. 76]2 は既に指摘し
ている．

Lemma 1.4.4. hと gが超越整函数ならば，

M(r, h ◦ g) = M((1 − o(1))M(r, g), h), r 6∈ E

及び
M(r, h ◦ g) = M(M((1 − o(1))r, g), h)

がなりたつ．

実際に我々が次章の主定理 Theorem 2.2.1の証明に用いるのは第２式である．
具体的には 1 ≤ j < mとして g := fm, fj(z

′) = z′ であれば，十分大なる |z′|に
ついては

|g(z′)| ≤ M

(
|z′|
2

, g

)

となることを示すために利用する．ここで |g(z′)| = |fm−j(fj(z
′))| = |fm−j(z

′)| ≤
M(|z′|, fm−j)であるから，十分なる |z′|に対し

M(|z′|, fm−j) ≤ M

(
|z′|
2

, g

)
= M

(
|z′|
2

, fm−j ◦ fj

)

2J.Clunieは 2つの評価式

(1.4.6) M(r(1 + o(1)), h ◦ g) ≥ M(M(r, g), h), [⇔ M(r, h ◦ g) ≥ M(M(r(1 + o(1)), g), h)]

及び

(1.4.7) M(r, h ◦ g) ≥ M((1 + o(1))M(r, g), h), r /∈ E

が r → ∞のときに成り立つと述べている．ここで o(1)と Eは g(z)に関係して定ま
る量である．実際，Clunie [2]では (1.4.3)が証明され，同様な方法で (1.4.7)を示す
ことができると付記されている．勿論，M(r, h ◦ g) ≤ M(M(r, g), h)は常に成立する．
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が成り立てば良い．ここで fj が超越的だから

|z′| < M

(
|z′|
4

, fj

)

であると仮定できるので，我々は (1.4.6)，特に十分大なる全ての rに対し

(1.4.5) M(M(r, g), h) ≤ M(2r, h ◦ g)

となることが言えていれば良い．それ故ここでは (1.4.5)の証明を与えるに留める．
この証明は本質的に Clunieの方法による．

Proof of (1.4.5). まず Eとして Lemma 1.4.2のものを考え，r /∈ Eとして，
点 z∗, |z∗| = r, は |g(z∗)| = M(r, g) となるものとする．更に ω∗ = |g(z∗)|eiϕ,
0 ≤ ϕ < 2π, は |ω| = |g(z∗)|上に於いて h(ω)がその maximum modulusを実現
する一つの点とせよ，即ち |h(ω∗)| = M(M(r, g), h)．
このとき，g(z∗) = |g(z∗)|eiψ, 0 ≤ ψ < 2π,と書けば，Lemma 1.4.2によって

|ν(r, g)τ1 − i(ϕ − ψ)| < εとなる τ1 で

g(z∗e
τ1) = g(z∗)e

i(ϕ−ψ) = ω∗

を満たしているものがある．それ故，(h ◦ g)(z∗e
τ1) = h(ω∗)であり

M(M(r, g), h) = |(h ◦ g)(z∗e
τ1)| ≤ M(|eτ1 |r, h ◦ g)

となる．|τ1| ≤ (ε+4π)/ν(r, g)であるから，十分大なる rに対しては |eτ1 | ≤ 3
2 < 2

が満たされ，従って r /∈ E のときには (1.4.5)が成り立つ．
次に r ∈ E とする．このとき E の対数的測度が有限であることから，

log
4

3
>

∫

E∩[r0,∞)

dt

t

となる r0 > 1が存在して，任意の r ≥ r0 に対しては [r, 4
3r] 6⊂ E となっている．

実際もしそうでなければ，
∫

E∩[r0,∞)

dt

t
≥

∫

E∩[r,∞)

dt

t
≥

∫ 4
3 r

r

dt

t
= log

4

3

となり不合理．故に % ∈ [r, 4
3r] \ E となる %がとれ，これに対しては

M(M(%, g), h) ≤ M

(
3

2
%, h ◦ g

)

が成り立つ r < % ≤ 4
3r と M(x, ·) の単調性から直ちに (1.4.5) が得られる．以

上で，十分大きな全ての rの値に対して，(1.4.5)の評価が成り立つことが証明で
きた． ¤

Chapter 2

Applications to complex dynamics
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2.1. The Eremenko theorem

f(z) を２次以上の多項式または超越整関数とし，fnを f の n-th iterate (n次
反復)とする．以下，f が多項式のときは複素球面，f が超越整関数のときは複素
平面で考える．

F (f) を f の Fatou set，すなわち {fn} がそこで正規族をなす最大の開集合
とし，J(f)をその補集合 (Julia set )とする．J(f)は，空でない perfect setで，
completely invariant （f−1(J(f)) = J(f)）であり，repelling periodic point (反
発的周期点)の集合の閉包と一致する．ここで

I(f) := {z : fn(z) → ∞ as n → ∞}

とおくと，f が多項式のときは I(f)は∞を含む領域 (F (f)の連結成分)で, 空で
はなく

(2.1.1) J(f) = ∂I(f)

が成立つ．本節の目的のひとつは f が超越的でも (2.1.1)が成立つことを示すこと
である．即ち

Theorem 2.1.1. 整函数 f に対して (2.1.1)が成り立つ．

上定理を示すために，本節では次の定理を証明する

Theorem 2.1.2. f が超越整関数のときも，I(f)は空でない．

実際，Theorem 2.1.2が証明されたとすると，Theorem 2.1.1は下記のように示
される．まず，I(f)は無限集合であることが分かる．なぜなら，I(f)は周期点を
含むことはなく (zが周期点なら fn(z) → ∞ as n → ∞は成立しない)，z ∈ I(f)
なら f(z), f2(z), . . . も I(f)も含まれる．
また I(f)が内点 z0 を含めば，z0 ∈ F (f)である．なぜなら，z0 の近傍 V0 が

I(f)に含まれるとき，z0 ∈ J(f)とすると V0の中に周期点がなければならず，矛
盾である．よって，

Int(I(f)) ∩ J(f) = φ．

以下，順に (a) J(f) ⊂ ∂I(f), (b) ∂I(f) ⊂ J(f)であることを証明する．

Proof of (a). z ∈ J(f) とし，V を z の近傍とする．z1 ∈ I(f) をとり，
z2 = f(z1) 6= z1 とする．{fn}は V で正規族とならないから，いずれかの fn は
V 内のある点 z∗で z1，z2のどちらかの値をとる．すると，z∗ ∈ I(f)でなければ
ならないから，J(f) ⊂ I(f)．しかし，Int(I(f)) ⊂ F (f)だから J(f) ⊂ ∂I(f)が
成立する． ¤

Proof of (b). z ∈ ∂I(f) ならば，任意の近傍 V 内に fn(z) → ∞ as n →
∞ となる z とそうでない z とが存在しなければならず，明らかに正規族になら
ない． ¤

Eremenko [1]に基づいて Theorem 2.1.2の証明に取りかかることにする．
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Proof of Theorem 2.1.2. 超越整関数 f の maximum term，central index，
maximum modulus をそれぞれ µ(r)，ν(r)，M(r)とし ((1.1.3), (1.1.4), (1.2.1))，
M(r)を与える点を w(r)とする：

|f(w(r))| = M(r), |w(r)| = r.

Wiman-Valiron theory, (Theorem 1.3.1，1.3.10) により次のことが成立つ：
α > 1/2を決めると，|z − w(r)| < r(ν(r))−α において

f(z) =

(
z

w(r)

)ν(r)

f(w(r))(1 + ε1),(2.1.2)

f ′(z) = ν(r)

(
z

w(r)

)ν(r)

f(w(r))(w(r))−1(1 + ε2),(2.1.3)

と書くと，f と αとで定まる除外集合 E, Lm(E) < ∞があって，r → ∞, r 6∈ E
のとき ε1，ε2 = o(1)．

r1 6∈ E を十分大きくとって

M(r) > 4r, r ≥ r1;

| log(1 + εi)| < 1, r ≥ r1, r 6∈ E;

Lm(E ∩ [r1,∞)) < 1;

ν(r1) > 104.

w(r1)を w1 と書くこととし，次の扇形を考える．

C ′
1 :=

{
z :

∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z

w1

∣∣∣∣
∣∣∣∣ <

5

ν(r1)
,

∣∣∣∣arg
z

w1

∣∣∣∣ <
5

ν(r1)

}



Chapter 2. Applications to complex dynamics

写像

ζ = ϕ(z) = ν(r1)

(
log

z

w1

)
+ log f(w1)

は C ′
1 を次の正方形に単葉に写す：

ϕ(C ′
1) = {ζ = ξ + iη : |ξ − log |f(w1)|| < 5, |η − arg f(w1)| < 5}．

これに含まれる正方形

Q := {ζ = ξ + iη : |ξ − log |f(w1)|| < 4, |η − arg f(w1)| < 4}

を考え，ζ0 ∈ Qをとる．C ′
1 の境界上では，|ϕ(z) − ζ0| > 1であり，(2.1.2)から

log f(z) = ν(r1) log

(
z

w1

)
+ log f(w1) + log(1 + ε1)．

したがって，
| log(1 + ε1)| < 1

だから，Rouchéの定理より，ϕ(z)− ζ0と log f(z)− ζ0とは，C ′
1で同数個（ちょ

うど１個）の零点をもつ．すなわち，領域 C1 ⊂ C ′
1 があって，C1 は log f(z)に

よってQ上に単葉に写される．4 > πだから，像 f(C1)（Qを z = exp(ζ)で写し
たもの）は円環領域

A2 := {z : e−4M(r1) < |z| < e4M(r1)}

を含む．区間 [ 12M(r1), 2M(r1)]の対数測度は log 4で１より大だから，

2r1 <
1

2
M(r1) < r2 < 2M(r1)

となるように r2 6∈ E を取ることができる．w2 = w(r2)とし，

C ′
2 :=

{
z :

∣∣∣∣log

∣∣∣∣
z

w2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ <

5

ν(r2)
,

∣∣∣∣arg
z

w2

∣∣∣∣ <
5

ν(r2)

}

とすると
5

ν(r2)
<

5

104
だから

|z| < |w2|e = r2e < 2eM(r1) < e4M(r1)，

すなわち C ′
2 は A2 に含まれる．

これを繰り返すと，{Cj}，Cj+1 ⊂ f(Cj)が得られ，rj > 2jr1だからCj → ∞
であり，(2.1.3) から Cj+1 では f ′(z) 6= 0 だから f−1 の一価な分枝が得られる．
Bj = (f−j)(Cj+1)とおくとBj+1 ⊂ Bj だから ∩Bj 6= φ．z ∈ ∩Bj ならば fj(z) ∈
Cj+1 → ∞だから z ∈ I(f)であり，定理が証明された． ¤
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2.2. Periodic points of entire functions

本節で考える函数 f(z)は超越整函数である．この函数の iterates fn は

f0(z) := z, fn(z) := f(fn−1(z)), n ≥ 1

で定義されるものとする．I. N. Bakerは 1967年に次のような予想を与えていた:

The Baker conjecture. 任意の整数 n ≥ 2に対し，fn の fixpointsである
けれども，1 ≤ k < nとなるどの整数 k についても fk の fixpointsでない様な点
は無限個存在している．

これから後の節の目的は，Bergweiler [6], [7]に基づいてこの予想の肯定的な解
決を述べることであるが，実際にはこの性質を満たす無限個の repelling fixpoints
が存在していることを証明する．
自然数 nについて，fn(z0) = z0 である点 z0 のことを f の periodic pointと呼

ぶ．このとき nを z0の periodと言い，この性質を持つ最小の nを z0の primitive
periodと言う．特に period 1の periodic points全体が，f の全ての fixpointsとい
うことになる．点 z0が period nの periodic pointであるとき，f ′

n(z0)は (nに関
する)z0のmultiplierと呼ばれている．各 periodic point z0を，そのmultiplierの
modulusが 1より小さい，1に等しい，或いは 1より大きい場合の夫々に応じて
attracting, indifferent, 或いは repellingと呼ぶ．任意の indifferent periodic point
z0のmultiplierは，或実数αに対して e2πiαという形で表される．このときαが有
理数であれば，z0は rationally indifferentであるという．そうでなければ，z0は
irrationally indifferentであるという．Periodic pointsは iteration theoryで重要
な役割を演じる．Iteration theoryの入門書としては，有理函数に関する Fatou [1]
及び Julia [1]の，また整函数に関する Fatou [1]の，いずれ古典ともいうべき論
文が挙げられる．もっと近年の解説書としては，例えば Blanchard [1], Brolin [1]
及び Lyubich [1]等の論文が有理函数に関するものであり，有理函数及び整函数に
関しては Baker [6], Eremenko and Lyubich [1], そして Gross [1]等のものが見う
けられる．Iteration theoryの主たる研究対象は，f の set of normality,いわゆる
Fatou setと f の Julia setである．前者はそこで f の iteratesの成す族がMontel
の意味で正規となる様な複素数全体の集合であり，後者はこの集合の (Cでの)補集
合として定義されるものである．簡単に分かることは，attracting periodic points
は Fatou setに属しているのに対して，repelling periodic pointsは Julia setに属
するということである．また，rationally indifferent periodic pointsが Julia set
内にあるという事実も良く知られたことである．Irrationally indifferent poriodic
pointsに関しては，それらが Julia set内にあるのか Fatou set内なのかを判定す
るのは一般に容易なことではない．いずれの可能性も実際起こってしまうのであ
る3．Periodic pointsの重要性はまた，Fatou [2, p.354]の証明した次の結果から
も説明できる．即ち，Julia set内の各点は periodic pointsの limit pointである
というものである．これはBaker [6]によって更に精密化され，Julia setの各点は
repelling periodic pointsの limit pointであること，換言すれば repelling periodic
points全体の集合の閉包が Julia setであることが証明されている．特に Julia set

3この事実に関する詳細は，‘古典’ Cremer [1], [2], Siegel [1]又は，‘新刊’ Yoccoz [1],

Beardon [1]等を参照のこととする．



Chapter 2. Applications to complex dynamics

は空集合ではないことが知られているから，Fatouのそして Bakerの結果により
無限個の periodic pointsが，実際には無限個の repelling periodic pointsが存在
していることが導かれる．そこで生じる疑問が，こういった点の periods更には
primitive periodsに関してどんなことがいえるのであろうかというものである．
この疑問は既に，Fatouにより 1926年には提起されていた．Fatou [2, p. 354]は，
periodが 2である periodic pointsは少なくとも 1つ存在していることを証明し
た．彼はこの主張の証明について概略を述べた上で，period nの periodic points
は実際には無限個あると書き留めていた．1948年，この結果は Rosenbloom [1]
により一般化され，任意の n ≥ 2 に対して period が n の periodic points は無
限個あることが証明される．Hayman [3, Problem 2.20] (Baker [4, p. 284]及び
Hayman [2, Appendix p. 184]も参照のこと)は 1967年，n ≥ 2のとき primitive
periodが nの periodic pointsもまた無限個存在するであろうと予想する．それ以
前に彼は，このことが成り立たない正の整数 nは (f によるが)存在しても高々1
つであることを証明したのである．この予想に関するそれ以外の部分的結果につ
いては Baker [2], [3]を参照のこととする45．この論説の目的の一つは Bakerの予
想が正しいことを bergweiler [6], [7]に従って証明することである．実際には我々
はより一般的な次の結果を証明する．

Theorem 2.2.1. f は整函数，また n ≥ 2 とする．そのとき f は primitive
period nの repelling periodic pointsを無限個持つ．

注意点として，整函数が必ずしも attracting periodic pointsを持つ訳ではない
ことを挙げておく．一つの例は f(z) = ezであるが，6 これは既に Fatou [2, p. 370]

4Baker [2]では例えば以下の様な各条件を付加した上で，primitive period n(≥ 2)

の periodic points (‘exact order nの fixpoints’, cf. Baker[2], [3])が無限個存在することを
証明している:

• f(z) は位数 < 1
2
で，multipliers が 1 又は 1 の p 乗根，但し p は素数，の

fixpointsを持たない (Baker [2, Theorem 2])．(従って，fnの fixpointsは無限個
存在し全て一位．)

• 正の数 r0 と µ(µ < 1)を，r ≥ r0 ならば log log M(r, f) ≤ (log r)µ となる様に
選ぶことが可能 (Bergweiler [2, Theorem 3])．

Baker [3]では，fnの total deficiency sumが 3
2
より大ならば，primitive period n(≥ 2)の

periodic pointsが存在することを証明している．(実は b ∈ Cで δ(b, fn) > 0となるも
の, deficient value,があればよい)．

5この他にもWhittington [1]には位数 1の整函数 f で，
I : Natt = N ind = Nrep = 0;

II : Natt = ∞, N ind = Nrep = 0;

III : Natt < ∞, N ind = 1, Nrep = ∞;

IV : Natt = 0, N ind = ∞, Nrep = 0;

V : Natt = N ind = 0, Nrep = 1

となる例が与えられている．ここに，Natt, N ind, Nrepは夫々，fの attracting, indiffer-

ent, repelling fixpointsの総数である．本文の例は |a− 1| < 1のときは II型，|a− 1| = 1

のとき IV型であるが，|a − 1| > 1のときには，VI: Natt = N ind = 0, Nrep = ∞の例
となる．

6f(z) = ez の Julia set は C に一致するという Fatou [1, p. 370] の予想は，Misi-

urewicz [1]により肯定的に解決された．他にも J(λzez) = Cがある適当な値 λに対
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(Baker [7, §8]も参照せよ)には知られていたものである．また，n = 1のときに
は Theorem 2.2.1の結論が必ずしも成り立たないことも，f(z) = ez + z + a但し
|a−1| ≤ 1の様な例を用いて示される7．然しながらWhittington [1]は，minimum
modulusに関するKjellberg [1]の定理を用いて，劣位数< 1

2 又は位数
1
2 かつ type

0の函数については repelling fixpoints又は multiplierが 1の fixpointsが無限個
存在することを証明している8．(2次以上の)有理函数については，repelling又は
multiplier 1の fixpointsが少なくとも 1つ存在していることが，Fatou [1, p. 168]
及び Julia [1, p. 85, p. 243]により証明された．Theorem 2.2.1から得られる 2つ
の結果を記しておく．

Corollary 1. 超越整函数 F の fixpointsが全て相異なる multipliersを持て
ば，F はいかなる整函数 f の n-th iterateでもあり得ない．ここで n > 1とする9．

Corollary 2. 高々有限個の repelling fixpointsしか持たない様な超越整函数
F はいかなる整函数 f の n-th iterateでもあり得ない．ここで n > 1とする10．

これらの結果は F 又は f の order に関して何らかの仮定を付け加えた下に，
Baker [2, p. 152]及びWhittington [1, p. 533]により証明されていたのである以上
のことからも判る様に，fixpointsと periodic points (period n ≥ 2)とは，大変な差
異がある．これは，{f の fixpoints} ⊂ {f の period nの periodic points}, n ≥ 2
という ‘universal’な関係が 1つの要因の様に思われる．例えばRosenbloom [1]他
の方法に習って

hn(z) =
fn(z) − z

fn−1(z) − z
, n ≥ 2

を考える．もし，或 nに対して，#{f の period nの periodic points} =: k(n) <
+∞とすれば，#{f の fixpoints} =: k(1) ≤ k(n) < +∞, #{z | fn(z)−fn−1(z) =
0, |z| < r} ≤

∑
ω #{z | fn−1(z)−ω = 0, |z| < r}, 但し ωは |ω| < M(r, fn−1)を

し成り立つことが，Baker [8]で示されている．
7Whittington [1, Theorem 1]は次のことを述べている: 任意に与えられた fixpoints

a1, a2, . . . と，夫々に与えられた multipliers b1, b2, . . . だけを持つ整函数が存在する．
但し，点列 {an}は有限な limit pointsを持たないものとする．この函数はその作り
方から一般に位数 ≥ 1で，#{an} = ∞ならば無限位数を持つことが分かる．(ちな
みに，その存在の一意性については何も述べられてはいない．勿論，#{an} = 0な
らば一意性などあり得ないが，#{an} > 0ならどうか? ただこれも，multipliers {bn}

に付加条件がないと nonsenseである．実際，f(z) = e−z + z − 1と，g(z) = −ez + z + 1

は共に {±2nπi : n = 0, 1, 2, . . . }を fixpoints, その multipliersが 0, 0, . . . のときの解で
ある)

8例えば，Baker [2, Theorem 3, Corollary]は，Corollary 1を f の位数が < 1
2
として

(Theorem 3),或いはFの位数が有限として (Corollary)証明しているし，Whittington [1,

Corollaries 1 and 2]もまた同様な仮定の下にCorollary 2を証明している．但し，後者は
multiplier 1の fixpointsもまた有限個しかないと仮定している．(即ち，M. Shishikura [2]

の用語に従えば，weakly repelling fixpointsが有限個と仮定するのである)．
9証明は Baker [4, p. 284] に述べられているが，ここで短い証明を与えておく．

F (z) = fn(z), n ≥ 2と書けるとする．z0 を primitive preiod nの periodic pointとし，
zj = fj(z0), 1 ≤ j ≤ n−1とおく．このとき，zi 6= zjであるが F ′(zi) = f ′

n(zi) = f ′
n(zj) =

F ′(zj), 0 ≤ i < j ≤ n − 1．これは矛盾である．
10証明は Theorem 2.2.1より自明である．
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満たす f の全ての fixpoints，となるので (ここで個数は重複度に応じて数えたも
のとする)

N(r, hn) ≤ N(r, 0; fn−1(z) − z) ≤ T (r, fn−1) + O(log r), as r → ∞
N(r, 0;hn) ≤ k(n) log r,

N(r, 1;hn) ≤
∑

ω

N(r, ω; fn−1) ≤ k(1)T (r, fn−1) + O(1), as r → ∞

が成り立つ．ここでは，Nevanlinnaの第一主要定理を用いた．また第二主要定理
からは

(1 − o(1))T (r, hn) ≤ N(r, hn) + N(r, 0;hn) + N(r, 1;hn) + S(r, hn)

≤
(
1 + k(1)

)
T (r, fn−1) + S(r, hn) + O(log r), as r → ∞

を得る．また T (r, fn−1) = o(T (r, fn))，r → ∞, (Clunie [1])なので，T (r, hn) =
T (r, fn) + S(r, fn)が従うが，上の評価より T (r, hn) = S(r, hn)となるので不合
理．よって k(n) = +∞, n ≥ 2となる．(ここで，S(r, h) = o(T (r, h)), r → ∞,
r /∈ E; E ∈ [0,∞)は測度有限．) (Fixpointsについては，E. Muesの或結果から
超越有理型函数 f(z)の 2重以上の極，及び f ′(z)の零点 (f(z)の critical points)
の個数函数が S(r, f)ならば，fixpointsが無限個あることが従う)．
一方，primitive period nの periodic pointsが有限個であると仮定すれば，

N(r, 0; fn(z) − z) ≤
∑

1≤k<n

k|n

N(r, 0; fk(z) − z) + O(log r) = o(T (r, fn))

となる．従って，N(r, hn), N(r, 0;hn)についてはこの場合にも o(T (r, fn))であ
るが，N(r, 1;hn) = N(r, 0; fn − fn−1)についての評価を上の様にすることがで
きないところが，periodと primitive periodの分岐点という訳である．この場合
でも，f の fixpointsが有限個であれば，各 n = 2に対して primitive period nの
periodic pointsは無限個存在することは確かめられる．(より一般的には，

lim inf
r→∞
r 6∈E

n(M(r, fn−1), 0; f(z) − z)T (r, fn−1)

T (r, fn)
< 1

であれば十分．ここに n(R, 0; f(z) − z) = #{z | f(z) = z, |z| < R}, 特に
n(R, 0; f(z) − z) ≤ N(eR, 0; f(z) − z)なので，

lim inf
r→∞

N(eM(r, fn−1), 0; f(z) − z)T (r, fn−1)

T (r, fn)
< 1

ならばよい)．
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2.3. Results from Nevanlinna–Ahlfors theory and

from iteration theory

我々が用いる主要な道具の 1つが，Ahlforsの被覆面の理論から得られた次の
結果である．

Lemma 2.3.1. G1, G2, G3 は複素平面上の単連結領域で，互いにその閉包は
素とする．もし f(z)が |z − z0| < Rで解析的であり，また |z − z0| < Rのどんな
部分領域もこの領域Gj, j = 1, 2, 3のうちのいずれの上にも (1対 1)等角に写像
していなければ，

R ≤ 2µ(log µ + A)

|f ′(z0)|

である．ここに µ = max{1, |f(z0)|}であり，Aは 3つの領域Gj にのみ依存した
定数である．

ここで 2µ(log µ + A)を A(1 + |f(z0)|2)で置き換えたものが，Ahlfors [1, p. 9]
及びDufresnoy [1, p. 224]による結果である．この形であれば 3つの領域というと
ころを 5つの領域でということにすると，f が有理型である場合にも結論は成り立
つ．それはAhlforsの被覆面の理論 (Ahlfors [1]又はHayman [2, Chapter 5]を参
照)から導くことができる事実である．上記の形では，これは本質的にHayman [1]
による結果である．それは彼の著書 [2]の Theorems 6.8, 6.6,及び 5.5から直接従
う事実である．Theorem 6.8とは次の結果である．

Theorem 2.3.2 (Strong versions of the theorems of Schottky and Landau).

F は |z| < 1で正則な函数の成す normal invariant familyとする．そのとき，
F にのみ依存した定数 C で，

f(z) = a0 + a1z + · · · ∈ F

に対しては
|a1| ≤ 2µ(log µ + C)

かつ

M(r, f) ≤ µ(1+r)/(1−r) exp

(
2Cr

1 − r

)
, 0 ≤ r < 1,

となるものが存在する．但し，µ = max(1, |a0|),及びM(r, f) = sup|z|=r |f(z)|で
ある．

ここで，函数族 F が invariant であるとは，f(z) ∈ F であればその全ての
translates

f(z, z0, λ) = f

(
eiλ z + z0

1 + z0z

)
, λ ∈ R, |z0| < 1

が再び F に属することを言う．Normal invariant familiesの 1つが次であたえら
れる:
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Theorem 2.3.3 (Hayman [2, Theorem 6.6]). f(z)は |z| < 1から Riemann
球面への有理型写像を与えているものとし，|z| < 1内にその閉包が含まれている
様な或円板の f(z)による像の面積を πS,円周の像の長さを Lとする．任意の正
の定数 hについて，その様な全ての円板に対し

S ≤ hL

となる函数f(z)が成す族をL(h)で表す．このときL(h)はnormal inveriant family
である．

ちなみにmetricは sphericalであり，もし考えている円板が |z| < r < 1ならば

L = L(r) =

∫ 2π

0

|f ′(reiθ)|rdθ

1 + |f(reiθ)|2

πS = πS(r) =

∫∫
|z|<r

(z=x+iy)

|f ′(z)|2dxdy

(1 + |f(z)|2)2
=

∫ 2π

0

∫ r

0

|f ′(%eiθ)|2%d%dθ

(1 + |f(%eiθ)|2)2

となる．即ち双方共multiplicityを考慮したものである．また任意の r, r0 ≤ r < 1
に対して S(r) ≤ hL(r)が成り立つということは，f(z)の image Riemann surface
が Ahlforsの意味で regularly exhaustibleでないということである．

Theorem 2.3.1の証明のために２つの主要定理を述べておくことにする．先ず

Theorem 2.3.4 (First fundamental theorem). D を Riemann球面上の領域
とするとき，定数 h1 = h1(D)で

|S(r) − S(r,D)| ≤ h1L(r)

を満たすものが存在する．ここで I(r,D)をDの上にある f{|z| < r}の面積，I0(D)
をDの面積としたとき，S(r,D)は I(r,D)/I0(D)で与えられるものとする．

次の結果がAhlforsの Second fundamental theoremであるが，我々はHayman
のTheorem 5.5の代わりに次の形で述べておく．主張は前者に比べ精度が劣るが，
我々の目的には十分であるし，用語の説明も簡略化されている．これは (それ以
降も)Schiff [1]から引用したものである．L(r)及び S(r)は上記のものとし，ここ
で言う Jordan領域とは，sectionally analytic (s.a.) Jardan curveで囲まれたも
のとする．また，s.a. Jordan curveは (regular) analytic arcs P1P2, P2P3, . . . ,
PnP1の有限和から成る単純閉曲線であって，2つの arcsの出会う各点 Pi, i = 1,
2, . . . , nでは cuspを成さないものである (cf. Hayman [2, p.126])．

Theorem 2.3.5 (Second fundamental theorem). w = f(z)は円板 |z| ≤ rか
ら Riemann球面への有理型写像を与えているものとする．D1, . . . , Dq, q ≥ 3,
は閉包が互いに素である様な w-sphere上の Jordan領域とせよ．そのとき，これ
らの領域Dj の組にのみ依存する定数 h2 で

q∑

j=1

(S(r) − n(r,D)) ≤ 2S(r) + h2L(r)
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となるものが存在する．ここに n(r,D)はmultiplicityを考慮しないで数えたとき
の |z| < r内にあるDの上の相異なる islandsの総数とする．

w = f(z)によって各 Dν , 1 ≤ ν ≤ q, に対応している様な互いに素な集合4ν

を考えたとき，各 4ν は 2種類に分けられる有限個の成分からなる: 4ν の成分
4は，もしその閉包4と |z| = rとが交わる様なものであればDν の上の tongue,
そうでなければ islandと呼ぶ．より具体的には 4として |z| < r の部分領域で
4∩{|z| = r} = φとなり，f(z)によってDν の上に p対 1対応で写されているも
のを考える．このとき4は Dν の上の multiplicity pの islandである．p = 1の
とき4を simple islandと呼ぶ．

Proof of Lemma 2.3.1. 一般性を失うことなく z0 = 0としてよい (実際
f(z + z0), |z| < Rを考えればよい)．また r, 0 < r < R, は十分大きいものとし
て任意に固定して考える．更には (必要ならば各Gj の部分領域G′

j を考えて)G1,

G2, G3は Second fundamental theoremで求められている仮定を全て満たすとし
てよい．
最初に，各 Gj はその上の an island 又は islands を持っており，各 island の

multiplicityは 2以上であると仮定する．First fundamental theoremより，h1j =
h1(Gj)として

n(r,Gj) ≤
1

2
S(r,Gj) ≤

1

2
S(r) + h1jL(r), j = 1, 2, 3

が成り立つ．またG4として無限遠点を含む様な Jordan領域でG4∩Gj = φ, j = 1,
2, 3とすると，仮定よりG4上には islandsは存在しない．よって，n(r,G4) ≡ 0．
以上を Second fundamental theoremに適用すると，

3∑

j=1

(
1

2
S(r) − h1jL(r)

)
+ S(r) ≤ 2S(r) + h2L(r),

従って，

S(r) ≤ 2(h2 +
3∑

j=1

h1j)L(r)

を得る．
次に，或 Gj , i = 1, 2, 3が island(s)を含まないときには n(r,Gj) ≡ 0なので，

再び Second fundamental theoremより同様の評価を得る．
今，h = 2(h2 +

∑3
j=1 h1j)(但し，後半の場合には h1j = 0) と置くと，これ

は勿論，G1, G2, G3 にのみ依る．(即ち f には無関係の)正の定数である．それ
故 Lemma 2.3.1 の条件を満たす (z0 = 0) f(z) に対して，f(z/r) の translates
全体の成す族 Fr は L(h)の部分族として normal (かつ invariant)であることが
Theorem 2.3.3より従う11．それ故 FR もまた normal invariant familyである．

11この主張は，Schiff [1, p. 86]に詳細に述べられている．
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さて，Therem 2.3.2をこの族 FR に適用すれば，|ζ| < 1に対して

f(Rζ) = a0 + a1ζ + · · ·

と書くとき
R|f ′(0)| = |a1| ≤ 2µ(log µ + C)

より R ≤ 2µ(log µ + C)/|f ′(0)|を得る (f ′(0) = 0ならば Lemma 2.3.1は何も主
張していない; R ≤ +∞)．今，定数 C は族 FRにのみ依存 (Theorem 2.3.2)して
おり，その族は定数 hにのみ，それ故 3つの領域 G1, G2, G3 にのみに依存した
ものであることも得られる．以上で Lemma 2.3.1の主張は証明された． ¤

次に，iteration theory から引用される結果を紹介する．Theorem 2.2.1を証明
する過程に於いて，attracting及び rationally indifferent periodic pointsに関す
る結果が幾つか利用されている．次の Lemmaで，rationally indifferent periodic
pointsに関して必要となる結果をまとめる．これらは本質的に Fatou [1, Chapter
2, 4]によるものである．最近の解説としては，Lyubich [1, §1.10]の概説記事を
挙げることが出来る．Fatouも Lyubichも有理函数だけを考察しているけれども，
その諸々の結果は整函数についても同様に成り立つ．Fatouの諸結果を Baker [5]
は，多項式或いは有理函数が或 primitive periodの periodic pointsを持つことが
できないのは如何なる場合なのをかを決定する際に用いた．ここでの Fatouの結
果に関する記述は，Baker [5, Lemma 4]及び Lyubich [1, §1.10]の記述に従って
いる．

Lemma 2.3.6. f は整函数とし，z0 はその primitive priod pの periodic point
とする．z0 が rationally indifferentであり，tは (f ′

p(z0))
t = 1となる最小の正の

整数とする．このとき fpt は

fpt(z) = z0 + (z − z0) +
∞∑

ν=m+1

aν(z − z0)
ν , am+1 6= 0

というTaylor seriesを持つ．ここでmは或正整数 kに対しm = ktという形をし
ている．更に zj = fj(z0), 1 ≤ j ≤ p− 1,と定義したとき，各 j, 0 ≤ j ≤ p− 1に
対し zj を境界点に持ち各 z ∈ Dij について limν→∞ fνp = zj を満たすという性質
を有した丁度m個の f の Fatou setの成分Dij, 1 ≤ i ≤ mが存在する．これらの
領域Dij を Leau domainsと呼ぶ．また pm = pkt個の Leau domains Dij の全体
の集合は cycles of Leau domainsと呼ばれる k個の相異なる部分集合に分かれて
おり，かく部分集合は f により順に移り合って循環する pt個の領域で構成されて
いる．各々の cycle of Leau domains は，f の逆函数 f−1 の singularities (即ち f
の critical values 及び有限な漸近値，更にはこれらの値の (有限な ) limit points)
を少なくとも一つ含んでいる．
全ての Leau domainsが Leau petalsと呼ばれる部分領域 Lij を含むが，これら

は zj を境界点に持ちかつ区分的に解析的な曲線によって囲まれるものを言う．こ
の Lij 全体の和集合を Lとし，ε > 0と仮定せよ．そのとき，f(L) ⊂ Lかつ各 i,
j については Lij ⊂ D(ε, zj)となる様に Lij 全体を選ぶことが出来る．

Attracting periodic pointsについては状況はもっと単純である．これはつぎの
Lemmaの様に記述できる (cf. e.g., Fatou [1, Chapter 4]か Lyubich [1, §1.8])．
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Lemma 2.3.7. f は整函数で z0はその primitive periodic priod pの attracting
periodic pointとする．zj = fj(z0), 1 ≤ j ≤ p − 1と定義して Dj は zj を含んで
いる Fatou setの成分を表すものとする．またDを全てのDj, 0 ≤ j ≤ p− 1の和
集合として定義する．そのときDは f−1の少なくとも一つの singularityを含む．

更には，いくつかの仮定の下で Leau domains及び Lemma 2.3.7の domains
Dj が有界となることを主張する様な結果が必要となって来る．これについては
Bhattacharyya [1, Theorem 1]が f の位数 < 1

2 または位数 = 1
2 で type 0である

ときに既に証明してある12．次の結果を証明するために Bhattacharyyaの方法を
利用する．

Lemma 2.3.8. f は整函数，z0 はその primitive period pの rationally indif-
ferent或いは attracting periodic pointとする．1 ≤ j ≤ p − 1に対し zj = fj(z0)
とする．もし z0 が rationally indifferentならば，zj の一つを境界点を持つ Leau
domais全ての和集合をDとする．もし z0が attractingならば，DはLemma 2.3.7
にあるものとする．Γ0∩f(Γ0) = φかつ Γ0 ⊂ f(int(Γ0))である様な単純閉曲線 Γ0

が存在すると仮定する．ここで int(Γ0)は Γ0の内部を表す．更には 0 ≤ j ≤ p− 1
に対して zj ∈ int(Γ0)と仮定すれば，D ⊂ int(Γ0)である．

Proof of Lemma 2.3.8. 証明は z0 が rationally indifferentである場合にの
み行う．z0が attractingである場合にも証明は同様にして与えられる．各 zj に対
する Leau petals全ての和集合 Lを Lemma 2.3.6の様に選ぶとする．f(L) ⊂ L
かつ L ⊂ int(Γ0)と仮定してよい．今D 6⊂ int(Γ0)，即ちD ∩ Γ0 6= φとせよ．そ
のとき Leau petalsの一つを Γ0とつないでいる様なD内の或曲線 γがある．γは
Dの compactな部分集合であるから，0 ≤ j ≤ p− 1を満たす jで，z ∈ γに対し
て一様に limν→∞ fνp(z) = zj となるものが存在する．その一方で，各 ν ≥ 1につ

12Bhattacharyya [1, Theorem 1]には次のようにある: f(z)は growth ( 1
2
, 0)の非定数

整函数として {αk}, k = 1, . . . , nは order nの attracting cycleであるとする．このとき，
その {αk}の immediate domain of attraction D{αk} は有界である．即ち，Lemma 2.3.7

の言葉では，f(z)の位数が < 1
2
または = 1

2
のときには type 0であるときに，Dは

有界である．この証明の基本点は，この様な f(z)について

lim sup
r→∞

min
|z|=r

|f(z)| = ∞

が成り立つという，いわゆる Wiman の定理とその拡張にある．それについては
Boas Jr. [1, Chapter 3]を参照するものとする．Bhattacharyya [1]ではこれによってあ
る十分大きな rに対して

min
|z|=r

|f(z)| > r

が成り立つことを得ている．これと Lemma 2.3.8の条件: Γ0 ∩ f(Γ0) = φかつ Γ0 ⊂

f(int(Γ0))とが対応する．また Bhattacharyya [1]の Remarkには，rationally indifferent

periodic pointsについてもこの結果は同様に示されると述べられており，更には n = 1

ではこれが次の意味で best possibleであることを注意している: 任意の t > 0に対
して位数 1

2
で typeが tの整函数で Dが非有界である様な attracting fixpoint z0を持

つものが存在する．またこの様な Dに於ける |f(z)|の増大度についても考察され
ていることをつけ加えておく．この論文に関してはWhittington [1]も参照するとよ
いと思われる．
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いて fν(zν) ∈ Γ0となる zν ∈ γ が存在していることは容易に分かる．これは矛盾
であり，Lemmaは証明された． ¤

Bakerによる整函数の力学系の組織だった研究は大変重要である．次に紹介す
る Lemmaはその流れの中でしばしば現れるものである．詳しくは，Baker [1], [2]
を参照されたい．

Lemma 2.3.9. g(z)は超越的整函数，0 < A < B, 0 < Rは定数とし，|z| < A
ならば |g(z)| < R，|z| = B のときは |g(z)| > R であるとする．このとき，円
環 {z : A < |z| < B}に含まれ，原点の回りを一周する simple closed curve Γで
|g(ζ)| = R, ζ ∈ Γを満たすものが存在する．

この節の最後に，Baker [6]の稠密性定理を紹介しておく13．

Theorem 2.3.10. f を整函数とすると，repelling periodic pointsは J(f)内
に denseに存在する．

定理の証明を追うために，次の３つの Lemmaを準備する．

Lemma 2.3.11. fは {|z| < 1}で正則とする．ある正の定数h1があってS(r) <
h1L(r), 0 < r < 1ならば，h1 によって決まるある h2 があって

f#(0) < h2

を満たす，ここで f#(z) :=
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
は (球面上での微分 )である．

Lemma 2.3.12. f は {|z| < 1}で正則とする．C内の有界領域D1, D2, D3は
その閉包も互いに素，即ちDi ∩ Dj = φ, i 6= j であるとすると，Dj, j = 1, 2, 3
にのみに依る C > 0が取れて f#(0) > C ならば14{|z| < 1}は f によりある Dj

に単射にうつる islandを含むようにできる15．

Lemma 2.3.13. F を領域Ω上の正則函数の族とする．F が nomalであること
の必要十分条件は，任意の compact集合K ⊂ Ωに対してある正の定数C = C(K)
があって f#(z) ≤ C, z ∈ K, f ∈ F．

Proof of Theorem 2.3.10. z0 ∈ J(f), V を z0 の任意の近傍としたとき
に V が repelling periodic pointを含むことを示す．J(f)は perfectなので円板
D(aj , ε) ∈ V , j = 1, 2, 3を aj ∈ J(f)で D(ai, ε) ∩ D(aj , ε) = φ, i 6= j とでき
る．さて {fn}は各D(ai,

ε
3 )で nomalでないので Lemma 2.3.13より bi = bi(n) ∈

D(ai,
ε
3 )が取れて

(2.3.1) (fn)#(bi) >
3C

ε
, n > n0(i),

ここで C は Lemma 2.3.12の定数．

13詳しくは Beardon [1], Schiff [1]を参照されたし
14{|z| < R}に変えたときは，f#(0) > C は f#(0) > C

R
に変わる．

15証明は Ahlforsの Five islands theoremによる．



Section 2.3. Results from Nevanlinna–Ahlfors theory and from iteration theory

(2.3.1)が i = 1, 2, 3で同時に成り立つように nを取り，gi(ζ) = fn(bi + ζ),
i = 1, 2, 3と置く．

g#
i (0) = f#

n (bi) >
3C

ε

であるから，Lemma 2.3.12 より D(bi,
ε
3 ) はある D(aj , ε) に単射に写るような

islandを含む．これを繰り返すと f のある iteration fν はある jについてD(bj ,
ε
3 )

内にD(aj , ε)に単射に写るような islandを持つことが分かる．
ϕ := (fν)−1と置く．ϕ(z)− z = (ϕ(z)−aj)− (z−aj)にRouchéの定理を使う

と，∂D(aj , ε)上で |ϕ(z) − aj | < |z − aj |なので ϕ(z)は D(aj , ε)内に fixpoint p
を持つことが分かる．h : D(aj , ε) −→ {|z| < 1}を h(p) = 0であるようなMöbius
変換すると

hϕh−1(0) = 0, hϕh−1{|z| < 1} ⊂ {|z| < 1}

であるから Schwarzの Lemmaを使うと

|hϕh−1(0)| = |ϕ′(p)| < 1

即ち，|(fν)′(p)| > 1が分かる．よって pは repelling periodic pointであることが
示された． ¤

2.4. The Bergweiler theorem

固定点に関する Bergweilerの定理, Theorem 2.2.1を証明する準備として次の
定理を証明する:

Theorem 2.4.1 (Bergweiler [6], [7]). h, gは超越的整函数，K > 1, εは正定
数とする．h ◦ gの repelling fixpoints z′ は有限個を除いて

|g(z′)| < M

(
|z′|
2

, g

)

を満たすとする．ω1, ω2 は complex numbersで r /∈ E のとき

(2.4.1)
1

K
M(r, g) ≤ |ωj | ≤ KM(r, g), j = 1, 2

が成り立つものとする．このとき

(2.4.2)
1

1 + ε
log |h(ω1)| ≤ log |h(ω2)| ≤ (1 + ε) log |h(ω1)|

が成り立つ．

Proof of Theorem 2.4.1. この定理のすべての仮定を満たし，かつ (2.4.2)
が成立しないようなK, ε, ω1, ω2が存在するとする．必要ならば ω1, ω2を交換す
ればよいから

(1 + ε) log |h(ω2)| < log |h(ω1)|
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と考えてよい．まず初めに，rが十分に大なるとき，次に述べる 3つの式が成立
するような ω0 が存在することを示す:

1

K
M(r, g) ≤ |ω0| ≤ KM(r, g),(2.4.3)

|h(ω0)| ≥ |ω0|,(2.4.4)

|h′(ω0)|
|h(ω0)| log |h(ω0)|

≥ δ

|ω0|
,(2.4.5)

但し，δ は正定数で r が十分大なるとき K, ε に依存して定まる．ω0 の存在を
|ω1| ≤ |ω2|なる場合について証明するが，|ω2| < |ω1|の場合も同様に示せる．ま
た ω1 として

|h(ω1)| = M(|ω1|, h)

となるようなもので置き換えてもよい．(2.4.1)式よりM(r, g) ≤ K|ω1|, |ω2| ≤
KM(r, g)を考慮して

|ω2| ≤ K2|ω1|
を得る．従って，ω1と ω2とを結ぶ曲線 γ(t), 0 ≤ t ≤ 1, γ(0) = ω1, γ(1) = ω2で
その長さが高々(K2 − 1 + π)|ω1|であり，さらに

1

K
M(r, g) ≤ |ω1| ≤ |γ(t)| ≤ |ω2| ≤ KM(r, g)

となるものが存在する．そこで

t1 = inf{t : (1 + ε) log |h(γ(t))| ≤ log |h(ω1)|}
を考えると t1 > 0であり，(1 + ε) log |h(γ(t1))| = log |h(ω1)|である．また対数の
適当な分岐を選べば rが十分大なるとき

log |h(γ(t1))| + π = log |h(γ(t1))|
(

1 +
(1 + ε)π

log M(|ω1|, h)

)

であるから

| log h(γ(t1))| ≤ log |h(γ(t1))| + π

≤
(

1 +
ε

2

)
log |h(γ(t1))|.

を得る．従って

| log log h(ω1) − log log h(γ(t1))| =

∣∣∣∣ log
log h(ω1)

log h(γ(t1))

∣∣∣∣

≥ log

∣∣∣∣
log h(ω1)

log h(γ(t1))

∣∣∣∣ = log | log h(ω1)| − log | log h(γ(t1))|

≥ log log |h(ω1)| − log

((
1 +

ε

2

)
log |h(γ(t1))|

)

= log
(
(1 + ε) log |h(γ(t1))|

)
− log log |h(γ(t1))| − log

(
1 +

ε

2

)

= log(1 + ε) − log

(
1 +

ε

2

)
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故に

log(1 + ε) − log

(
1 +

ε

2

)
≤ | log log h(ω1) − log log h(γ(t1))|

=

∣∣∣∣
∫ t1

0

h′(γ(t1)γ
′(t))

h(γ(t) log h(γ(t))
dt

∣∣∣∣

≤ max
0≤t≤t1

∣∣∣∣
h′(γ′(t))

h(γ(t)) log h(γ(t))

∣∣∣∣
∫ t1

0

|γ′(t)|dt

≤ |h′(γ(t0))|
|h(γ(t0))| log |h(γ(t0))|

(K2 − 1 + π)|ω1|

但し，maximumは t = t0で attainされるものとする．ここで ω0 = γ(t0)と定義
すると |ω1| ≤ |ω0|であるから，rが十分大のとき

δ =
log(1 + ε) − log(1 + ε

2 )

K2 − 1 + π

に対して (2.4.5)が成り立つ．また γ(t)の定義より (2.4.3)は明らか．さらに hの
超越性と |ω1| ≥ 1

K2 |ω2|を考慮して，0 ≤ t0 ≤ t1, |ω2| ≥ |ω0|より

(1 + ε) log |h(ω0)| > log |h(ω1)| = log M(|ω1|, h) ≥ A log |ω1|

≥ A

(
1 − 2 log K

log |ω2|

)
log |ω2|

≥ A

(
1 − 2 log K

log |ω2|

)
log |ω0|

定数 Aを適当に選んで，1 + ε < A(1 − 2 log K/ log |ω2|)とできるから

log |h(ω0)| ≥ log |ω0|

よって (2.4.4)が成り立つ．
さて，z0 を |z0| = r /∈ E, Lm(E) < ∞であり |g(z0)| = M(r, g)となるように

とる．このとき σを適当に定めて

ω0 = eσg(z0)

であり，|Re σ| ≤ log K, | Im σ| ≤ πとできる．このとき Lemma 1.4.2より

|s| ≤ (1 + o(1))
log K + π

ν(r, g)

となる s が存在して g(z0e
s) = eσg(z0) = ω0 となるから，u0 = z0e

s とおくと
g(u0) = ω0 であり，さらに

|g′(u0)| ∼
∣∣∣∣
ν(r, g)

r
g(u0)

∣∣∣∣ =
ν(r, g)

r
|ω0|
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そして

|u0 − z0| = r|es − 1| ≤ (1 + o(1))sr

≤ (1 + o(1))
log K + π

ν(r, g)
r ≤ log K + 4

ν(r, g)
r

ここで

f(z) =
ν(r, g)

u0
(h(g(z)) − u0)

とおく．このとき
∣∣∣∣

u0

h(ω0)

∣∣∣∣ ≤
|u0|
|ω0|

=
|z0e

s|
|eσg(z0)|

=
r

M(r, g)

es

eσ
→ 0, as r → ∞

なので

|f(u0)| =

∣∣∣∣
ν(r, g)

u0
(h(g(u0)) − u0)

∣∣∣∣(2.4.6)

∼ ν(r, g)

r
|h(ω0) − u0| ∼

ν(r, g)

r
|h(ω0)|

特に (2.4.6)と (2.4.3), (2.4.4)より十分大きな rに対して |f(u0)| > 1である．な
ぜならば

|f(u0)| ∼
ν(r, g)

r
|h(ω0)| ≥

ν(r, g)

r
|ω0| ≥

1

K

ν(r, g)

r
M(r, g) → +∞, as r → ∞.

一般に
log ν(r, g) = o(log M(r, g)), r /∈ E, as r → ∞.

従って，(2.4.6)より

log |f(u0)| ∼ log |h(ω0)|
(

1 +
log ν(r, g) − log r

log |h(ω0)|)

)

を得るが，ここで log |h(ω0)| ≥ log |ω0| = Re σ + log M(r, g)なので

log ν(r, g) − log r

log |h(ω0)|
≤ log ν(r, g) − log r

log M(r, g) + Re σ
→ 0, r → ∞

であるから

(2.4.7) log |f(u0)| ∼ log |h(ω0)|.

更に f ′(z) =
ν(r, g)

u0
h′(g(z))g′(z), |g′(u0)| ∼

ν(r, g)

r
|ω0|であることから

(2.4.8) |f ′(u0)| ∼
ν(r, g)

r
|h′(g(u0))g

′(u0)| ∼
ν(r, g)2

r2
|h′(ω0)ω0|
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を得る．(2.4.6)–(2.4.8)と (2.4.5)を結びつけて r /∈ E のとき

2|f(u0)|(log |f(u0)| + A)

|f ′(u0)|
= 1 + o(1)

2|h(ω0)| log |h(ω0)|r
|ω0h′(ω0)|ν(r, g)

(2.4.9)

≤ (1 + o(1))
2

|ω0|
r

ν(r, g)

|ω0|
δ

<
3

δ

r

ν(r, g)

但し，Aは定数である．整数NをN > 5/δとなるようにとり，Gj = D(2πijN, 5/δ),
j = 1, 2, 3を考える．ここでD(a,R)は中心 a,半径Rの diskとする．Ahlforsの
定理によれば (2.4.9)に注意すると，D(u0, 3r/δν(r, g))に含まれる subdomain G
と j, j = 1, 2, 3が存在して

f : G → Gj : conformally onto

とできる．Lemma 1.4.3 に従って τ−jN を選び σ(z) = z exp(τ−jN (z)) を考え，
更に

uj := u0

(
1 +

2πijN

ν(r, g)

)

と定義する．このとき r /∈ E ならば

|τ−jN (z)ν(r, g) + 2πijN | → 0, r → ∞, r /∈ E

ゆえ

τ−jN (z) → −2πijN

ν(r, g)
+

ε

ν(r, g)

とおくことができる．但し，ε → 0, as r → ∞である．このとき

σ(uj) − u0 = uje
− 2πijN

ν(r,g)
+ ε

ν(r,g) − u0

= u0

(
1 +

2πijN

ν(r, g)

)
e−

2πijN

ν(r,g)
+ ε

ν(r,g) − u0

= u0

{(
1 +

2πijN

ν(r, g)

)

×
(

1 − 2πijN

ν(r, g)
+

ε

ν(r, g)
+

1

2!ν(r, g)2
(2πijN + ε)2 + . . .

)
− 1

}

=
u0

ν(r, g)

2π2j2N

ν(r, g)
(1 + o(1))

よって，十分大きな rに対して

|σ(uj) − u0| ∼
r

δν(r, g)

2π2j2N2δ

ν(r, g)
(1 + o(1)) <

1

2

r

δν(r, g)
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また τ−jN の評価式より，特に |σ(z)| ∼ |z|．以上より

D

(
u0,

3r

δν(r, g)

)
⊂ σ

(
D

(
uj ,

4r

δν(r, g)

))

を得る．また同じく Lemma 1.4.3より σ′(z) 6= 0, |z| = r 6∈ E, r → ∞なので，
domain H ⊂ D(uj , 4r/δν(r, g))が存在して G = σ(H)となり，従って

f ◦ σ : H → Gj : conformally onto

このことと

h(g(σ(z))) =
u0

ν(r, g)
f(σ(z)) + u0,

2πijN

ν(r, g)
u0 + u0 = uj

によって

h ◦ g ◦ σ : H → D

(
uj ,

5|u0|
δν(r, g)

)
: conformally onto

となる．再び，Lemma 1.4.3によって h(g(σ(z))) = h(g(z))なので

h ◦ g : H → D

(
uj ,

5|u0|
δν(r, g)

)
: conformally onto

ここで r /∈ E が十分大ならば H ⊂ D(uj , 5|u0|/δν(r, g))であることに注意する．
このとき Rouchéの定理より h ◦ g は H 内に 1つの fixpoint z′ を持つことが導
ける．更に Schwarzの Lemmaによって z′ は h ◦ gの repelling fixpointsである．
更に

|z′ − z0| ≤ |z′ − uj | + |uj − u0| + |u0 − z0|

≤ 5|u0|
δν(r, g)

+
2πjN |u0|

ν(r, g)
+

log K + 4

ν(r, g)
r

≤ Cr

ν(r, g)
, r /∈ E

ここで C は 5/δ + 2πjN + log K + 4より大なる定数．従って z′ = z0e
tと表すと

|t| ≤ (1 + o(1))C/ν(r, g)

であり，Lemma 1.4.1より r /∈ E が十分大ならば

g(z0e
t) ∼ g(z0)e

ν(r,g)t

ここで

|ν(r, g)t| ≤ ν(r, g)(1 + o(1))C/ν(r, g)

= (1 + o(1))C.
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また
|g(z0)| = M(r, g)

であることを考慮して

(2.4.10) |g(z′)| ≥ (1 + o(1))e−CM(r, g) ≥ M

(
|z′|
2

, g

)

さて，z0は (rと共に)任意に大きくとれることになり，従って (1.2.10)を満たす
repelling fixpointsが無限個存在することになる．これは矛盾である． ¤

2.3節で述べた Lemma，および Theorem 2.4.1を適応して Bergweilerの固定
点に関する定理，Theorem 2.2.1の証明に取りかかることにする．

Proof of Theorem 2.2.1. f が primitive period n, n ≥ 2, の repelling
periodic pointを高々有限個しか持たないと仮定する．l := max{p : p < n, p|n},
m := n − lとし，h := fl, g := fm とする．
先ず，このような設定の基で Theorem 2.4.1の仮定が g, h両方に関して，即ち

|g(z′)| < M

(
|z′|
2

, g

)
, |h(z′)| < M

(
|z′|
2

, h

)

が満たされることを示す．z′を h ◦ gの repelling fixpoint，即ち f の period nの
periodic pointとする．我々の仮定から primitive period nの repelling periodic
pointsは有限個であるから，|z′|が十分大きければ，z′ の primitive period j は
j < nである．明らかに 1 ≤ j ≤ l ≤ m < nである．よって，j < mのときは 1
章の 1.4節の Lemma 1.4.4で述べられたmaximum modulusについての議論から
示される (1.4節，22–23頁)．j = mのときは，先に触れた性質から十分大きな
|z′|に対して |g(z′)| = |z′| < M(|z′|/2, g)である．fn = h ◦ g = g ◦ hであるから
hと gの役割を代えることで hについても示されたことになる．
よって，Theorem 2.4.1の ωj のひとつを maximum modulusを与える点のひ

とつと取ることで，ある非有界無限点列 {tν}で

(2.4.11) log |g(z)| ∼ log M(tν , g), for |z| = tν

を満たすものが取れる。
正定数 δ を δ < 1

2 とする．sν 6∈ E を十分大きな ν に対して (tν)1−2δ ≤ sν ≤
(tν)1−δを満たすように取る．Hadamardの３円定理16から，任意の 1 < η < 1+

√
2

に対して

(2.4.12) log M(r, g) ≤ log M(rη, g)

(1 − o(1))η
, as r → ∞

16gを超越整函数とする．0 < r1 < r2 < r3 とすれば

M(r2, g) ≤ M(r1, g)θM(r3, g)1−θ, θ =
log r3 − log r2

log r3 − log r1

が成り立つ．ここでは，1 < ηなる任意の ηに対して r1 = 1, r2 = r, r3 = rη と置け
ば (2.4.12)を得る．
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を得る．よって，(sν)1/(1−δ) ≤ tν であるから |z| = tν を，即ち ν を十分大きく
とって

log M(sν , g) ≤ M((sν)1/(1−δ), g)

(1 − o(1))(1/(1 − δ))
≤ (1 + o(1))(1 − δ)M(tν , g) < log |g(z)|

を得る．Theorem 2.3.9より，円環 sν ≤ |z| ≤ tν の中に原点の回りを一周する
ような simple closed curve Γがあって ζ ∈ Γに対して |g(ζ)| = M(sν , g)である．
sν 6∈ E であるから，再び Theorem 2.4.1より ζ ∈ Γについて ωj のひとつを hの
半径 |g(ζ)| = M(sν , g)であるところのmaximum modulusを与える点とすれば17

log |fn(ζ)| = log |h(g(ζ))|(2.4.13)

= (1 + o(1)) log M(M(sν , g), h)

≥ (1 + o(1)) log M(sν , fn)

rν 6∈ Eを (sν)1−2δ ≤ rν ≤ (sν)1−δなるように取る．再び３円定理より，(rν)1/(1−δ) ≤
sν であることから ν を大きく取れば (2.4.12)と併せて，ζ ∈ Γに対して

log M(rν , fn) ≤ (1 + o(1))(1 − δ)M(sν , fn)

≤ (1 + o(1))(1 − δ) log |fn(ζ)| ≤ log |fn(ζ)|

上記のようなBakerの議論から同様にして，int(Γ)に含まれるある simple closed
curve Γ0 で原点の回りを１周する曲線で z ∈ Γ0 のとき |fn(z)| = M(rν , fn)とな
るものが存在する．明らかに，Γ0 は円環 {z : rν ≤ |z| ≤ tν}に含まれる．また仮
定より tν ≤ (rν)1/(1−2δ)2 であるから，任意の ε > 0に対して δ を 0に近くとっ
て，tν < (tν)ε + 1とできる．また rν をうまく取って z ∈ Γ0 に対し f ′

k(z) 6= 0,
1 ≤ k ≤ nとできる．
領域 G0 := int(Γ0) とし，1 ≤ k ≤ n に対し Gk = fk(G0) としその境界を

Γk := ∂Gk とする．明らかに Γn は半径M(rν , fn)の円である．また 1 ≤ k ≤ n
に対し，ν を十分大きく取れば

Γk ⊂ {z :
1

2
M(rν , fk) ≤ |z| ≤ M(tν , fk)} ⊂ Gk+1

であることが示される1819．z(t)が Γk を１周するとき f(z(t))が Γk+1 の回りを
何周かすることになるがこの回数を pk+1とする．偏角の原理より a ∈ Gkに対し，

17一般に超越的整函数 h, gに対して

M(M(r, g), h) ≥ M(r, h ◦ g)

である．
18Γk ⊂ {z : 1

2
M(rν , fk) ≤ |z| ≤ M(tν , fk)}であること: Γk ⊂ {z : |z| ≤ M(tν , fk)}で

あることは明か．仮に ζ ∈ Γ0 で |ζ0| ≤
1
2
M(rν , fk)があるとすると，ある z0 ∈ Γ0 が

あって fk(z0) = ζ0 なるものが存在する．よって，Lemma 1.4.4より

M(rν , fn) = |fn(z0)| = |fn−k(ζ0)| ≤ M(|ζ0|, fn−k)

≤ M( 1
2
M(rν , fk), fn−k) < M((1 − o(1))M(rν , fk), fn−k) = M(rν , fn).

これは矛盾である．
19{z : 1

2
M(rν , fk) ≤ |z| ≤ M(tν , fk)} ⊂ Gk+1 であること: tν < (rν)ε より ν を十分大
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f(z) = aなる点 z ∈ Gk−1は重複度を含めて pk個存在する．Gk達の包含関係より，
a ∈ Gk に対し，fk(z) = aなる点は G0 の中に重複度を含めて Pk := p1p2 · · · pk

個存在する．Rouchéの定理より fk(z) = z の解，即ち fk の fixpointは重複度を
含め G0 の中に Pk 個存在する．加えて，偏角の原理より f ′ の零点は Gk の中に
重複度を含めて pk+1 − 1個存在する．
個数 pk，況や Pk は k のみならず ν にも依存する．fk は超越整函数であるか

ら ν → ∞のとき pk → ∞である．よって G0 内の period nの periodic pointの
数 Pn は Pk, k < nに比べてはるかに多い．20

以下，重複した periodic pointの個数を評価する．G0内の period nの periodic
pointsの重複度を無視した個数を Pn で表す．G0 内の primitive period nの pe-
riodic pointsの個数を Nn で表し，重複度を無視した個数を Nn で表すことにす
る．明らかに

Pn − Nn ≤
∑

k<n, k|n

P k ≤
∑

k<n, k|n

Pk.

ゆえに
Nn ≥ Pn −

∑

k<n, k|n

Pk = Pn −
∑

k<n, k|n

Pk − (Pn − Pn).

Pn − Pnは重複分を数えたものである．z0はmultiple periodic pointとする．即
ち，fn(z) − zは z0 の近くで

fn(z) − z = am+1(z − z0)
m+1 + · · · , am+1 6= 0, m ≥ 1

と表せる点とする．このとき，Pn − Pn への貢献は m である．z0 の primitive
period を p とすると，Lemma 2.3.6 に従って正整数 t を選べば pt ≤ n である．
Lemma 2.3.6によれば，z0 に伴う Leau domainsは少なくとも m/t個の f−1 の
singularityを含んでいる．(2.4.13)によって有限な asymptotic valueは存在しない．
ゆえに，f−1の singulaitiesは f(c), f ′(c) = 0の形に限る．実際，Lemma 2.4.8によ
るとGp−1に含まれる cycle of Leau domainsに制限した f の逆函数の singulaities
に f(c)は成っている．よって，この cylce of Leau domainsは f ′の零点を含んで
いる，また f ′はGp−1の中に少なくともm/t個の零点を含み，fpによる iteration

でいづれかの fj(z0), 0 ≤ j ≤ p − 1に収束する．Pn − Pn に対する z0 の cycle
{fj(z0) : 0 ≤ j ≤ p − 1}の貢献の総和は pmである21．Gp−1 ⊂ Gn−1, m/t ≥

きく取ってM(rν , f) > 2tν となるようにする．Lemma 1.4.4より

M(rν , fk+1) = M(rν , fk ◦ f) = M((1 − o(1))M(r, f), fk)

≥ M(2(1 − o(1))tν , fk) > M(tν , fk).

20k < nのとき
Pn

Pk
→ ∞, as ν → ∞

である．
21z0 を primitive period pの periodic pointとしてその重複度を mとすると fj(z0),

0 ≤ j ≤ p − 1の重複度も mである．
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pm/n, また f ′ は pn − 1個の零点を持つことを併せて

Pn − Pn ≤
∑

pm ≤
∑

n
m

t
≤ n(pn − 1),

ここで
∑
は異なる Leau domainsについて加えたものである．ゆえに pk → ∞,

as ν → ∞であるから

Nn ≥ Pn−
∑

k<n, k|n

Pk = Pn−
∑

k<n, k|n

Pk−n(pn−1) = Pn(1−o(1)), as ν → ∞.

以上から，Nn → ∞ as ν → ∞が示された．しかし，Theorem 2.2.1を示すため
には更なる評価が必要である．そのためにNnをそれぞれの性質を満たす periodic
pointの個数を数えるものに分ける，即ち

Nn = Natt + N rat + N irr + N rep,

ここで，Natt, N rat, N irr, N repはそれぞれprimitive period nのperiodic pointsで
G0 に含まれるもので，attracting, rationally indifferent, irrationally indifferent,
repellingなものを重複度を無視して数えたものである．はじめにNatt, N ratを評価
する．Lemma 2.3.6, 2.3.7によれば，どの attractingまたは rationally indifferent
cycleも或 f−1 の singularitiesと対応している．更に，f ′ の零点に対応している．
上記の議論と同様にして

Natt + N rat ≤ 2n(pn − 1)

を得る．次に N irr の評価をする．Q(z)を多項式で，全ての Gn−1 内にある f の
primitive period nの periodic points z0 に対し

Q(z0) = 0, Q′(z0) = f ′(z0)

であるものとする．0 < ξ < 1に対し

F (z) := f(z) − ξQ(z)

と置く．明らかに，primitive period nの periodic pointsで G0 に含まれるもの
は F の period nの periodic pointである．また，primitive period nの periodic
pointsで G0 に含まれる全ての z0 に対して

F ′
n(z0) = (1 − ξ)nf ′

n(z0)

が成立する22．これは f の indifferent periodic pointsは F の attracting periodic
point であることを示している．Lemma 2.3.7 より period n の periodic points

22z0 を f の primitive period n の periodic point とすると 0 ≤ j ≤ p − 1 に対して
fj(z0) = Fj(z0), F ′

j(z0) = (1 − ξ)jf ′
j(z0)が帰納法によって示される．
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でG0に含まれるは F−1に対応し，F ′の零点と対応している．Hurwitzの定理23

によって，ξ を十分小さく取ることで F ′ の零点は Gn−1 に含まれるようにでき
て，F ′ と f ′ は Gn−1 の中に同じ数の singularitiesを持つことが示される．f ′ は
丁度 pn − 1 個の零点を Gn−1 内に持つから，F は高々n(pn − 1) 個の period n
の attracting periodic pointsを G0内に持つ．ゆえに，N irr ≤ n(pn − 1)である．
結局

N rep = Nn − Natt − N rat − N irr ≥ Pn −
∑

k<n, k|n

Pk − 3n(pn − 1)

= Pn(1 − o(1)), as ν → ∞.

以上から，N rep → ∞ as ν → ∞が示された．これは我々の仮定に矛盾する．ゆ
えに，Theorem 2.2.1は証明された． ¤

2.5. Remarks and open problems

|z| ≤ r 内にある period n の periodic pointsの個数 n(r, 1/(fn(z) − z)) には
興味深いいくつかの問題が関連している．この個数についての評価は既に，位
数が 1

2 より小さな函数に関しては Baker [2] が，また位数有限で正の劣位数を
持つ函数に関しては Bergweiler [4]が行っている24．しかしながら，一般の場合
には n(r, 1/(fn(z) − z))に対する或種の評価を得るためには利用できるが，この
種の “良い”結果を与えることに向いているとは思われない．Baker [4, p. 284]
は N(r, 1/(fn(z) − z))と T (r, fn)とは常に増大度が同じかどうかを問うている．
(Nevanlinna理論で用いられるこれらの用語の定義は例えば, Hayman [2], Laine [1]
などを参照されたい25)．更には，|z| ≤ r内にある primitive period nの repelling
periodic pointsの個数を考察しても良い．Baker [2]の結果を用いて，位数が 1

2より
小さい函数に対するその個数のある下界を得ることができる．Baker [2, Lemma 1]
は f の periodic points全体に対してのいかなる仮定も無しに，f の位数が 1

2 より
小さければ (2.4.13)と同様な等式が成り立つことを証明した．彼の等式と (2.4.13)
との間には２つの違いがあるだけである．第一は，任意に与えられた正の δに対し
(tν)1−2δ ≤ sνが成り立つということではなくて，nと fの位数とに依存する或正の
σに対し (tν)σ ≤ sν が成り立つことであった．第二は，彼の等式は値 sν の或非有
界数列に限らず全ての大きな sνに対して成り立つのである．Baker [2, Theorem 1]
はN(r, 1/(fn(z)− z)) ≥ (1− o(1)) log M(rσ, fn)となることを導いている．彼は，
この事実より p < nに対してN(r, 1/(fn(z)− z))がN(r, 1/(fp(z))− z)より遥か
に大きなものであることは導かれるが，これは位数< 1

2 の函数に対し彼の予想を
証明したことにはなっていないことを言及している．なぜならば，全ての個数函
数は重複度に応じて数えられているからなのである．しかしながら Theorem 1の
証明に用いた方法によって，全ての attracting及び indifferent periodic pointsに
ついての重複度と個数を評価することは可能である．実際，次の結果が得られる．

23fi, i = 1, 2, · · · は領域 Dで正則とし Dで一様に fi → f 6≡ 0とすると f(z)の零
点は fn(z)の零点の集積点である．

24次頁に詳細
25次々頁に詳細
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Theorem 2.5.1. f は位数が 1
2 より小さい整函数であり n ≥ 2であるとする．

n(r)は 0 < |z| ≤ r内にある f の primitive period nの periodic pointsの個数を表

すものとして，N(r) :=

∫ r

0

n(t)

t
dtとする．このとき f の位数のみに依存する正

の数 σで全ての大なる rに対してN(r) ≥ log M(rσ, fn)となるものが存在する．

この評価が，位数に関していか様な制限を設けることなく，あらゆる整函数に
ついて成立してしまうというのはそれほど見込みの無いこととは思えない．それ
は任意の σ < 1に対してすら，おそらく成立することであろう．
多項式または有理函数については，attractingそして indifferent periodic points

が有限個しか存在しない (例えば Fatou [1], Shishikura [1])．超越整函数について
は，無限個の attracting または indifferent periodic points が存在しえる．しか
しながら，|z| < r 内にある様なこれらの点の個数について，log M(r, f)或いは
Nevanlinnaの特性函数 T (r, f)を用いて上界を得ることは可能か否かを問うこと
はできる．(勿論，自明な評価式N(r, 1/(fn(z)− z)) ≤ T (r, fn) + O(log r)は常に
成り立っている)．
今までに述べた問題とは直接関係はないがMandelbrot setの外の写像函数の

係数問題として，例えばDouady and Hubbard [2], Ewing and Schober [1], [2]や
Jungreis [1]などがある．

————
19 Baker [2, Theorem 1]では，f(z)の位数 ρ < 1

2
と n ≥ 1に関した定数 k > 1で

N(r, 0; fn(z) − z) > log+ M(r1/k, fn) − O(log r), as r → ∞

が成り立つものが存在することが示されている．一般に log+ M(R, f) ≥ T (R, f)で
あるから，Nevanlinna の特性函数についても同様な評価を得る．また N(R, f) ≤

n(R, f) log Rであるから

N(r, 0; fn(z) − z) > (log r)−1 log+ M(r1/k, fn) − O(1), as r → ∞

となる．(勿論，f が超越的であれば log r = o(T (r1/k, fn)) = o(log+ M(r1/k, fn)) で
ある．
また Bergweiler [4, Theorem]では，f(z)の位数 ρ，劣位数 λが 0 < λ ≤ ρ < ∞を満

たせば，任意の n ≥ 2に対して

ρ = lim sup
r→∞

logn n(r, 0; fn(z) − z)

log r

= lim sup
r→∞

logn T (r, fn)

log r
= lim sup

r→∞

logn+1 M(r, fn)

log r

となることが証明されている．(勿論，ρ = lim supr→∞ log1 T (r, f1)/ log rである．)例
えば，この事実から任意の定数 δ < 1に対して

logn n(rν , 0; fn − z)) ≥ δ logn T (rν , fn)

を満たす数列 {rν}, rν → ∞, as ν → ∞の存在が従う．また T (r, f) ≥ 1
3

log+ M( r
2
, f)及

び n(r, f) ≤ N(er, f)を用いれば同様の結果を得る．

20 Baker [4]では，先ず primitive period kの periodic pointsを全く (もしくは有限個
しか)持たない超越整函数 f(z)については，n > kに対して

1 ≤ lim inf
r→∞

N(r, 0; fn(z) − z)

T (r, fn)
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であることを導く．証明のアイデアは 2.2節の末部で触れたものと類似である．そ
してこう述べられている: “もし f(z)が order kの fixpoints (periodic kの periodic points)

を全く (もしくは有限個しか)持たない超越整函数ならば上記の不等式からは n > k

に対して exact order nの fixpoints (primitive period nの periodic points)が存在するだ
けでなくて，その個数は T (r, fn)と増大度が等しい個数函数を与えるということが
結論づけられる．このことは「全て」の超越函数に対しても言えるのかという疑
問が生じる．”

例えば，P , Qは非定数多項式で f(z) = P (z)eQ(z) と表せるとき

N(r, 0; fn(z) − z) = (1 + o(1))T (r, fn), r 6∈ E, as r → ∞

が n ≥ 1に依存した測度有限 (特に 6以下)な集合 En ⊂ [0,∞)に対して成り立つ (特
に E1 = φ)(証明については，例えば Hayman [2, Theorem 2.5]を用いる)．これは，全
ての n ≥ 1に対して exact order nの fixpointsが存在して，その重複度を考慮しない
個数函数の増大度と T (r, fn)のそれとが等しい例である．(f(z)は零点を有限個し
か持たない超越整函数であることに注意せよ)．

Chapter 3

Value distribution of composite functions

3.1. The Gross conjecture

Theorem 2.2.1の証明に用いられた方法によると，２つの超越的整函数 h, gの
合成函数 h ◦ gが同様な性質を持つことも示される．即ち

Theorem 3.1.1. h及び gは超越的整函数とする．このときそれらの合成函数
h ◦ gは無限個の fixpointsを持つ．

この結果は 1966年Grossにより予想されたものである (Ehrenpreis [1, p. 542,
Problem 32]及び Gross [1, p. 247, Problem 5]を参照せよ)．この最初の証明は
Bergweiler [3]で与えられた．その結果についての議論と，Grossの予想に関する
それ以前の多々の部分的結果についての参考文献は，Bergweiler [3]を参照のこと
とする．

Grossは実際には次のことを予想した: Q(z) 6≡ 0は多項式，α(z)は非定数整函
数として

F (z) = Q(z)eα(z) + z

という形をした函数は primeである．ここで有理型函数 F (z)が primeとは，C上
で高々一価有理型な函数 hと gを用いて F (z) = (h◦g)(z)と表したとき (一般には
hは有理型，gは整函数であるが，hが有理函数ならば gが極を持つことを許す)，
常に hまたは gのいずれか一方が一次 (分数)函数となることを言う．その他，こ
の様な factorizaton theoryの用語については Gross [1]又は Gross and Yang [1]
を参照のこととするが，より入手が容易でありかつ self-containedな文献として
Chuang and Yang [1]を挙げておく．(以下の記述についても，これを参照してくだ
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さい)．さて，この F (z)は周期函数ではないので，factors h, gとしては整函数の
み考えて primeであること (これを特に E-primeという)を示せばよい (cf. Gross
and Yang [1, p. 214, Lemma 3] 又は Chuang and Yang [1, p. 116, Lemma 3.1])．
P. C. Rosenbloom [2]は既に 1952年の段階で，hが 2次以上の多項式で，gが超越
整函数のときには F (z)を (h◦ g)(z)と表すことはできない，換言すると (h◦ g)(z)
は必ず無限個の fixpointsを持つことを証明していた．また，Gross and Yang [1]
又は Chuang and Yang [1]は，2つの整函数 (必ずしも超越的でなくてもよい) h,
gに対し，h ◦ gと g ◦hの fixpointsの個数の有限/無限は同時に起こることを証明
している．それ故 gが多項式 (2次以上), hが超越整函数であっても (h ◦ g)(z)の
fixpointsは無限個存在する．従って，上で述べられたThe Gross conjectureが未解
決な問題として残されたのである．Gross and Yang [1, Theorem 1]又は Chuang
and Yang [1, p. 154, Corollary 4.1]での F (z)の位数が有限 (従って α(z)は多項
式)の場合や，factorsの (下)位数の有限性を仮定 (F (z)の位数は無限でも可)した
場合 (Chuang and Yang [1, Theorem 4.15], Gross and Osgood [1])には，この予
想が正しいことが証明されてはいた．Bergweiler [6, Theorem 4]は，位数に対す
る条件を省き，更には Rosembloom [2]の結果 (Gross and Yang [1, Theorem A],
Chuang and Yang [1, Theorem 3.1]), 即ち “h及び g が超越整函数ならば，hか
h ◦ gのいずれかは fixpointsを無限個持つ”,を一般化しているのである．(註:これ
はまず Bergweiler [3]で為された)．特に，Bergweiler [6, Theorem 4]は repelling
fixpointsもまた無限個持つことを主張しているが，hが多項式である場合につい
てはこの結果は成り立つのか? (ちなみに Bergweiler [6, Lemma 9]は Gross and
Yangの結果を repelling fixpointsについて述べたものであり，これは hが多項式
の場合にも成り立つので，h又は gのいずれか一方が 2次以上の多項式で他方が
超越整函数の場合に，h ◦ gは repelling fixpointsを無限個持つかどうかを調べれ
ばよい)．残念ながらこれは成立しない．例えば，整函数 g(z) =

√
z sin

√
zと 2次

の多項式 h(z) = z2 を考えると (Bergweiler [7])

(h ◦ g)(z) = z sin2 √z = z − z cos2
√

z

であり，
(h ◦ g)′(z) = 1 − cos2

√
z +

√
z sin

√
z cos

√
z.

従って (h ◦ g)(z)の各 fixpoint z0 6= 0で，そのmultiplierは 1である (z0 = 0に於
いては，multiplierは 0である)．従って，(h ◦ g)(z)は無限個の fixpointsを持っ
てはいるが，(super-)attractingが 1つで残りは全て indifferent,特にmultiplier 1
のものである．一方 (g ◦ h)(z) = z sin zについても

(g ◦ h)′(z) = sin z + z cos z

より，全く同様なことが言える．但し，その個数函数については，夫々

N

(
r,

1

(h ◦ g)(z) − z

)
= N

(
r,

1

cos2
√

z

)
+ log r

= 2N

(
r,

1

e2i
√

z + 1

)
+ log r

=
4
√

r

π
+ log r + O(1), as r → ∞



Section 3.1. The Gross cojecture

及び

N

(
r,

1

(g ◦ h)(z) − z

)
= N

(
r,

1

sin z − 1

)
+ log r

= 2N

(
r,

1

eiz − i

)
+ log r

=
2r

π
+ log r + O(1), as r → ∞

である．一方，r → ∞のとき

T (r, h ◦ g) = 2m(r, cos
√

z) + log r + O(1)

=
4
√

r

π
+ log r + O(1)

及び

T (r, g ◦ h) = m(r, sin z) + log r + O(1)

=
2r

π
+ log r + O(1)

ともなっている．(これらの評価については，Nevanlinnaの値分布論に関する標準的
な教科書，例えばHayman [2]を参照)．それ故 T (r, •) = N(r, 0; •−z)+O(1)がい
ずれの場合も成り立つ (cf. Bergweiler [6, §10])が，一方でN(r, 0; (h◦g)(z)−z) =
o(N(r, 0; (g ◦h)(z)− z))である．但し，repelling fixpointsは共に 1つも持たない
(Shishikura [2]の意味でweakly repelling fixpoints,即ち repelling又はmultiplier 1
の fixpointsは無限個存在する)．ところが，Bergweiler [7, Satz 6]では 3次以上
の多項式を考えるときには，合成函数 h ◦ gの repelling fixpointsは無限個あるこ
とが主張されているのである．
上では整函数の合成について考えたが，例えばBergweiler [8]は hを少なくとも

2つの極を持った有理型函数 (特に超越的でなくてもよい)としたとき，h ◦ gが無
限個の fixpoints (repellingか否かは不記) を持つことを示している．更には，hが
唯一の極のみ持った超越有理型函数である場合は，本論説で用いる方法で同じ結論
を得ることができるとそこには述べられている．また，Gross and Yangの結果は，
h, gが共に有理型であっても成り立つことが示されてもいる．但し Bergweiler [2]
の introductionにもある様に rational factor hと超越有理型の factor gについて，
hの次数が 2である場合には fixpointsが有限個ということも起こり得る．簡単に
思いつくのは，h(z) = z2, g(z) = i

√
z tan

√
zであるが，Gross and Osgood [1]は

こういった hと g全てを特徴付けている．
Fixpointsの個数が有限無限というばかりでなく，Bergweiler [6, §10]にも述べ

られている様に個数函数N(r, 0; (h◦g)(z)−z)と特性函数 T (r, h◦g)の増大を比較
することで，より詳しく ‘個数’を評価することも興味深い．これについては，1つ
の結果を Langley [1]に見いだすことができる．hと gが超越整函数で h◦gの位数
が有限ならば，N(r, 0; (h ◦ g)(z)− z) 6= o(T (r, h ◦ g)),特に δ(0, (h ◦ g)(z)− z) < 1
である．ここで δ(a, F )は Nevanlinna deficiency

δ(a, F ) = 1 − lim sup
r→∞

N(r, a;F )

T (r, F )
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である．
ここでは，先ず Theorem 3.1.1についての新しい証明を与えることにする．基

礎を成すアイデアの幾つかは同じものであるけれども，この証明は Bergweiler [3]
で与えられたものとは全く違っている (し，たぶんもっと簡単である)．然しなが
ら，Bergweiler [3]ではより一般的な結果である，任意の非定数多項式 pについて
h(g(z)) = p(z)は無限に多くの解を持つことが証明されているが，それをここで
行うことはできない26．

Proof of Theorem 3.1.1. h ◦ g は fixpointsを有限個しか持たないと仮定
せよ．Gross and Yang [1] の指摘した様に，これから g ◦ h もまた有限個しか
fixpointsを持たないことが従う．Theorem 2.2.1の証明の際に行ったのと同じく
Theorem 2.4.1から，円環領域 sν ≤ |z| ≤ tν 内に含まれ原点の周りを一回転する
単純閉曲線 Γで，その上で log |h(g(z))| = (1 + o(1)) log M(M(sν , g), h)となる様
のものが存在することを導くことが可能である．Rouchéの定理により Γの内部
にある h ◦ g の fixpointsの個数は，Γの内部にある h(g(z)) = aの解の個数に等
しいことが導かれる．但し ν は十分に大きいとせよ．ここで aは任意に固定され
た複素数である．この aを適切に選んで h ◦ gは無限個の fixpointsを持つことを
得るが，これは仮定に反する．これで Theorem 3.1.1の証明は完成する． ¤

Remark. 我々がTheorem 2.4.1を，Theorem 3.1.1の証明に於ける中間的な踏
み台としか考えなければ，Theorem 2.4.1内の “repelling”という語はないものとし
て済ませることができる．このことは証明を単純化する．Lemma 2.3.1は必要でな
くなり，Landauの定理を強めた形のもの (Hayman [2, p. 169])を必要とするだけ
となる．即ち，もしh(z)が |z−z0| < Rで解析的でありそこで 2つの値 0と 1を取る
ことができなければ，或絶対定数Kに対し |h′(z0)|R ≤ 2|h(z0)|(

∣∣ log |h(z0)|
∣∣+K)

である．“Repelling”という語句を省いた形でのTheorem 2.4.1を証明するために，
Theorem 2.4.1の証明と同じ手順を踏み ω0 も uも同じ様に定義する．然しなが
ら，ここでは

f(z) =
h(g(z)) − z

zeτ1(z) − z

と定義する．再び (2.4.6), (2.4.7), そして (2.4.8)が成り立つことが判る．それ故
(2.4.9) もまた成り立ち，定数 C を十分に大きくそして r /∈ E である様にすれ
ば，f は D(z0, Cr/ν(r, g)) 内で 0 及び 1 の 2 つの値のいずれかをとることが導
かれる．Lemma 1.4.3を用いて，C ′ > C + 2π であれば h ◦ g は r /∈ E のとき
D(z0, C

′r/ν(r, g))内に fixpoint z0 を持つことが判る．また z′ は (2.4.10)を満た
すことも分かり，これで Theorem 2.4.1の此の形についての証明が完了する．

Theorem 2.4.1のこの弱い形は，導入部で引用した Bakerの予想に対しても十
分なものである．然しながら Theorem 2.2.1の証明に対しては，先に述べた形の
Theorem 2.4.1が必要なのである．次の節に於いてそれが再び用いられることに
なる．
以下，Theorem 3.1.1の 1つの一般化を試みる．

26この節と次節の話題については，前述の Langleyの論文の他にも Katajamäki,

Kinnunen and Laine [1] [2], Bergweiler and Yang [1], Wang [1], Yang and Zheng [1]等を参照
のこととする．
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Theorem 3.1.2. hと gは超越整函数であるとする．このとき，h◦gは repelling
fixpointsを無限個持つ．

まず初めに次の Lemmaが必要である．

Lemma 3.1.3. hと gは超越整函数であるとする27．このとき，h◦gが repelling
fixpointsを無限個持つのは g ◦ hもまたそうであるときかつそのときに限る．

“Repelling”という語句なしでのこの結果はGross and Yang[1]によるものであ
り，既にTheorem 3.1.1の証明の際用いてある．以下の証明はGross and Yangの
論法に習ったものである．

Proof of Lemma 3.1.3. h ◦ g は無限に多くの repelling fixpoints z0, z1,
z2, . . . を持つと仮定し，全ての k について ωk = g(zk) と定める．そのとき，
(g ◦ h)(ωk) = g(h(g(zk))) = g(zk) = ωk が全ての kに対して得られる．更にはも
し ωj = ωk であれば，zj = h(g(zj)) = h(ωj) = h(ωk) = h(g(zk)) = zk である．
従って，g ◦ hは無限に多くの fixpoints ω0, ω1, ω2, . . . を持つ．(g ◦ h)′(ωk) =
g′(zk)h′(ωk) = (h ◦ g)(zk)であり，また zk は h ◦ g の repelling fixpointである
のだから，全ての k について ωk が g ◦ h の repelling fixpoint となる．これで
Lemma 3.1.3の証明が完成した． ¤

Proof of Theorem 3.1.2. h ◦ gは repelling fixpointsを有限個しか持たな
いとする．Lemma 3.1.3を用いて，Theorem 2.1.1の証明中にある様に円環領域
rν ≤ |z| ≤ (rν)1+ε 内に含まれ原点のまわりをひと回りしている或単純閉曲線 Γ0

を見つけ出し，

(3.1.1) | h(g(z)) |= M(rν , h ◦ g), z ∈ Γ0

とできる．G0 = int(Γ0),G1 = g(G0), Γ1 = ∂G1, そしてG2 = h(G1)と定義する．
明らかに，G2は原点中心で半径M(rν , h ◦ g)の円板である．Theorem 3.1.1の証
明と同様に，以下の性質を全て有した (νに依存している)2つの正整数 p1及び p2

が存在していると判る．

(1) 各値 a ∈ G1に対し，重複度に応じて数えて，方程式 g(z) = aは G0内に
p1 個の解を，また g′ は G0 内に p1 − 1個の零点を持つ．

(2) 各値 b ∈ G2 に対し，重複度に応じて数えて，方程式 h(z) = bは G1 内に
p2 個の解を，また h′ は G1 内に p2 − 1個の零点を持つ．

(3) h(g(z))− zの零点としてその重複度に応じて数えれば，h ◦ gは p1p2個の
fixpointsを G0 内に持つ．

(4) ν → ∞としたとき p1 → ∞かつ p2 → ∞である．
P = p1p2 と定義する．即ち P は，重複度に応じて数えたときの G0 内にある

h ◦ g の fixpointsの個数である．重複度を無視したときでの，それに対応した個
数を P で表す．或 fixpoint z0 が項 P − P に寄与していると仮定する．即ち，z0

は或正の整数mに対し重複度m + 1を持っていると仮定せよ．Theorem 2.2.1の

27証明から判る様に，g又は hのいずれか一方が非定数多項式であっても，また
いずれもが有理型函数である場合にも，同様な結果が成り立つ (cf. Bergweiler [6])．
これは既に前節で述べた．
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証明の様にして Lemma 2.3.6と (3.1.1)から，G0 内に (h ◦ g)′ のm個の零点 z1,
z2, . . . , zm があって，それらは h ◦ g の iterationの下に z0 に収束することが導
かれる．その上 z1, z2, . . . , zm を，i 6= j については h(g(zj)) 6= h(g(zj))となる
様に選ぶことが可能である．後の方の主張は，z0 に対応している Leau domain
の各々は丁度一つの zj を含んでいる，と仮定して良いという事実から従うもの
である．もし h(g(z1)) = h(g(z2))であれば，G0 内にある (h ◦ g)′ の 2つの零点
z1 と z2 とは同値であるということにする．個の同値類の個数を N と書く．上
の考察は今，P − P ≤ N という形に書くことが可能である．同様に，G0 内の
h ◦ gの attracting, rationally indifferent, irrationally indifferent,そして repelling
fixpointsの個数を P att, P rat, P irr,そして P rep と書く．Theorem 2.1.1の証明と
同じく P att + P rat ≤ N が示され，再び h ◦ gについての small perturbationを用
いれば，P irr ≤ N ,であることが判る．以上をまとめ合わせれば，

P rep = P − (P att + P rat) − P irr − (P − P ) ≥ P − 3N

が得られる．その一方では，g′はG0内に p1 − 1個の零点を，また h′はG1内に
p2 − 1個の零点を持つのであるから，N ≤ (p1 − 1) + (p2 − 1) = p1 + p2 − 2を
得る．P = p1p2 であるから，P rep ≥ p1p2 − 3p1 − 3p2 + 6となることが分かる．
従って，ν → ∞とすれば P rep → ∞であることがみちびかれる．これは矛盾で
ありこの Theorem 3.1.2は証明された．

おわりに，2.5節で掲げた整函数の iteratesに対する問題の幾つかは，整函数
の合成函数について問うてもよい．例えば，|z| ≤ r内にある h ◦ gの fixpointsの
個数に対する下界を求めるという問題がある．

N(r, 1/(h(g(z)) − z)) と T (r, h ◦ g)

とは或意味で常に同じ増大度を持つということは，起こりそうに思う28．事実，
Bergweiler [6]では Nevanlinna deficiency δ(0, h(g(z)) − z)が 0より大である例

281つの状況証拠を挙げておく．Prokopovich [1], Chuang and Yang [1, p. 156, Lemma 4.5]

から，gを超越有理型函数でN(r, g) = ◦{T (r, g)}, r → ∞を満たすもの，hは次数 k(z)

の有理函数としたとき

N

„

r,
1

h(g(z)) − z

«

≥ (k − 1 + ◦(1))T (r, g) r → ∞, r /∈ E

が成り立つ．話を簡単にするために g, h共に整函数 (hは多項式)とすれば，limr→∞ T (r, h◦

g)/T (r, g) = k (例えば Hayman [2, p. 54]を見よ)であるから δ(0, h(g(z)) − z) ≤ 1 − (k −

1)/k = 1/kを得る．もし h(z)が超越的であれば k ↑ +∞と考えられるので，これは
δ(0, h(g(z)) − z) = 0が超越的整函数 g, hに対して成り立つのではあるまいかという
希望に燈をともす．より精確には，h(z)が

∞
X

r=m

Cνzν , Cm 6= 0 , m = 0

という Taylor seriesで表現されるとき，Pk(z) =
Pk

r=m Cνzν , Ck 6= 0と定義すれば，
上の議論によって δ(0, Pk(g(z)) − z) 5 1/k を得る．問題は k → +∞ とするときに
δ(0, Pk(g(z)) − z) → δ(0, h(g(z)) − z)が成り立つかどうかであるが，これについては
不明である．また，Katajamäki, Kinnunen and Laine [2, Remark 1]も参照のこと



Section 3.1. The Gross cojecture

は知られていないと述べられている．同様に，|z| ≤ r内にある h ◦ gの repelling
fixpointsの個数に対する下界を求めても良い．Bergweiler [8]では，もし h及び
g が超越有理型であり，また g が少なくとも 3 つ極を持てば，h ◦ g は無限個の
fixpointsを持つことが証明されている．その証明からは，この場合には gの極の
うちの 1つは，h ◦ gの fixpointsの limit pointであることが示される．h = f そ
して g = fn−1 と選べば，n ≥ 2でありまた fn−1 が少なくとも 3つの極を持つこ
とが判る．この結果は，本論説中で用いられた方法を適切に変形すれば証明でき
る様に，fn−1が 1つ或いは 2つしか極を持たない場合にも変わらず成り立つので
ある．

3.2. The Katajamäki–Kinnunen–Laine theorem

この節では，合成函数の零点の値分布に関して Nevanlinna理論的な考察を与
えることにする．前節でも述べたように f を有理型函数, g を超越的整函数とす
るときにN(r, 0; f ◦ g − z)をできるだけシャープに評価することは最も興味ある
未解決問題の一つである．評価を与える表現として零点の収束指数 λを用いるが，
定義は有理型函数 ϕに対して

λ(ϕ) = lim sup
r→∞

log N(r, 0;ϕ)

log r

である．ここでは，Katajamäki, Kinnunen and Laine [2]に基づいて f , gがある
性質を満たすときに一つの解答を与える定理を紹介する．

Theorem 3.2.1. f は位数有限の有理型函数（次数２次以上の有理函数でもよ
い），gは下位数有限な超越整函数とする．Qは有理型函数で位数 σ(Q)が gの下
位数 σ(g)よりも小さいとする．このとき，λ(f ◦ g − Q) ≥ σ(g)が成り立つ．

証明の道具としてはWiman–Valiron理論に加えて Bank, Laine, Steinmetz達
によって成された Complex D. E.についての理論を用いる．定理の証明の前にい
くつかの結果を紹介しておく．

Lemma 3.2.2. f(z)は超越的有理型函数，aj(z), j = 0, 1, . . . , n, an(z) 6≡ 0
は f(z)に対して small29 な函数とする．

Φ(z, f) = an(z)fn + an−1(z)fn−1 + · · · + a0(z), n ≥ 2

とする．このとき

Φ(z, f) = an(z)

(
f +

an−1(z)

nan(z)

)n

の型であるか

T (r, f) ≤ N(r, f) + N

(
r,

1

Φ

)
+ S(r, f),

ここで Φ(z) := Φ(z, f(z))である．

上記のような Tumura–Clunie typeの定理は Ishizaki [1, Chapter 2], Toda [1],
Weissenborn [1]を参照されたし．次に Valiron–Mokhon’ko定理, Mokhon’ko [1]
を引用する．

29a(z)が f(z)に対して smallとは T (r, a) = o(T (r, f)), as r → ∞, r 6∈ E, m(E) < ∞が
成り立つことである．
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Lemma 3.2.3. f(z)を有理型函数，R(z, f)を f についての既約な有理函数で
その係数は f(z)に対して smallな函数とする．このとき

T (r,R) = dT (r, f) + S(r, f),

ここで R(z) = R(z, f(z)), d = degf R(z, f)である．

次に紹介する Steinmetz [1]の定理は composite functionを取り扱う際有用で
ある．実際には，Gross and Osgood [1]によって拡張された形で述べる．

Lemma 3.2.4. F0, F1, . . . , Fm は少なくともひとつが恒等的に零ではない有
理型函数，また h0, h1, . . . , hm も少なくともひとつが恒等的に零ではない有理
型函数とする．gは非定数な整函数とし，ある定数K > 0と非有界単調増加実数
値点列 {rj}があって

m∑

i=0

T (rj , hi) ≤ KT (rj , g), for each j

とする．このとき

F0(g)h0 + F1(g)h1 + · · · + Fm(g)hm = 0

が成り立つならば，少なくともひとつは恒等的に零でない多項式 P0, P1, . . . , Pm

があって
P0(g)h0 + P1(g)h1 + · · · + Pm(g)hm = 0

が成り立つ．加えて，少なくともひとつは恒等的に零でない多項式 Q0, Q1, . . . ,
Qm があって

F0Q0 + F1Q1 + · · · + FmQm = 0

が成り立つ．

Gross and Osgood [2], [3] には更に一般化された形で述べられている．次に
Malmquist–Yosidaの定理を紹介する．

Lemma 3.2.5. R(z, w) を w の有理函数で係数は有理型函数とする．微分方
程式

w′ = R(z, w)

が許容解 w(z) (R(z, w)の係数は w(z)に対して small)を持つならば，方程式は
Riccati方程式である．特に N(r, w) = S(r, w)ならば R(z, w)は wについての一
次式である．

次に Hayman–Milesの定理を紹介する．
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Lemma 3.2.6. F は超越的有理型函数でK > 1とする．このとき upper loga-
rithmic densityが高々

δ(K) := min{(2eK−1 − 1)−1, (1 + e(K − 1)) exp(e(1 − K))}

である集合M(K)があって，任意の正整数 qに対して

lim sup
r→∞

r 6∈M(K)

T (r, F )

T (r, F (q))
≤ 3eK

が成り立つ．

近代的なMalmquist–Yosida–Steinmetz typeの理論はLaine [2, Chapter 9–14],
Ishizaki [1]に詳しいが，ここではRiccati方程式についてのBank, Gundersen and
Laine [1]の結果を引用する．Riccati方程式は正規化されて

(3.2.1) u′ = u2 + A(z)

の形に書ける．A(z)が２重の極 z0 を持つとき z0 の近くで

A(z) =
β

(z − z0)2
+ . . . , β 6= 0

と書けるとする．βの性質がRiccati方程式の有理型函数解の個数と関係があるわ
けである．β の条件を与える整数の集合 B は次で定義される：

B := {1 − n2 | nは２以上の整数 }.

Lemma 3.2.7. Riccati方程式 (3.2.1)に関して A(z)が少なくともひとつの２
重の極を持つとする．もし 4β 6∈ B なる２重の極があるとするならば，(2.3.1)は
高々２つの異なった有理型函数解を持つ．更に，A(z)が 4β = 1なる２重の極を
持つならば有理型函数解は高々１つである．

Lemma 3.2.8. Riccati方程式 (3.2.1)が少なくとも３つの有理型函数解 u1, u2,
u3を持つとするならば，(3.2.1)は異なった有理型函数解の one-parameter family
(uC)C∈Cを持つ．また，任意の有理型函数解はひとつを除いてこの familyに含ま
れる．

最後に，有理型函数の growth を取り扱うときに有用である Bank [1], Hay-
man [3]の定理をそれぞれ紹介する．

Lemma 3.2.9. g : (0,∞) → R, h : (0,∞) → Rは単調非減少函数で g(r) ≤
h(r), r 6∈ E, Lm(E) < ∞とする．このとき，任意の β > 1に対してある r0 > 0
があって g(r) ≤ h(rβ)が全ての r > r0 について成り立つ．
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Lemma 3.2.10. φは整函数で σ(φ) < ∞とする．

G := {r ≥ 1 | T (4r, φ) ≥ δT (r, φ)}, δ > 1

とすると

log dens G ≤ σ(φ) log 4

log δ
.

Proof of Theorem 3.2.1. 定理の主張が正しくない，即ちλ(f◦g−Q) < σ(g)
と仮定して矛盾を導く．f1, f2 は共通零点を持たない位数有限の二つの整函数で
f = f1/f2 とする．

f1 ◦ g − Q(f2 ◦ g) = (f2 ◦ g)(f ◦ g − Q)

と書くことで f1 ◦ g − Q(f2 ◦ g) の零点は f ◦ g − Q の零点か f2 ◦ g の零点で
ある．後者の場合 Q は f2 ◦ g の零点と同じ位数の極を持たなければならない．
λ(1/Q) ≤ σ(Q) < σ(g)かつλ(f ◦g−Q) < σ(g)なのでλ(f1◦g−Q(f2◦g)) < σ(g)
である．f1 ◦ g − Q(f2 ◦ g)の零点と極より構成される canonical productsを π1,
π2 とすると

(3.2.2) f1 ◦ g − Q(f2 ◦ g) =
π1

π2
eα =: πeα, α 整函数

と書けて

σ(π1) = λ(π1) = λ(f1 ◦ g − Q(f2 ◦ g)) < σ(g)

σ(π2) = λ(π2) ≤ λ(1/Q) < σ(g)

である．よって
σ(π) ≤ max{σ(π1), σ(π2)} < σ(g).

ゆえに，T (r,Q) = S(r, g), T (r, π) = S(r, g)が得られる．これらの評価を基に (i):
f(z)が有理函数の場合, (ii): f(z)が超越的の場合，に分けて (3.2.2)を評価して
いくことにする．

(i) f1, f2を互いに素な多項式で f = f1/f2, n := max{deg f1,deg f2} ≥ 2と書
くことにする．

f1(z) = anzn + · · · + a1z + a0,

f2(z) = bnzn + · · · + b1z + b0,

ここで，an 6= 0か bn 6= 0. αj := aj − Qbj , j = 0, 1, . . . , nとすれば，(3.2.2)
より

(3.2.3) αngn + · · · + α1g + α0 = πeα, α0 6≡ 0.
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Lemma 3.2.2より，(3.2.3)の左辺は

(3.2.4) αngn + · · · + α1g + α0 = αn

(
g +

αn−1

nαn

)n

の形でなくてはならない．Lemma 3.2.3より，(3.2.4)の両辺は gの多項式として
一致していなければならない．gn−k, k = 2, . . . , nの係数を比較して

(3.2.5)
αn−k

αn
=

(
n
k

)(
αn−1

nαn

)k

, k = 2, . . . , n

まず，αn−1 6≡ 0が示せる．実際，αn−1 ≡ 0とすると (3.2.4)より

αn−2g
n−2 + · · · + α0 ≡ 0,

これは，αn−2 = · · · = α0 ≡ 0を示す．αj = aj−Qbjなので，an−1 = · · · = a0 = 0
かつ bn−1 = · · · = b0 = 0．これは f が既約な２次以上の有理函数であることに反
する．(3.2.5)より

(3.2.6)
an−2 − Qbn−2

an − Qbn
=

1

n2

(
n
2

)(
an−1 − Qbn−1

an − Qbn

)2

.

仮に，(3.2.6)の両辺が定数でないとすると，Lemma 3.2.3より

T (r,Q) + O(1) = 2T (r,Q),

これは矛盾．それゆえ

an−1 − Qbn−1

an − Qbn
≡ c1, for some constant c1

Qは非定数だから，an−1 = c1an, bn−1 = c1bn．同様に，(3.2.5)よりある定数 ck,
k = 2, . . . , nがあって，an−k = ckan, bn−k = ckbn．結局，

f1(z) = anzn + · · · + a1z + a0 = an(zn + c1z
n−1 + · · · + cn),

f2(z) = bnzn + · · · + b1z + b0 = bn(zn + c1z
n−1 + · · · + cn),

これは，f が定数であることを示す．矛盾である．
(ii) f が超越的で位数有限とする．まず，ある定数 cに関して

(3.2.7) T (r, α) ≤ cT (4r, g), r /∈ E

を示す．Lemma 1.4.4より

M(r, eα) = exp((1 − o(1))M(r, α)), r 6∈ E
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であり，(1.2.8)より f が位数有限であることを考慮すれば，ある β > 1に対して

eT (r,α) ≤ M(r, α) = (1 + o(1)) log M(r, eα) ≤ 4T (2r, eα)

≤ 5T (2r, f1 ◦ g) + 5T (2r, f2 ◦ g) ≤ 5 log M(2r, f1 ◦ g) + 5 log M(2r, f2 ◦ g)

= 5 log M((1 + o(1))M(2r, g), f1) + 5 log M((1 + o(1))M(2r, g), f2)

≤ M(2r, g)β = eβ log M(2r,g) ≤ e3βT (4r,g)

が r 6∈ E に対して成立する．これは，(3.2.7)を意味する．
次に

(3.2.8) T (r, g) = S(r, α′)

を示す．仮に，(3.2.8)が正しくないとすると，あるK > 0とある集合 I ⊂ [1,∞),
m(I) = ∞があって

(3.2.9) T (r, α′) ≤ KT (r, g), r ∈ I.

(3.2.2)を微分して eα を消去して，γ := π′/π + α′ とおくと

(2.3.10) g′f ′
1(g) − Qg′f ′

2(g) − γf1(g) + (γQ − Q′)f2(g) = 0.

Lemma 3.2.4を (3.2.10)に適応して，少なくともひとつは恒等的に零でない多項
式 φ1, . . . , φ4 が存在して

(3.2.11) φ1f
′
1 + φ2f1 + φ3f

′
2 + φ4f2 = 0.

φ1 6≡ 0か φ3 6≡ 0であることが解る．もし共に零とすると

f =
f1

f2
= −φ4

φ2

となって f が有理函数となって矛盾である．
φ1 6≡とする．(3.2.11)から

(3.2.12) φ1(g)f ′
1(g) + φ2(g)f1(g) + φ3(g)f ′

2(g) + φ4(g)f2(g) = 0.

(3.2.10)と (3.2.12)から f ′
1(g)を消去して

(3.2.13) (γφ1(g) + g′φ2(g))f1(g) + (Qg′φ1(g) + g′φ3(g))f ′
2(g)

+ (g′φ4(g) − γQφ1(g) + Q′φ1(g))f2(g) = 0.

再び，Lemma 3.2.4，より同時に零になることのない多項式 ψ1, ψ2, ψ3 があって

(3.2.14) ψ1f1 + ψ2f
′
2 + ψ3f2 = 0.
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よって

(3.2.15) ψ1(g)f1(g) + ψ2(g)f ′
2(g) + ψ3(g)f2(g) = 0.

明らかに，ψ2 6≡ 0であり，Lemma 3.2.3より Qφ1(g) + φ3(g)は恒等的に零では
ない，ゆえに f ′

2(g)を (3.2.13)と (3.2.15)から消去して

(3.2.16) Gf1(g) + Hf2(g) = 0,

ここで

G = γφ1(g)ψ2(g) + g′(φ2(g)ψ2(g) − Qφ1(g)ψ1(g) − φ3(g)ψ1(g)),

H = Q′φ1(g)ψ2(g) − γQφ1(g)ψ2(g)

+ g′(φ4(g)ψ2(g) − Qφ1(g)ψ3(g) − φ3(g)ψ3(g)).

仮に，GとH が共に恒等的に零でなければ，(3.2.16)より

f1(g)

f2(g)
= f ◦ g = −H

G
,

これは
T (r, f ◦ g) = O(T (r, g)), as r → ∞, r ∈ I

これは，矛盾である．よって

γφ1(g)ψ2(g) + g′(φ2(g)ψ2(g) − Qφ1(g)ψ1(g) − φ3(g)ψ1(g)) = 0,

Q′φ1(g)ψ2(g) − γQφ1(g)ψ2(g)

+ g′(φ4(g)ψ2(g) − Qφ1(g)ψ3(g) − φ3(g)ψ3(g)) = 0.

γ を消去して P1 := φ3ψ3 − φ4ψ2, P2 := φ3ψ1 − φ2ψ2 + φ1ψ3, P3 := φ1ψ1 とお
くと

g′(P1(g) + QP2(g) + Q2P3(g)) = φ1(g)ψ2(g)Q′.

上式の右辺は恒等的に零ではないから

(3.2.17) g′ =
φ1(g)ψ2(g)Q′

P1(g) + QP2(g) + Q2P3(g)
.

上式の右辺は gについて既約であることが Katajamäki, Kinnunen and Laine [1,
p. 67]と同様に示される．

Lemma 3.2.5より，(3.2.17)の右辺の分母は gに無関係でなくてはならない，即
ち P1, P2, P3は定数でなくてはならない．また deg φ1(g)ψ2(g) ≤ 1である．更に，
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Lemma 3.2.6より，φ1ψ2 は定数ではありえない．ゆえに，φ1(z)ψ2(z) = az + b,
a 6= 0である．
一方，(3.2.11)と (3.2.14)より

(3.2.18)





f ′
1 =

φ3ψ1 − φ2ψ2

φ1ψ2
f1 +

φ3ψ3 − φ4ψ2

φ1ψ2
f2

f ′
2 = −ψ1

ψ2
f1 −

ψ3

ψ2
f2

(3.2.18)を

f ′ =

(
f1

f2

)′

=
f ′
1

f2
− f ′

2

f2
f

に代入して

f ′ =
φ3ψ3 − φ4ψ2

φ1ψ2
+

φ3ψ1 − φ2ψ2 + φ1ψ3

φ1ψ2
f +

ψ1

ψ2
f2.

ゆえに，f は微分方程式

(3.2.19) f ′ =
P1 + P2f + P3f

2

az + b

を満たす．P3 6≡ 0である，なぜならば，否定すれば f は微分方程式 (az + b)f ′ =
P1 + P2f を満たす，即ち f は有理函数となる．標準的な変換

f =
az + b

P3
u − P2

2P3
+

a

2P3

で Riccati方程式 (3.2.19)は

(3.2.20) u′ = A(z) + u2

に帰着される，ここで

A(z) =
4P1P3 − P 2

2 + a2

4a2(z + b/a)2

である．
(3.2.20)の解が超越的か有理函数かは対応する (3.2.19)の解のそれと一致する．

4β := (4P1P3−P 2
2 +a2)/a2として３つの場合をそれぞれ考察する．Lemma 3.2.7

より，先ず，4β = 1のときは (3.2.20)は高々一つの有理型函数解を持つ．よって，
(3.2.19)は丁度ひとつの有理型函数解を持つ．この解は定数でなくてはならない，
実際には P1 + P2z + P3z

2 = 0の根（重根）がそれである．これは矛盾．次に，
4β 6= 1 − m2, for any m ∈ Zのときは，再び Lemma 3.2.7より，(3.2.20)は高々
２つの有理型函数解を持つ，この解は定数である，実際には P1 + P2z + P3z

2 = 0
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の根である．これは矛盾．最後に，4β = 1 − m2 for some m ∈ Z \ {0}のときに
は，(3.2.20)は解

u(z) =
a

2

m − 1

az + b

と

uC(z) =
a

2

C(m − 1) − (m + 1)(az + b)m

(az + b)(C + (az + b)m)
, C ∈ C

を持つ．Lemma 3.2.8より，(3.2.20)の解はこの形に限る．即ち，有理函数である．
φ1 ≡ 0の場合には，f ′

2(g)を (3.2.10)と (3.2.12)から消去して評価することで，
議論の大きな変更の必要なく証明できる．ゆえに，(3.2.8)が成り立つ．

(3.2.7)と (3.2.8)より，r /∈ E なる rに関して

T (r, α) ≤ cT (4r, g) = o(1)T (4r, α′) ≤ o(1)(1 + o(1))T (4r, α) = o(1)T (4r, α)

が成り立つ．(3.2.7)と Lemma 3.2.9より，与えられた β > 1に対して rを十分大
きく取れば

(3.2.21) T (r, α) ≤ cT (rβ , g)

が成り立つ．σ(g) < ∞なので，(3.2.21)から σ(α) < ∞が従う．

G := {r ≥ 1 | T (4r, α) ≥ δT (r, α)}

とおいて，Lemma 3.2.10を用いれば，δ > 4σ(α) なる δに関して

log dens G ≤ σ(α) log 4

log δ
< 1

とできる．J := [1,∞) \ Gとすれば，log dens J > 0．それゆえ，Lm(J) = ∞
(Hayman [3, p. 97]参照)．ゆえに，r ∈ J \ E なる rについて

T (r, α) < o(1)δT (r, α)

が成り立ち，矛盾である． ¤



Section 3.2. The Katajamäki–Kinnunen–Laine theorem
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à une région donnée, Acta Soc. Sci. Fennicae (Nova Series A) (2) 2 (1933), 1–17.
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287–343.
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Katajamäki, K., L. Kinnunen and I. Laine

[1] On the value distribution of composite entire functions, Complex Variables Theory Appl.

20 (1992), 63–69.

[2] On the value distribution of some composite meromorphic functions, Bull. London Math.

Soc. 25 (1993), 445–452.

Kjellberg, B. O.

[1] On the minimum modulus of entire functions of lower order less than one, Math. Scand.
8 (1960), 189–197.

Laine, I.

[1] On the behavior of the solution of some first order differential equations, Ann. Acad. Sci.

Fenn. Ser. A I 497 (1971).

[2] Nevanlinna theory and complex differential equations, W. Gruyter, Berlin–New York,
1992.

Langley, J. K.

[1] On the fixpoints of composite entire functions of finite order, Preprint.

Lyubich, M. Yu.

[1] The dynamics of rational transforms: the topological picture, Russian Math. Surveys 41

4 (1986), 43–117.



References

Mokhon’ko, A. Z.

[1] The Nevanlinna characteristics of certain meromorphic functions, [Russian, Teor. Funk-
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