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1 導入

本講演では，複素領域での多項式係数線型差分方程式の有理型函数解の存在定理と増大

の位数の関係について，これまでの先行研究と最近の結果を踏まえて報告する。線型・

非線型によらず複素平面上での差分方程式に代表される離散函数方程式の可積分性の判

定には様々な方法が知られている*4*5。

線型差分方程式の解の存在定理については，Nörlund [48], Praagman [49]などの
成果が知られているが，解の函数論的性質を知る情報はあまり得られない。ここでは，

Nevanlinna理論と2項級数（binomial series）を用いた有理型函数解の構成法を紹介する。
函数 f に対して，差分作用素を∆f(z) = f(z + 1) − f(z)で定義する。∆0f = f と

し，自然数 nに対して高階差分を∆nf(z) = ∆(∆n−1f(z))で与える。次に，下降階乗冪
（falling factorial）を z0 = 1,

zn = z(z − 1) · · · (z − n+ 1) = n!

(
z
n

)
, n = 1, 2, 3, . . . (1.1)

とする。下降階乗冪について，微分演算の (zn)′ = nzn−1に対応する特徴的な公式

∆zn = (z + 1)n − zn = nzn−1 (1.2)

が成立する。下降階乗冪を用いて表される形式級数

Y (z) =
∞∑
n=0

anz
n, an ∈ C, n = 0, 1, 2, . . . (1.3)

を以下で評価をしていく。任意に固定された zに対して，
∑∞

n=0 |an||zn|が収束するとき，
(1.3)の Y (z)は zにおいて絶対収束すると言う。ここでは，Y (z)の極限函数を y(z)と
表す。複素数列 {αn}に対して，{αn}の特徴を表す値として

χ({αn}) = lim sup
n→∞

n log n

− log |αn|
(1.4)
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growth, entire and meromorphic functions, difference Riccati equation
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*4判定法には，連続極限法，Nevanlinna理論，特異点拘束法，代数的エントロピー法などがある。例
えば [1], [16], [17], [18]などを参照のこと。

*5一般の差分方程式の解説書には [32], [33]などがある。
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を定義する*6。今回の講演の主定理は

定理 1.1 ([26, Theorem 1.1]) 形式級数 (1.3)において χ({an}) < 1とする。このとき，
Y (z)はC上の任意のコンパクト集合上一様に整函数 y(z)に収束する。さらに，y(z)の
増大の位数*7は，χ({an})と一致する。

2 準備

先ず，Eulerの Γ函数の性質を思い起こす*8

Γ(z) = lim
n→∞

(n− 1)! nz

z(z + 1) · · · (z + n− 1)
. (2.1)

上式 (2.1)において zのところを−zで置き換えて

zn =
(−1)n(n− 1)!n−z

Γ(−z)
(1 + o(1)) =

(−1)nn!

Γ(−z)n1+z
(1 + o(1)), n → ∞ (2.2)

を得る。Γ函数はCで零点を持たないことから，(2.2)より，次の補題を得る：

補題 2.1 任意の z ∈ C \ Nに対して

|zn| ∼ n!

n1+ℜz
, n → ∞

が成り立つ*9*10。

次に，下降階乗巾 znと単項式 znの関係を記述する Stirling数の性質について復習する。
n ≥ 2を整数として

zn = zn +
n−1∑
j=1

ηj,n z
j, (2.3)

*6第 7節 第 7.4項を参照のこと。
*7複素平面上で有理型函数 f に対して，f の増大の位数は

ρ(f) = lim sup
r→∞

log T (r, f)

log r

で与えられる。特に，f が整函数の場合は，ρ(f) = lim supr→∞ log logM(r, f)/ log rと表すことができ
る。ここで，T (r, f)は Nevanlinnaの特性函数で，M(r, f) = max|z|=r |f(z)|である。第 7節 7.4項も参
照のこと。

*8例えば，[44, p. 257], [59, p. 237]などを参照のこと。
*9{ϕn}と {ψn}を正値数列とする。n → ∞のとき，ϕn = O(ψn)と ψn = O(ϕn)が共に成立するとき

ϕn ∼ ψn と表す。
*10記号 ℜzで複素数 zの実部を表す。
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ここで，ηn,n = 1，η0,n = 0とする。このとき，ηj,nは漸化式

ηj,n+1 = ηj−1,n − n ηj,n, 1 ≤ j ≤ n (2.4)

満たす。また，

zn = zn +
n−1∑
k=1

η̃k,n z
k, (2.5)

ここで，η̃n,n = 1, η̃0,n = 0とする。η̃j,n = 0について

η̃k,n+1 = η̃k−1,n + k η̃k,n, 1 ≤ k ≤ n (2.6)

が成立する。式 (2.3)の ηj,nと式 (2.5)の η̃k,nはそれぞれ znに関する第 1種，第 2種の
Stirling数と呼ばれている。

補題 2.2 （[26, Lemma 2.2]） 第 1種，第 2種の Stirling数に対して，以下の評価式が
成り立つ

|ηj,n| ≤
(
(n− 1)!

(j − 1)!

)2
1

(n− j)!
, 1 ≤ j ≤ n, (2.7)

|η̃k,n| ≤
(
(n− 1)!

(k − 1)!

)2
1

(n− k)!
, 1 ≤ k ≤ n. (2.8)

3 定理 1.1の証明

定理 1.1の証明の前に，Stirlingの公式を思い出しておく

n! ∼ nn

√
2πn

en
, n → ∞ (3.1)

この公式は，(1.3)の {an}の漸近評価に役立つ*11。

定理 1.1の証明 先ず，形式級数Y (z)が整函数 y(z)に収束することを示す。(1.4)より，
任意の ε > 0に対して，十分大きな nに関して

n log n

− log |an|
≤ χ({an}) + ε

が成り立つ。正数 εを χ({an}) + ε < 1を満たすように十分小さく選ぶ。簡単のため，

γ = 1/(χ({an})+ε) > 1と置く。このとき，十分大きなnに対して |an| < n−γnが成り立

つ。定義から，znは大きな自然数 nでは零になるので，zが非負の整数であれば，Y (z)

は zにおいて収束する。以下では，zは自然数でないとする。補題 2.1と (3.1)より，

|an||zn| ≤ n−γn n!

n1+ℜz
∼

√
2πn

en
1

n1+ℜz
n(1−γ)n (3.2)

*11例えば，[56, p. 58], [59, p. 253]などを参照のこと。
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を得る。式 (3.2)の右辺に d’Alembert’sの判定法*12を用いて，Y (z)は y(z)にC上広義
一様収束することが解る。

次に，ρ(y)が χ({an})と一致することを示す。整函数 yをTaylor展開して

y(z) =
∞∑
n=0

bnz
n, bn ∈ C, n = 0, 1, 2, . . . (3.3)

と表すと，(1.3)と (2.3)から

y(z) =
∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

an

(
n∑

j=0

ηj,nz
j

)
=

∞∑
n=0

(
∞∑
k=n

akηn,k

)
zn (3.4)

となる。ここで，ηn,n = 1, ηn,0 = 0である。また，(3.3)と (3.4)より，bn =
∑∞

k=n akηn,k
が得られる。補題 2.2の (2.7)と (3.1)より，

|bn| ≤
∞∑
k=n

|ak||ηn,k| ≤ K1

∞∑
k=n

k−γk

(
(k − 1)!

(n− 1)!

)2
1

(k − n)!

= K1
n2

(n!)2

∞∑
k=n

k−γk (k!)
2

k2

1

(k − n)!

≤ K2
n2

(n!)2

∞∑
k=n

k−γk 1

k2

(
k2kk

e2k

)(
k−kek

kn

√
k

)
= K2

n2

(n!)2

∞∑
k=n

k(1−γ)k kn

k
√
kek

を得る。ここで，K1, K2は正定数である。γ > 1であること，kn/ekは k ≥ nに関して
減少することから，

|bn| ≤ K3
n2

(n!)2

∞∑
k=n

n(1−γ)kn
n

en
≤ K4

n2

(n!)2
n(1−γ)nn

n

en
,

が導かれる。ここで，K3, K4は正定数である。再び，(3.1)を用いて

|bn| ≤ K5n
2

(
en

nn
√
n

)2

n(1−γ)nn
n

en
= K5

nen

nγn
(3.5)

を得る。ここで，K5は正定数である。Lindelöf–Pringsheimの定理
*13と (3.5)より ρ(y) ≤

χ({an})が示させる。

*12例えば，[59, p. 22]などを参照のこと。
*13第 7節 7.4項を参照のこと。
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反対方向の不等号 ρ(y) ≥ χ({an})について以下で説明する。Lindelöf–Pringsheimの

定理から，ε > 0を小さく選べば，十分大きな nに対して，|bn| < n−γ̃nが言える。ここ

で，γ̃ = 1/(ρ(y) + ε) > 1である。それゆえ，

y(z) =
∞∑
n=0

bnz
n =

∞∑
n=0

bn

(
n∑

k=0

η̃k,nz
k

)
=

∞∑
n=0

(
∞∑
k=n

bkη̃n,k

)
zn

が成り立つ。ここで，η̃n,n = 1, η̃n,0 = 0である。ゆえに，an =
∑∞

k=n bkη̃n,kを得る。同
様の議論を補題 2.2の (2.8)について行えば，ある正数K > 0に対して

|an| ≤
∞∑
k=n

|bk||η̃n,k| ≤ K
nen

nγ̃n

が成り立つことが解る。式 (1.4)より，χ({an}) ≤ ρ(y)を得る。以上より，定理 1.1は証
明された。 □
正定数Kと定数 a ̸= 0が存在して，(1.3)において an = Kan/n!が成り立つならば，

(1.4)より χ({an}) = 1 が成立する。補題 2.1より，ある正定数 K̃ があり，|an||zn| ≤
K̃|an|/n1+ℜzが得られる。したがって，定理 1.1の証明と同様の議論から，次の系が導
かれる。

系 3.1 正定数Kが存在して，十分大きな nに対して，|an| ≤ K/n!が成り立つとする。
このとき，(1.3)の形式級数 Y (z)は，右半平面ℜz > 0において広義一様収束する。

nを自然数とし，函数 f に対して，f(z+ n)を f(z)の n-thシフト (shift)と言い，特
に f(z+1)を単に f(z)のシフトと呼ぶ。差分作用素∆で表現された差分方程式は，必要
に応じて，シフトで表現することも可能で，この逆も可能である*14。定理 1.1と系 3.1
の差分方程式への応用として，次の系を得る。

系 3.2 kを自然数，R(z, y1, . . . , yk)を有理函数を係数とする y1, . . . , ykの有理函数とす
る。差分方程式

y(z) = R(z, y(z + 1), . . . , y(z + k)) (3.6)

が (1.3)で表される形式級数解 Y (z)を持つとする。もし，χ({an}) < 1，または，ある
正定数Kがあり |an| ≤ K/n!が十分大きな nに対して成り立つならば，(3.6)はC上有
理型な解を持つ。

4 例

差分方程式を満たす 2項級数の例を紹介する前に，基本的な計算の道具を上げておく。

*14第 7節 7.1項を参照のこと。
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補題 4.1 Y (z)を (1.3)で与えらる形式級数とする。このとき，

zY (z) =
∞∑
n=1

(nan + an−1)z
n, z∆Y (z) =

∞∑
n=1

n ((n+ 1)an+1 + an) z
n,

z∆2Y (z) =
∞∑
n=1

n(n+ 1) ((n+ 2)an+2 + an+1) z
n

が成り立つ。

ここでは，1階および 2階の線型差分方程式の例を紹介する*15。

Example 4.1 λ( ̸= 0, −1), |λ| ≤ 1を定数とし，差分方程式

∆y(z) = λy(z) (4.1)

を考える。(4.1)の (1.3)で与えられる形式級数の係数は (n+1)an+1 = λanを満たす。し
たがって，任意に与えられる a0により，an = a0λ

n/n!と記述される。(1.4)を使い計算
をするとχ({a0λn/n!}) = 1である。系 3.2と λについての仮定から，(4.1)はC上有理型
函数解を持つことが解る。実際，Y (z) = a0

∑∞
n=0(λ

n/n!)znは少なくとも右半平面で広
義一様収束する。これを (4.1)を用いて複素平面全体に解析接続すればよい。実際，函
数 a0(1 + λ)zの右半平面での 2項級数表現を与えている。

Example 4.2 2階線型差分方程式

(4z + 6)∆2y(z) + 3∆y(z) + y(z) = 0 (4.2)

を考える。先ず，(1.3)で与えられる (4.2)の形式級数を求める。(1.2)と補題 4.1を用いて

4
∞∑
n=1

n(n+ 1)((n+ 2)an+2 + an+1)z
n + 6

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)an+2z
n

+ 3
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n +

∞∑
n=0

anz
n = 0

が導かれる。この関係式から，漸化式

2(n+ 2)(n+ 1)(2n+ 3)an+2 + (n+ 1)(4n+ 3)an+1 + an = 0, n ≥ 0

を得る。ここで，An = 2(n+ 1)(2n+ 1)an+1 + an, n ≥ 0と置くと

(n+ 1)An+1 + An = 0, n ≥ 0 (4.3)

*153 階，4 階さらに一般の階数の線型差分方程式の例や関連のある結果は，[29, Example 6.1], [28,
Example 7.1, 7.2, 7.3, Theorem 6.1]などを参照のこと。
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に至る。更に，2a1 + a0 = 0を仮定すると，A0 = 0となる，ゆえに (4.3)より，An = 0,
n ≥ 0を得る。ゆえに，

2a1 + a0 = 0, 2(n+ 1)(2n+ 1)an+1 + an = 0, n ≥ 0 (4.4)

である。これから，an = (−1)n/(2n)!, n ≥ 0を得る。この anを係数として記述される
(1.3)の形式級数の収束を考察する。(1.4)と (3.1)を用いて χ({an})を計算すると

χ({an}) = lim sup
n→∞

n log n

log |(2n)!|
=

1

2

となる。定理 1.1より，(4.4)を満たす形式級数 (1.3)でC上広義一様収束するものが存
在することが示される。

5 差分方程式の解の位数

この節では，線型差分方程式の有理型函数の増大の位数について考察する。先ず，多項

式係数線型差分方程式

ap(z)∆
py(z) + · · ·+ a1(z)∆y(z) + a0(z)y(z) = 0, ap(z) ̸≡ 0 (5.1)

について，知られている結果を紹介しておく。ここで，aj(z)は多項式で，次数は Aj,
j = 0, 1, . . . , pとしておく。

Nj = {(x, y) ; x ≥ j, y ≤ Ap−j − (p− j)}, 0 ≤ j ≤ p

とし，(5.1)の Newton polygonをN =
∪p

j=0Nj の convex hullで定義する。(5.1)の整

函数解の増大の位数はNewton polygonと関連付けて考察されて来た。以下で述べる定
理 5.1は [29, Theorem 1.1]においては，位数についての条件 ρ(y) < 1/2のもとで示さ
れた。Chiang–Fengは [11]において位数についての条件を改善した。

定理 5.1 [11, Theorem 4] 線型差分方程式 (5.1)の整函数解 yが増大の位数について
ρ(y) < 1を満たすとする。このとき，ρ(y)は有理数で (5.1)のNewton polygonの傾きの
いずれかと一致する。更に，

logM(r, y) = Lrρ(y)(1 + o(1)),

が成り立つ。ここで，L > 0は正定数でM(r, y) = max|z|=r |y(z)|である。

Remark 5.1 例 4.2において，線型差分方程式 (4.2)を考察した。2項級数で表される
(4.2)の形式解 Y (z)は整函数 y(z)に収束することを示した。更に，定理 1.1を用いて，
増大の位数 ρ(y)は 1/2であることを証明した。実際に，(4.2)の Newton polygonを描
いてみることで，1/2が唯一の傾きであることが確認される。
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Figure 1: Remark 5.1

6 差分Riccati方程式

ここでは，応用の 1つとして差分Riccati方程式

f(z + 1) =
f(z) + A(z)

1− f(z)
(6.1)

の増大の位数を考察する。ここで，A(z)は有理函数とする。文献 [23, Theorem 3.1]に
おいて，もし (6.1)が有理函数解を持たないならば，(6.1)は増大の位数 1/2未満の超越
的有理型函数解を持たないことを証明した。Chen–Shonは [7, Theorem 1.1]でもし (6.1)
が有理函数解を持つならば，全ての超越的有理型函数解の増大の位数は 1以上であるこ
とを示した。実際に，[23, Example 3.1]において，差分Riccati方程式 (6.1)で有理函数
解を持ち，位数が 1以上の超越的有理型函数解を持つものを構成した。しかしながら，
差分 Riccati方程式 (6.1)が増大の位数 0 ≤ ρ(f) < 1なる超越的有理型函数解 f を持つ
かどうかは未解決問題であった。以下で，増大の位数 1/2を超越的有理型函数解に持つ
差分Riccati方程式を構成する。補題を用意する。

補題 6.1 a( ̸= 0), b, cを複素定数とする。線型差分方程式

(az + b)∆2y(z) + c∆y(z) + y(z) = 0 (6.2)

が超越整函数解 yを持ち，ρ(y) < 1であれば

f(z) =
2(az − a+ b)

2az − 2a+ 2b− c

(
−∆y(z)

y(z)

)
+

c

2az − 2a+ 2b− c
(6.3)

は

A(z) =
4az − 4a+ 4b+ 2ac− c2

(2az + 2b− c)(2az + 2b− 2a− c)
(6.4)

とする差分Riccati方程式 (6.1)を満たす。更に，ρ(f) = 1/2である。

補題 6.1の証明 文献 [24, p. 111], [42, §7]で利用した変換法を採用する。実際，g(z) =
−∆y(z)/y(z)と置くと，∆2y = −y(z)∆g(z) + g(z + 1)g(z)y(z)となる。これらの関係
式と (6.2)を併せることで，g(z)は

g(z + 1) =
1 + (az + b− c)g(z)

az + b− (az + b)g(z)
(6.5)
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を満たすことが解る。函数 f(z)を (6.3)で定義すれば，(6.3)と (6.5)から，A(z)として
(6.4)を伴う (6.1)を得る。Valiron–Mohon’koの定理*16から，T (r, f) = T (r, g)+O(log r),
r → ∞を得る。また，T (r, g) ≤ T (r, y) + T (r, y) + O(1), r → ∞である。ここで，
y(z) = y(z+1)である。条件よりρ(y) < 1であるから，T (r, y) = T (r, y)(1+o(1)), r → ∞,
r ̸∈ Eである。ここで，E ⊂ Rは対数測度有限な除外集合である*17。更に，定理 5.1と値分
布論についての議論 [21, pp. 259–261], [29, Remark 1.2]より，T (r, y) = T (r, y)(1+o(1)),
r → ∞である。したがって，ρ(f) = ρ(g) ≤ ρ(y) = 1/2を得る。
一方，[15, Theorem 4.2]により，ρ(y) = λ(y)である。ここで，λ(y)は函数 yの零点

の収束指数*18である。周期的な yの零点 z, y(z) = y(z + 1) = 0は有限個である。もし
仮に無限個あるとすれば，(6.2)より，ある z0で全ての自然数 jに対して y(z0 + j) = 0
なるものが存在する。これは，ρ(y) ≥ λ(y) ≥ 1を意味し矛盾である。したがって，
1/2 = λ(y) = λ(1/f) ≤ ρ(f)である。以上より，ρ(f) = 1/2が証明された。 □

命題 6.1 差分Riccati方程式 (6.1)には，ρ(f) = 1/2を満たす超越的有理型函数解を有
するものが存在する。

命題 6.1の証明 例 4.2で取り上げたように，2階線型差分方程式 (4.2)は増大の位数
1/2となる超越整函数解を持つ。補題 6.1から，(6.1)で

A(z) =
16z + 23

64z2 + 80z + 9

とした差分Riccati方程式は，増大の位数が 1/2となる超越的有理型函数解を持つ。 □

7 歴史的背景

ここでは，複素領域での差分方程式の研究について簡単に振り返ることにする。Ablowitz,
Halburd, Herbstの 2000年の論文 [1]でYanagihara（柳原二郎）による 1980年代の論文
[61], [62]などが取り上げられ，Nevanlinna理論の複素函数方程式への応用が呼び起こさ
れた*19。この後，2000年代の前半に，Nevanlinna理論やWiman–Valiron理論の差分類似
[8], [9, 10, 12], [18], [19]などが発表され，ある増大度に関する条件のもとにYanagihara
の結果は一般化された。

差分演算における 2項級数と整函数の値分布理論の関係について振り返る。後続の第
7.1項では，19世紀中頃の議論に遡って，差分演算における下降階乗冪の特徴と，Stirling
数の性質について紹介する。次の第 7.2項と第 7.3項では，20世紀前半のNörlund, Milne-
Thomsonらによる 2項級数と線型差分方程式への応用を解説する。更に，第 7.4項では，
19世紀後半から 20世紀初頭における整函数の増大度についての研究に触れる。これら
の結果は，第 7.5項の 2項級数と解析函数に関わるCarlsonの定理に繋がる。

*16[45], [35, Theorem 2.2.5]を参照のこと。
*17[9, Theorem 2.1], [19, Theorem 8.1]などを参照のこと。
*18λ(y) = lim supr→∞ logN(r, 1/y)/ log r，詳細は [15], [35], [46]などを参照のこと。
*19Kimura(木村俊房) [34] の影響を受けた 1978 年から 1985 年に出版された 19 編の学術論文の中で，
様々な角度から値分布理論の複素函数方程式への応用が試みられた。
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7.1 差分演算

1687年の Newtonの Principia [47]に遡る。以下で紹介する Newton級数は同氏の名前
に由来する。Boole [4, p. 61]は，NewtonのPrincipiaが補間公式を導き出そうとする最
初の文献だと述べている。Jordan [31]によれば，Taylor [55]は 1715年に差分演算につ
いて概説をし，Stirling [54]は 1730年に差分演算を円滑に進めるために Stirling数を導
入している。更に，Jordanは Eulerの差分法についての考察にも触れいてる。Eulerは
1755年の [13]の中で，現在でも幅広く用いられている差分演算の記号∆を導入してい
る*20。

第 2節において，Stirling数の性質を復習した。漸近的な関係式 (2.4)と (2.6)は，Stir-
ling数における所謂Pascal ruleとして知られている*21。Stirling数の記号は，研究者に
より様々であり，統一されている感じはしない。このことは，下降階乗巾についても同

様である*22。

第 1節の導入で述べたように，下降階乗巾は (1.1)で定義され，微分演算の (zn)′ =
nzn−1に対応する公式 (1.2)を与える。下降階乗巾の記号もそれぞれの研究者により様々
である*23。一方，どの研究者も (1.2)が成立し，この公式が微分演算と差分演算を結び
つける重要な役割を演じると言及している。この予稿では，比較的近年の [2, p. 10]や
[32, p. 17]に従って (1.1)を採用している。
次に，高階差分作用素と高階シフトとの関係を記述する公式を紹介する*24。

∆nf(z) =
n∑

j=0

(
n
j

)
(−1)n−jf(z + j), (7.1)

f(z + n) =
n∑

j=0

(
n
j

)
∆jf(z). (7.2)

これらの関係式 (7.1), (7.2)は，差分方程式が差分演算子とシフトの双方で表現可能なこ
とを意味している。実際，kを自然とする。Ξ(x, x0, x1, . . . , xk)は x, x0, x1, . . . , xkの多

項式として，差分方程式

Ξ(z, y,∆y, . . . ,∆ky) = 0 (7.3)

を考える。関係式 (7.1)を用いれば，(7.3)は yのシフトを用いて

Ξ̃(z, y(z), y(z + 1), . . . , y(z + k)) = 0 (7.4)
*20Nörlundの著書 [48, pp. 244–531]は文献の取り扱いが丁寧である。特に，古典的な文献を調べる際
には有効である。
*21例えば，[2, Chapter 1]などを参照のこと。
*22例えば，Nörlundは，通常の多項式と 2項多項式（znの多項式）の関係 [48, p. 148]を議論する際に，
第 1種 Stirling数に対応するものとして (−1)j

(
n
j

)
Bn

j を用いている。Milne-Thomsonも [44, Chapter 6]に

おいて同様の問題意識で取り扱っている。また，Stirling数の (2.3)–(2.6)などの関係式は [31, pp. 142–224]
に詳しく述べられている。そこで，Jordanは第 1種 Stirling数を Sj

nで第 2種 Stirling数をSj
nで表して

いる。
*23例えば，Boole [4, p. 6]とMilne-Thomson [44, p. 25]は z(n)で factorial expressionと呼んで，下降階
乗巾を表している。Jordan [31, p. 45]は，(z)nを用いて，次数 nの factorialと呼んでいる。Nörlund [48,
p. 5, (9)]は，特に記号を設定せず z(z − 1) · · · (z − n+ 1)で議論を展開している。
*24例えば，[48, p. 4, (5), (7)など]参照のこと。
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と表せる。ここで，Ξ(x, x0, x1, . . . , xk)は x, x0, x1, . . . , xkの多項式である。逆に，関係

式 (7.2)を利用して，シフト表示の差分方程式 (7.4)は (7.3)の形で表現することが出来
る*25。

7.2 2項級数 (Newton級数，階乗巾級数)

文献 [22, p. 198], [29]に従って，この予稿では，2項級数（binomial series）と呼んできた
形式級数 (1.3)について振り返る。歴史的には，様々な呼び名がある。例えば，Boole [4,
p. 11]は，ϕ(z) = a+ bz+ cz(2)+dz(3)+ · · ·+hz(m)+ · · · を階乗巾級数と呼んでいる。こ
こで，z(m)はBooleの記号で，下降階乗巾を表している。Nörlundは，[48, p. 15, (35)]
において，級数

Fa(z) =
∞∑
n=0

∆nf(a)

n!
(z − a)n (7.5)

を取り上げている。Jordanも [31, pp. 357–368]において (1.2)を取り扱っている。更に，
Nörlundは [48, pp. 205, 222–233, (17)]で，またMilne-Thomsonは [44, pp. 57–60]に
おいて

F̃ (z) =
∞∑
n=0

ãn

(
z − 1
n

)
=

∞∑
n=0

ãn
n!

(z − 1)n, ãn ∈ C, n = 0, 1, 2, . . . (7.6)

の形でNewton級数として紹介している。これは，(7.5)で a = 1とした場合である。

7.3 2項級数の収束

本講演での問題意識の一つは 2項級数の収束である。ここでは，(1.3)または (7.6)の収
束に関する先行研究を古典的な文献から振り返る。Landau [36]は 2項級数に関しての
複素領域における収束について基礎的な研究をしている。後に，Nörlund [48, pp. 205,
257–262]やMilne-Thomson [44, Chapter 10]により (7.6)の形式級数の収束についての
考察が行われた。ここでは，[48], [44]に従って，これらの研究成果を紹介する。

定理 7.1 (Landau, Nörlund, Milne-Thomson) もし (1.3)が z = z0で収束すれば，
(1.3)は，ℜz > ℜz0なる zについて収束する。

定理 7.1は，2項級数の収束領域の分類には右半平面が適当であると主張している。
任意に εを小さな正数とする。実数λをℜz > λ+ εでは，(1.3)が収束し，ℜz < λ− εで
は (1.3)が発散する数とし，収束横座標（abscissa）と呼ぶ*26。λ = ∞のときは，(1.3)
は複素平面の全ての点で発散するとし，λ = −∞のときは，(1.3)は複素平面の全ての
点で収束すると設定する。Landauは，[36]において収束横座標 λを定める方法を見つ
けたと言われ，その後わかりやすい解説がなされている*27。これらとは別に，第 3節の

*25[25], [27]では，シフト表示を採用している。また，[27]では下降階乗冪の性質を応用している。
*26適当な日本語訳が知る限りの文献に見当たらない。
*27例えば，Milne-Thomson [44, p. 279]など参照のこと。
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系 3.2において，χ({an}) < 1のときに λ = −∞であり，χ({an}) = 1のときは，ある条
件のもとに λ ≤ 0であることを示した。仮に，差分方程式 (3.6)の形式解 Y (z) が有限な
収束横座標を持てば，系 3.2と同様の方法で複素平面上の有理型函数解が構成できる。

7.4 整函数解の増大度

19世紀に Liouville [41]は，記号M(x, y), z = x + y
√
−1を用いて矩形において複素函

数の増大を取り扱い，1847年に Liouvilleの定理の原型となる結果を示したと言われて
いる。この後，Lindelöf [40, p. 371], Phragmén–Lindelöf [50]や Wiman [60]は，記号
M(r)を用いて |z| = rにおける最大値を評価するようになる。与えられた値分布から整
函数を構成する方法は，Weierstrass [57]によりなされた。1876年のことである。この
有名なWeierstrassの定理は，全ての整函数は無限乗積で表現が可能であると言うもの
である*28。

超越整函数の増大度や値分布の研究について振り返る。多くの学術書があるが，ここで

は，[3, pp. 8–9]に沿って解説する。整函数 fに対して増大の位数（order of growth）は，

ρ = ρ(f) = lim sup
r→∞

log logM(r, f)

log r
, 0 ≤ ρ ≤ ∞

で定義される。0 < ρ < ∞のときに，整函数の増大の型（type）は，

τ = τ(f) = lim sup
r→∞

logM(r, f)

rρ
, 0 ≤ τ ≤ ∞

で定義される。増大の位数 ρが有限であることの必要十分条件は，任意の正数 εに対して

M(r, f) = O(er
ρ+ε), r → ∞. (7.7)

が成り立つことである。Nevanlinna [46, p. 30]によれば，増大度の概念は，1897年に
(7.7)のような形式から Borel [5, p. 362]により導入されたと言われている*29*30。整函

数 f のTaylor展開を

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n (7.8)

とし，

χ = lim sup
n→∞

n log n

− log |an|
(7.9)

と定義する。f の増大の位数と Taylor 展開 (7.8) との関係は，Lindelöf [38, Chapter
III], [39]により調べられ，Pringsheim [52, pp. 260–263]により深められた。特に，ρ = χ
であることは有名である*31。
*28例えば，[3, pp.18–24], [22, pp. 225–229], [43, pp. 282–285]などを参照のこと。
*29Borelはこのとき既に iterating orderの考え方を持っていたと言われている。また，Pringsheim [52,

pp. 260–263]や Lindelöf [40, pp. 373–374]も (7.7)の形式を採用している。
*30Whittakerは [58]の中で有理型函数とその差分の原始函数（和分）の増大の位数について考察してい
る。
*31例えば，[3, pp. 9–11], [30, pp. 24–25], [56, pp. 253–254]などを参照のこと。ここでは，(7.9)を

Lindelöf–Pringsheim指数，ρ = χを [30]に従い Lindelöf–Pringsheimの定理と呼ぶ。
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7.5 Carlsonの定理とNewton級数

Newton級数と複素函数論の関係を与える古典的な Carlson [6]の定理を紹介する*32。

Carlsonの定理の証明の中心的な道具は，Phragmén–Lindelöf [50]*33により得られた結
果である。ここでは，[20, pp. 328–330], [56, pp. 185–186]に従って，Carlsonの定理と
その系として，Newton級数 (7.5)への応用を紹介する。

定理 7.2 (Carlson) もし， (i) f が角領域−α < θ < α, α ≥ π/2で正則で， (ii) この
領域で |f(z)| ≤ Aekr, k < π, A > 0とし，(iii) f(n) = 0, n = 1, 2, 3, . . . とする。このと
き，f(z) ≡ 0である。

pを任意の自然数とし，F0(z)を (7.5)で a = 0とした級数とする。(1.2)から pn = 0,
n ≥ p + 1である。このことは，F0(p)は任意の pに対して収束することを示している。
(7.2)より

F0(p) =
∞∑
n=0

∆nf(0)

n!
pn =

p∑
n=0

(
p
n

)
∆nf(0) = f(p), p = 0, 1, 2, . . .

である。したがって，f(p)−F0(p) = 0, p = 0, 1, 2, . . . である。Newton級数の収束につ

いての考察から，次の系を得る*34。

系 7.1 整函数 f は増大の位数が ρ < ∞で増大の型が τ とする。もし，ρ < 1または，
ρ = 1で τ < log 2であれば，f(z) ≡ F0(z)である。すなわち，

f(z) =
∞∑
n=0

∆nf(0)

n!
zn

である。

系 7.1は，整函数 f(z)はある増大の条件のもとに，2項級数で表現されることを述べて
いる。逆に，定理 1.1は，2項級数はその係数がある条件を満たせば，整函数を与える
ことを示している。
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développement de Taylor, Darb. Bull. (2) 27 (1903), 213–226.
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