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1 序論

1970年から 1980年代に Andreevや Thurstonによって，適当な条件下では，曲面上の三角形

分割に対して幾何構造とサークルパターンの対が存在することが示された [7]．Andreevは球面幾

何の場合 [5]を，Thurstonはユークリッド幾何および双曲幾何の場合を扱っている．この修士論

文では，ユークリッド幾何におけるトーラスや球面上の三角形分割に対応するもののみを扱うこ

ととし，Andreev-Thurstonの定理について Thurstonが [6]で用いた方法を示す．また，サーク

ルパッキングを得るための Thurstonのアルゴリズムについて示す．さらに，このアルゴリズムを

サークルパターンの場合に拡張する．

まず，2.1節では閉曲面の定義から始め，サークルパターンを定義する．その他の必要な定義や

定理ついては 2.2節で述べる．次に，ユークリッド幾何におけるトーラス上のサークルパターンの

存在について 3.1節で述べる．3.1節では，まず，任意の交角（0以上 π/2以下）で交わるような任

意の半径の円の３つ組が等長写像による同型を除いて唯一存在すること（命題 3.1.2）を示し，こ

れをもとに曲面 Sr を構成する．そして，Sr がユークリッド幾何構造を持つことを，各頂点での曲

率を並べた写像 F0 について考察することにより示していく．さらに，3.2節では球面上のサーク

ルパターンの存在について述べる．球面上のサークルパターンの存在を，トーラス上のサークルパ

ターンの存在を示した方法を利用して証明していく．具体的には正三角形を２つ貼り合わせた曲面

SE や立体射影を用いる．

このように，トーラスや球面上のサークルパターンの存在について示した後，球面上のサークル

パッキングを求めるための Thurstonのアルゴリズムについて 4.1節で述べる．さらに，このアル

ゴリズムの収束性の議論はサークルパターンの場合にも適用可能であるため，適用の仕方を 4.2節

で述べる．そして，具体的な三角形分割に対して，このアルゴリズムを Pythonを用いて実装した

結果を 5節で示す．

2 準備

2.1 向き付け可能閉曲面やサークルパターンの定義

ここでは定義や記号を準備していく．まずは閉曲面の定義から始める．

定義 2.1.1 (閉曲面). 第２可算公理をみたすコンパクトかつハウスドルフな位相空間 X で以下を

みたすものを閉曲面という．

任意の x ∈ X に対して，xのある開近傍 U ⊂ X が存在し，U は R2 のある開集合 V ⊂ R2 と同相

である．

Rn 内のm+ 1個の点 v0, v1, . . . , vm が一般の位置にあるということを次のように定義する．

定義 2.1.2 (一般の位置). Rn 内に m + 1 個の点 v0, v1, . . . , vm をとる．m ≥ 1 のとき，任意の
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j (0 ≤ j ≤ m)に対して，m個のベクトルの集合 V (j)を

V (j) = {vi − vj | 0 ≤ i ≤ m, i ̸= j}

とする．このとき，
V (0) = {v1 − v0, v2 − v0, . . . , vm − v0}

が一次独立ならばm+ 1個の点 v0, . . . , vm は一般の位置にあるという．また，m = 0のときは任

意の点 v0 は一般の位置にあるという．

さらに単体と複体の定義をする．定義は [8]による．

定義 2.1.3 (単体). 一般の位置にあるm+1個の点 v0, v1, . . . , vm ∈ Rn に対して，Rn の部分集合

σ =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣x =

m∑
i=0

λivi,

m∑
i=0

λi = 1, 0 ≤ λi ∈ R

}

を v0, . . . , vm を頂点とするm-単体という．この σ を ⟨v0, . . . , vm⟩と表す．

v0, . . . , vm の中の k + 1個の点 vi0 , . . . , vik(k ≤ m)は v0, . . . , vm が一般の位置にあれば一般の

位置にある．このとき，k-単体 τ = ⟨vi0 , . . . , vik⟩をm-単体 σ = ⟨v0, . . . , vm⟩の辺単体という．単
体と辺単体を用いて複体を以下のように定義する．

定義 2.1.4 (複体). Rn を１つ固定する．Rn の中の有限個の単体の集合K が次を満たすとき，K

を複体と呼ぶ．

(1) K に属する単体の辺単体もK に属する．

(2) K に属する２つの単体の共通部分は空集合であるか，または２つの単体に共通な辺単体で

ある．

複体K に対して |K|を
|K| =

∪
σ∈K

σ

と定める．K の元は単体だが，|K|は Rn の部分集合である．位相空間 X に対し X と同相な |K|
を持つ複体 K が存在するとき，X は単体分割可能であるといい，K を X の単体分割という．K

が 0-単体，1-単体，2-単体のみからなる複体であるとき，この単体分割を三角形分割と呼ぶ．

任意の閉曲面に対して以下の定理が成り立つ．

定理 2.1.5 ([4],定理 5.36). 任意の閉曲面は単体分割可能である．

この単体分割可能性を用いて閉曲面に対して向き付け可能性を定義する（定義は [9]による）．ま

ずは三角形分割の面の向きが同調することを定義する．三角形分割の頂点集合を V = {v1, · · · , vn}
とし，面 f を頂点を用いて (vi, vj , vk) (i, j, k ∈ {0, 1, 2})と表す．このとき，同値関係 (vi, vj , vk) ∼
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(vp, vq, vr)を，3次交代群 A3 のある元 σ が存在して p = σ(i), q = σ(j), r = σ(k)をみたすこと

と定義する．つまり，
(v0, v1, v2) ∼ (v1, v2, v0) ∼ (v2, v0, v1)

である．

定義 2.1.6 (三角形分割の面，辺の向き). {(vi, vjvk) | i, j, k ∈ {0, 1, 2} : 互いに異なる } を上で
定義した同値関係 ∼ で割った商集合 {(vi, vjvk) | i, j, k ∈ {0, 1, 2} : 互いに異なる }/ ∼ の 2 つ

の元 [v0, v1, v2], [v0, v2, v1] を面 f の向きと呼ぶ．また，[v0, v2, v1] = −[v0, v1, v2] と表す．さら

に，辺 e = vivj の向きを図のように定め，それぞれ [vi, vj ], [vj , vi] と表す．面のときと同様に

[vj , vi] = −[vi, vj ]と表す．

図 2 [v0, v1, v2] 図 3 [v0, v2, v1]

図 4 辺の向き

辺 [v1, v2]と面 [v0, v1, v2]の向きは同調しているといい，図 5のように２つの面 A,B が辺 C の

みを共有し，Aと C の向きが同調し，B と −C の向きが同調しているとき，２つの面 Aと B の

向きは同調しているという．

図 5 同調する面
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定義 2.1.7 (閉曲面の向き付け可能性 [9]). 閉曲面 S が，任意の２つの三角形の向きが同調してい

るような三角形分割をもつとき，閉曲面 S は向き付け可能であるという．

定理 2.1.5から任意の閉曲面 S に対して単体分割が存在するので，S の単体分割の頂点数を V，

辺数を E，面数を F とする時，オイラー標数 χ(S)を以下のように定めることができる．

χ(S) = V − E + F

この χ(S)は Euler-Poincarèの公式（[8],定理 11.3）より S の単体分割の取り方によらずに定ま

る．任意の向き付け可能閉曲面は以下の定理により分類される．

定理 2.1.8 (向き付け可能閉曲面の分類定理 [[4],定理 6.15]). 任意の向き付け可能閉曲面は以下

のいずれかに同相である．

(1) 球面 S2

(2) １つ以上のトーラス T2 の連結和

(3) １つ以上の実射影平面 P2 の連結和

これと以下の定理から向き付け可能閉曲面 S はオイラー標数 χ(S)により分類できる．

定理 2.1.9 (オイラー標数による向き付け可能閉曲面の分類 [[4]，定理 6.19]). 向き付け可能閉曲

面 S のオイラー標数 χ(S)は以下のいずれかに一致する．

(1) S が球面 S2 のとき χ(S) = 2

(2) S が n個のトーラス T2 の連結和のとき χ(S) = 2− 2n

(3) S が n個の実射影平面 P2 の連結和のとき χ(S) = 2− n

以上の準備のもとでサークルパターンを以下のように定義する．

定義 2.1.10 (サークルパターン). S を向き付け可能閉曲面とし，T を S の三角形分割とする．T
の頂点集合，辺集合，面集合をそれぞれ V, E ,F と表し，写像 Θ : E → [0, π/2]が与えられている

とする．頂点集合 V = {v1, . . . , vn}に１対１に対応する S 上の円の集合 C = {C1, . . . , Cn}が次
の条件をみたすとき，データ (T ,Θ)を実現するサークルパターンであるという．

条件 |T | において円 Ci と Cj の中心が結ばれるならば，Ci と Cj はその辺 e に対応する実数

Θ(e)で交わる.

特に，常に Θ = 0であるとき，C を三角形分割 T に対応するサークルパッキングという．

2.2 距離空間の貼り合わせと幾何構造の定義

ここでは距離空間を張り合わせることと幾何構造について定義する．距離空間を貼り合わせるこ

とは以下のように定義する．
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定義 2.2.1 (距離空間の貼り合わせ [[2],定義 5.23]). (Xλ, dλ), (λ ∈ Λ)を距離空間とし，Aλ ⊂ Xλ

をXλの閉部分空間とする．また，Aを距離空間とし，任意の λ ∈ Λに対して等長写像 iλ : A → Aλ

が存在するとする．任意の a ∈ Aと λ, λ′ ∈ λに対して iλ(a) ∼ iλ′(a)とするとき，
⊔

λ∈Λ Xλ を

同値関係 ∼で割った商空間 X を Xλ の Aに沿う貼り合わせという．

距離空間を貼り合わせた空間上の距離を以下のように定義する．

命題 2.2.2 ([2]，補題 5.24). X を距離空間XλのAに沿う貼り合わせとする．このとき，x ∈ Xλ

と y ∈ Xλ′ に対して d : X → Rを次のように定めると，dは X の距離関数になる．

d(x, y) = dλ(x, y) (λ = λ′)

d(x, y) = inf
a∈A

{dλ(x, iλ(a)) + dλ′(iλ′(a), y)} (λ ̸= λ′)

定理 2.2.3 (Brouwer の領域不変性定理 [[1] 系 19.8]). Mn を n 次元位相多様体とする．この

とき，写像 f : Mn → Rn が単射かつ連続ならば f は開写像である．

定義 2.2.4 (錐角・特異点 [[3],３章]). 距離空間を貼り合わせてできた曲面上の点 sが特異点であ

るとは，sがユークリッド平面内の円板と等長な近傍をもたないこととする．また，特異点 sに集

まっている 2-単体の内角の和を錐角という．

3 曲面上のサークルパターンの存在

3.1 トーラス上のユークリッド幾何における Andreev-Thurstonの定理

まずは，ユークリッド幾何におけるトーラス上の Andreev-Thurstonの定理を述べる．

定理 3.1.1 (Andreev-Thurston の定理 [[7]，定理 1]). 向き付け可能閉曲面 S に対して，

χ(S) = 0とする．この場合 S はトーラスである．写像 Θ : E → [0, π/2]は次の条件 (1),(2)をみ

たすとする．

(1) e1, e2, e3 ∈ E を，これらを繋げた辺 e1 + e2 + e3 が S 内の可縮なループを表す任意の３組

とする．このとき，もし，
∑3

i=1 Θ(ei) ≥ π であれば e1 + e2 + e3 は１つの面 f ∈ F の境界
となる．

(2) e1, e2, e3, e4 ∈ E を，これらを繋げた辺 e1 + e2 + e3 + e4 が S 内の可縮なループを表す任意

の４組とする．このとき，もし，
∑4

i=1 Θ(ei) = 2π であれば e1 + e2 + e3 + e4 は２つの面

f1, f2 ∈ F の和集合の作る四角形の境界となる．

このとき，データ (T ,Θ)を実現するようなトーラス上のユークリッド幾何構造とサークルパター

ン C の対が存在する．さらに，ユークリッド幾何構造とサークルパターン C はスカラー倍を除い
て一意である．

注意. サークルパッキングの場合は任意の {ei} ⊂ E に対して
∑

Θ(ei) = 0であるため，定理 3.1.1
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の条件 (1),(2)は常にみたされる．よって三角形分割 T に対応するサークルパッキングは常に存在
する．

はじめに以下の命題を示す．

命題 3.1.2. 任意の θ1, θ2, θ3 ∈ [0, π/2]と任意の正数 r1, r2, r3 に対して，r1, r2, r3 を半径に持つ

ユークリッド円の３対 C1, C2, C3 でその交角が θ1, θ2, θ3 となるものが等長写像による同型を除い

て唯一存在する．

証明. 正数 l1, l2, l3 を，

l1 =
√

r22 + r23 + 2r2r3 cos θ1

l2 =
√

r21 + r23 + 2r1r3 cos θ2

l3 =
√

r21 + r22 + 2r1r2 cos θ3

と定義すると，

r2, r3 < l1 ≤ r2 + r3

r1, r3 < l2 ≤ r1 + r3

r1, r2 < l3 ≤ r1 + r2

となるため，
l1 < l2 + l3, l2 < l1 + l3, l3 < l1 + l2

が成り立つ．よって，各辺の長さが l1, l2, l3 の三角形を作ることができる．図 6のように，この三

角形の長さ li の辺に向かい合う頂点を vi(i = 1, 2, 3)とする．以下，vi を中心とし半径 ri の円 Ci

を描くと Ci と Cj が交角 θk で交わることを示す（ただし，{i, j, k} = {1, 2, 3}）．

図 6 頂点の名前の付けかた

まず，円 C1 および C2 に着目すると，

l3 ≤ r1 + r2

が成り立っている．l3 は頂点 v1 と v2 の距離だから，この不等式から円 C1 と C2 は交わる，また

は接していることが分かる．この２つの円が接する，つまり l3 = r1 + r2 のときは θ3 = 0に対応

するため，θ3 ̸= 0つまり，l3 < r1 + r2 のときを考える．このとき，以下の図 7のようになる．
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図 7 円の位置関係

角 x3 について余弦定理を用いると

l23 = r21 + r22 − 2r1r2 cosx3

が成り立ち，l3 の定義から
l23 = r21 + r22 + 2r1r2 cos θ3

である．したがって，l3 を消去して計算すると，

cos θ3 = − cosx3

が得られ，π − x3 = θ3 が得られる．円の交角と x3 との和は π であることから，C1 と C2 は交角

θ3 で交わることがわかる．他の円の組 C1 と C3，C2 と C3 についても同様にして，それぞれの交

角が θ2, θ1 であることが分かる．よって，３辺の長さが l1, l2, l3 であるような三角形の頂点 vi を

中心とする半径 ri の円を描くことで C1, C2, C3 が得られる（i = 1, 2, 3）．一意性は３辺の長さが

決まると三角形が一つ定まることから従う．

図 8 ３つの円と面 f

データ (T ,Θ)は以下固定し，三角形分割 T の頂点集合を V = {v1, v2, . . . , vn}とする．T の面
f を取り，頂点が vi, vj , vk であるとする．
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図 9 ユークリッド三角形 fr

vi, vj , vkの対辺をそれぞれ ei, ej , ekと表す．また，Rn
+ = {(x1, x2, . . . .xn) | i = 1, . . . , n, xi > 0}

と表し，Θ(ei) = θi (i = 1, 2, . . . , n)と表す．r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+ に対して，ユークリッド三角

形 fr を次を満たすように取る (図 9)．

ei =
√
r2j + r2k + 2rjrk cos θi

ej =
√
r2i + r2k + 2rirk cos θj

ek =
√
r2i + r2j + 2rirj cos θk

fr ∈ {fr | f ∈ F} の辺を等長に貼り合わせてできた曲面を Sr とする．このとき，T の頂点 vi

に対応する Sr 内の点も vi で表す．Sr 上の点 vi を中心とする半径 ri の円を Ci とすると，命題

3.1.2から，C = {C1, C2, . . . , Cn}はデータ (T ,Θ)を実現するサークルパターンになっている．し

かし，このとき，Sr は各頂点 vi の周りで特異点を持つ可能性があり，通常の意味で幾何的構造を

持つとは言えない．

vi ∈ V を頂点に持つ Sr 内の 2-単体が l 個である時，これらを (fi1)r, (fi2)r, . . . , (fil)r と表し，

各 (fij)r の vi における角度を θij とする．Sr の頂点 vi における錐角とはこれらの角度の総和

θi1 + · · ·+ θil のことで，2π と錐角との差を点 vi における Sr の曲率といい，κr(vi)と表す．すな

わち，
κr(vi) = 2π − (θi1 + · · ·+ θil)

である．

図 10 頂点 vi の周りの角
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Sr がユークリッド幾何構造を持つことと，κr(v1) = · · · = κr(vn) = 0は同値である．

連続写像

F : Rn
+ → Rn (3.1)

を F (r) = (κr(v1), κr(v2), . . . , κr(vn))で定義すると，今まで述べたことから定理 3.1.1が成り立

つ必要十分条件は以下のようになる．� �
定理 3.1.1が成り立つ．

⇐⇒ F (r) = (0, . . . , 0)を満たす r ∈ Rn
+がスカラー倍を除いて唯一存在する．

(3.2)

� �
これ以降は，F (r) = (0, . . . , 0)を満たす r ∈ Rn

+ の存在と一意性を示す．まずは，証明の第一段

階として三角形の辺の変化と内角の大きさの変化に関する次の補題を示す．

補題 3.1.3 ([[7]補題 2]). C1, C2, C3 を図のように交角 θ1, θ2, θ3 で交わる半径 r1, r2, r3 の円とす

る．C1, C2, C3 の中心 v1, v2, v3 で張られるユークリッド三角形を f とし，vi における f の内角を

αi とする（i = 1, 2, 3）．C1 をより小さい半径 r′1 をもつ円 C ′
1 で置き換え，その他の円の半径や交

角を固定しておくとき，v′1, v2, v3 の張るユークリッド三角形の内角を α′
i (i = 1, 2, 3)とすると

α1 < α′
1, α2 > α′

2, α3 > α′
3

が成り立つ．とくに，この結果から C ′
1 の中心 v′1 は f の内部に含まれることがわかる（図 12）．

図 11 ３つの円

11



図 12

証明. 頂点 v1, v2, v3 のユークリッド平面上の座標をそれぞれ A1, A2, A3 とし，A2 が原点となる

ように平行移動しておく．原点を O と表す．
−−→
OA1 に平行で長さが 1 の位置ベクトルを

−→
U とし，

v1, v2 間の距離を l3 とおくと，
−−→
OA1 = l3

−→
U と書ける．以下

−−→
OA1 の r1 による偏微分

∂
−→
A1

∂r1
を考

える．

∂A1

∂r1
=

∂l3
∂r1

−→
U + l3

∂
−→
U

∂r1
(3.3)

である．
−→
V =

∂
−→
U

∂r1
とおくと，

−→
U の大きさが 1であることから

−→
V と

−→
U は直交していることがわ

かる．図 13から，

l3 = r1 cos γ1 + r2 cos γ2

h = r1 sin γ1 = r2 sin γ2

γ1 + γ2 = θ3

が成り立つ．

図 13

12



したがって，
∂l3
∂r1

について次が成り立つ．

∂l3
∂r1

= cos γ1 + r1

(
∂cos γ1
∂r1

)
+ 0 + r2

(
∂cos γ2
∂r1

)
= cos γ1 + r1(− sin γ1)

∂γ1
∂r1

+ r2(− sin γ2)
∂γ2
∂r1

= cos γ1 − h

(
∂γ1
∂r1

+
∂γ2
∂r1

)
= cos γ1 − h

(
∂(γ1 + γ2)

∂r1

)
= cos γ1.

よって，(3.3)より，

−r1
∂
−→
A1

∂r1
= −(r1 cos γ1)

−→
U − r1l3

−→
V . (3.4)

Ci と Cj の２交点を通るユークリッド平面上の直線を Lij とする．(3.4)から A1 を始点に取ると，

ベクトル −r1
∂
−→
A1

∂r1
の終点は L12 上にあることが分かる．

図 14

C1, C3 の組についても同様の議論から，−r1
∂
−→
A1

∂r1
の A3 を始点としたときの終点は L13 上にも

あることが分かる．方べきの定理から３つの円の共通弦は１点で交わることが分かるので，３直線

L12, L13, L23 の交点を Q とすると，
−−→
A1Q = −r1

∂
−→
A1

∂r1
すなわち，−∂

−→
A1

∂r1
=

1

r1

−−→
A1Q が成り立つ．

−∂
−→
A1

∂r1
は r1 が減少するときの点 A1 の運動方向を示しているので，以下で点 Qが三角形 f の内

点であることを示していく．三角形 A1A2A3 の各辺ごとに議論をすれば良いので，点 Q が線分

A2A3 に対して A1 の反対側にあるとする．

13



図 15

点 Qが三角形 A1A2A3 の内部にあることを背理法で示す．

点 Qは L12, L13, L23 上にあるので，点 Qが三角形 A1A2A3 の内部にないと仮定すると，その

存在し得る領域は以下の図のグレーの領域になる．

図 16

主張 3.1.4. 円 C1 と線分 A2A3 は交わらない．

(∵)背理法で示す．C1 ∩ A2A3 ̸= ∅と仮定すると以下の図 17のようになる．円 C1 と円 C2 の

交点のうち，線分 A2A3 に対して点 A1 と反対側の点を P ′ とし，∠A1P
′A2 = αとする．A2 から

円 C1 の P ′ 側に引いた接点を P とおき A2P = xとおく．円 C1 と円 C2 の半径はそれぞれ r1, r2

である．このとき，三平方の定理から l23 = r1
2 + x2 であるため，三角形 A1P

′A2 で余弦定理
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から，

cosα =
r1

2 + r2
2 − l3

2

2r1r2

=
r2

2 − x2

2r1r2

=
(r2 + x)(r2 − x)

2r1r2
.

したがって，P ′ が P よりも A3 側にあるとき，つまり，r2 > x のときは，cosα > 0 となって，

0 ≤ α < π/2 となるので，円の交角 θ が 0 ≤ θ ≤ π/2 をみたすことに反する．ゆえに，r2 ≤ x

である．r2 = xは α = π/2のときに成り立つ．A1 から線分 A2A3 に引いた垂線の足を H とし，

A1H = h, A2H = y とおく．このとき，三平方の定理から l3
2 = r1

2 + r2
2, l3

2 = h2 + y2 が成り

立ち，仮定から r1 > hである．よって，

r1
2 + r2

2 = h2 + y2

r1
2 − h2 = y2 − r2

2

(r1 + h)(r1 − h) = (y + r2)(y − r2)

から，y > r2 がわかる．A3H = z に対しても三角形 A1P
′A3 について同様の議論をすると

z > r3．したがって，r2 + r3 < l1 となり，円 C2 と円 C3 が交わらないので矛盾．ゆえに主張

3.1.4が示せた．

図 17

主張 3.1.4から，C1 ∩ A2A3 = ∅である．点 Qは L23 上にあるので図 18のグレーの領域に存

在するが，C1 と A2A3 は交わらないので L12, L13 のどちらかはこの領域を通り得ないため矛盾．

したがって，Qは f の内部に含まれることが示せた．
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図 18

ここで，(3.1)で定めた連続写像 F の像について考察する．はじめに与えた三角形分割の頂点集

合，辺集合，面集合の元の個数をそれぞれ V,E, F とするとトーラスのオイラー数と，三角形の面

と辺の個数の関係から,
V − E + F = 0, 3F = 2E

が成り立つ．２式から E を消去して，2V −F = 0が得られ，この両辺を π倍して 2πV − πF = 0

を得る．これより， ∑
v∈V

κr(v) =
∑
vi∈V

(2π − (θi1 + · · ·+ θili))

= 2πV − πF = 0.

よって，Rn の部分集合 Z を Z = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + · · ·+ xn = 0}とおくと，

F
(
Rn

+

)
⊂ Z

が成り立ち，ユークリッド幾何であることから任意の正数 t > 0に対して Sr と Str は相似である．

このため，F の定義域を和が 1になるように正規化して，

∆ =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

+ | x1 + · · ·+ xn = 1
}

としてもよい．したがって，以降は F の ∆への制限写像

F0 : F |∆ : ∆ → Z

を考えれば十分である．さらに，Z は Rn−1 と同相であり，∆は Rn−1 の開集合であることに注意

する．この F0 : ∆ → Z は単射であることを示す．

命題 3.1.5. F0 : ∆ → Z は単射である．とくに，連続性と Brouwerの領域不変性定理から，F0

は開写像である．
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この命題 3.1.5を示すために以下の補題を準備する．

補題 3.1.6. r = (r1, . . . , rn), r
′ = (r′1, . . . , r

′
n) ∈ ∆,V0 = {vi : ri > r′i}とすると次が成り立つ．∑

vi∈V0

κr(vi) >
∑

vi∈V0

κr′(vi). (*)

証明. まずは頂点 vi(i = 1, . . . , n)をつぎのように分類し色分けする．vi のうち，vi に対応する半

径 ri の方が r′i よりも大きい（つまり ri > r′i である）ものを黒丸で，vi のうち，vi に対応する半

径 ri の方が r′i よりも小さいまたは等しい（つまり ri ≤ r′i である）ものを白丸で表す．例えば，次

の図 19のようになる．

図 19 頂点の色分け

黒丸の頂点が含まれている三角形を以下のように分類する．

(α型) 黒丸の頂点１つ，白丸の頂点２つを頂点に持つ三角形．内角は αで表す．

(β 型) 黒丸の頂点２つ，白丸の頂点１つを頂点に持つ三角形．内角は β で表す．

(γ 型) 黒丸の頂点３つのみで構成される三角形．

式 (*)は黒丸で表された頂点周りに集まっている角の和を表しているため，以下では α型，β 型，

γ 型のそれぞれの場合で rに対応する頂点 vi での内角が r′ に対応する内角よりも大きいことを示

す．γ 型の三角形は角の総和の大小に影響しないため α型，β 型の三角形のみ考える．また，α型

または β 型の三角形を構成する頂点を vI, vII, vIII とし，それに対応する円の半径を vI, vII, vIII と表

す．

(α型の場合)

rI > r′Iかつ rII ≤ r′IIかつ rIII ≤ r′III =⇒ αI < α′
I
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を示す．補題 3.1.3を繰り返し用いて示していく．まず，rI > r′′I , rII = r′′II, rIII = r′′III に対して補

題 3.1.3を用いると角の大きさは，

αI < α′′
I , αII > α′′

II, αIII > α′′
III (1)

となる．次に，r′′I = r′′′I , r′′II < r′′′II , r
′′
III = r′′′III に対して補題 3.1.3を用いると

α′′
I < α′′′

I , α′′
II > α′′′

II , α
′′
III < α′′′

III (2)

が成り立ち，さらに r′′′I = r′I, r
′′′
II < r′II, r

′′′
III < r′III に対して補題 3.1.3を用いることで，

α′′′
I < α′

I, α
′′′
II < α′

II, α
′′′
III > α′

III (3)

これら (1),(2),(3)から，αI < α′′
I < α′′′

I < α′
I が分かり，

rI > r′Iかつ rII ≤ r′IIかつ rIII ≤ r′III =⇒ αI < α′
I

が得られる．

(β 型の場合)

α型の場合と同様に補題 3.1.3を用い以下を示す．

rI > r′Iかつ rII > r′IIかつ rIII ≤ r′III =⇒ βI + βII < β′
I + β′

II

ユークリッド幾何の場合を考えているため，βI + βII < β′
I + β′

II であるための必要十分条件は

βIII > β′
III である．α型の場合と同様の議論を

rI > r′′I = r′′′I = r′I

rII = r′′II > r′′′II = r′II

rIII = r′′III = r′′′III < r′I

について行うことで，βIII > β′
III が得られる．したがって，曲率 κr(vi)の定義から，∑

vi∈V0

κr(vi) >
∑

vi∈V0

κr′(vi).

命題 3.1.5の証明. r ̸= r′ を仮定し，F0(r) ̸= F0(r
′)を示す．ここで，r ̸= r′ ならば ∅ ̸= V0 ⫋ V

であり，曲率の総和は 0であるため，補題 3.1.6から，F0(r) ̸= F0(r
′)が成り立つ．したがって，

F0 は単射である．

F0 は作り方から連続であるため，Brouwer の領域不変性定理（定理 2.2.3）から F0 は開写像

である．よって，F0 : ∆ → F0(∆) ⊂ Z は同相写像であり，逆写像が存在する．したがって，

(0, . . . , 0) ∈ F0(∆)が分かれば定理 3.1.1の証明が終わる．以下 (0, . . . , 0) ∈ F0(∆)を示していく．

rの変動範囲が ∆内のいかなるコンパクト集合にも含まれない状態を r → ∂∆と表す．つまり，

r → ∂∆とは，「任意の N ∈ N, rN ∈ ∆と任意のコンパクト集合K ⊂ ∆に対して，ある N0 ∈ N
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が存在して，N ≥ N0 ならば rN /∈ K をみたす．」ということである．このとき，∆ ⊂ Rn 内に rN

の収束部分列がとれるので，s = (s1, . . . , sn) ∈ ∂∆を与え，sに収束する rN を考える．s ∈ ∂∆

だから，sの成分のうちいくつかは 0である．V0 =
{
vi ∈ V | sの第 i成分 si = 0

}
と定義すると

∅ ̸= V0 ⫋ V = {v1, . . . , vn}

が成り立つ．ここで定義した V0 の元を含むような面 f を以下のように分類する．

f がα型の三角形である
def⇔ |f ∪ V0| = 1

f がβ型の三角形である
def⇔ |f ∪ V0| = 2

f がγ型の三角形である
def⇔ |f ∪ V0| = 3

このように分類した f の V0 に属する頂点での内角のこともそれぞれ α型の角などと呼ぶ．面の集

合と角の集合を以下の記号で表す．

Fα =
{
f ∈ F | f はα型

}
,Fβ =

{
f ∈ F | f はβ型

}
,Fγ =

{
f ∈ F | f はγ型

}
A =

{
α型の角

}
, B =

{
β型の角

}
,Γ =

{
γ型の角

}
r → sのとき，ri → 0となるため，下図から次の補題が成り立つ．

図 20

図 21

補題 3.1.7. r → sのとき，次が成り立つ．

(1) αi ∈ Aの対辺 e(αi) ∈ E に対して，

∠αi → π −Θ(e(αi))

(2) f ∈ Fβ の β 型の内角 βj , βj′ に対して,

∠βj + ∠βj′ → π
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(3) f ∈ Fγ の内角 γk, γk′ , γk′′ に対して，

∠γk + ∠γk′ + ∠γk′′ = π

補題 3.1.7から r → sのときの α, β, γ 型それぞれの総和は次のようになる．∑
αi∈A

∠αi →
∑
αi∈A

Θ(e(αi))

∑
βj∈B

∠βj →
|B|
2

π

∑
γk∈Γ

∠γk =
|Γ|
3
π

したがって，∑
v∈V0

κr(v) =
∑
v∈V0

(
2π −

(
V0の各頂点に集まっている角の和

))
= 2π|V0| −

(∑
v∈V0

(
各黒丸の頂点に集まっている角の和

))

= 2π|V0| −

∑
αi∈A

∠αi +
∑
βj∈B

∠βj +
∑
γk∈Γ

∠γk


→ 2π|V0| −

∑
αi∈A

(π −Θ(e(αi)))−
|B|
2

π − |Γ|
3
π (r → s)

が成り立つ．

I(V0) = 2π|V0| −
∑
αi∈A

(π −Θ(e(αi)))−
|B|
2

π − |Γ|
3
π

とおく．

注意. 補題 3.1.7のそれぞれの角の収束の仕方から，
∑
v∈V0

κr(v) > I(V0)である．

V0 の元と V0 によって張られる E の元，F の元からなる複体を TV0
，V0 によって張られる辺の

うち E に属するものの全体の集合を E0 と表す．さらに，TV0 のオイラー標数を χ0 と表すと TV0

の作り方から
χ0 = |V0| − |E0|+ |Fγ | (3.5)

である．Fγ の面を構成する３辺は全て E0 の元であり，Fβ の面を構成する３辺のうち１辺が E0
の元である．また，E0 の任意の元 eは Fβ ∪ Fγ のちょうど２つに共有されているので，

3|Fγ |+ |Fβ | = 2|E0|

が成り立つ．(3.5)と上式から |E0|を消去すると，

2χ0 = 2|V0| −
|B|
2

− |Γ|
3
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が得られる．したがって，r → sのとき，∑
v∈V0

κr(v) → I(V0)

= π

(
2|V0| −

|B|
2

− |Γ|
3

)
−
∑
αi∈A

(π −Θ(e(αi)))

= 2πχ0 −
∑
αi∈A

(π −Θ(e(αi))). (3.6)

α型の面を構成する辺であり，V0の頂点を含まないものの全体の集合を Lk(TV0)と表す．Lk(TV0)

の元の個数 |Lk(TV0
)|は |A|以下である．I(V0)に対して次の補題が成り立つ．

図 22

補題 3.1.8. V の空でない任意の真部分集合 V0 に対して，

I(V0) := 2πχ0 −
∑
αi∈A

(π −Θ(e(αi))) < 0

が成り立つ．

ここで，補題 3.1.8の証明のためにトーラスの三角形分割に関する主張と連結な平面グラフのオ

イラー数に関する主張を準備する．

主張 3.1.9. T をトーラス T2 の三角形分割，S を T の空でない部分グラフで任意の辺 eが２つ

の三角形に共有されているものとする．このとき，S が連結ならば，S = T である．

証明. S の実現 |S| を S とおくと ∅ ̸= S である．このとき，この S に対して T2 の連結性から，

∂S = ∅ならば T2 = S が成り立つので ∅ ̸= S ⫋ T2 ならば ∂S ̸= ∅である．以下，∅ ̸= S ⫋ T
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と仮定して矛盾を導く．仮定から S の実現 S の境界 ∂S は空でないから x0 ∈ ∂S を任意にとって

固定できる．x0 が S のある三角形の内部に含まれるとき，x0 ∈ ∂S に矛盾．x0 が辺の相対内部

にあるときと，x0 が頂点になっているときは，仮定から S の元が存在し，下図のようになるので

x0 ∈ ∂S に反する．

図 23 x0 の様子

したがって，TV0
の作り方から TV0

が連結のとき，TV0
は２つの三角形に共有されない辺をも

つ．よって TV0
に面が存在する場合，以下の操作ができ，連結な TV0

のオイラー数 χ0 について

χ0 = 1が成り立つ．

操作� �
面の境界になっている辺を取り除く．この操作で連結性は保たれ，面と辺の数が１つずつ減る

ため χ0 は変化しない．これを全ての面がなくなるまで繰り返すと，ループが全て取り除かれ

るためグラフと１つの辺でしか繋がっていない頂点が存在する．この辺と頂点を取り除いて

も連結性は保たれ，χ0 は変化しない．これを繰り返すことで２つの頂点と１つの辺のみが残

り，χ0 = 1が言える．� �
トーラスのオイラー数は 0なので主張 3.1.9と合わせて TV0

の連結成分に対してオイラー数 χ0 は

χ0 ≤ 1を満たす．

補題 3.1.8の証明. TV0
が連結でないときは連結成分ごとに議論をすることで，TV0

は連結と仮定

できる．χ0 < 0のときは I(V0)の定義から I(V0) < 0であるため，χ0 = 1のときのみ考える．こ

のとき，TV0
は可縮である．円の交角 θ は 0 ≤ θ ≤ π/2を満たすので，∑

αi∈A

(π −Θ(e(αi))) ≥
|A|
2

π. (3.7)

したがって，|A| ≥ 5ならば I(V0) < 0が成り立つので，以下では 0 ≤ |A| ≤ 4とする．

|A| = 4のとき，(3.6)と (3.7)から

I(V0) < 0 ⇐⇒
4∑

i=1

Θ(e(αi)) < 2π

である．|A| = 4のとき，|Lk(TV0)| = 2または |Lk(TV0)| = 4である．
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図 24 |Lk(TV0)| = 2のとき

|Lk(TV0)| = 2のとき，S \ TV0 は可縮で S が球面 S2 と同相になり矛盾．よって，|A| = 4のと

きは |Lk(TV0
)| = 4である．このとき，

∑4
i=1 Θ(e(αi)) = 2π を仮定すると，定理 3.1.1の条件 (2)

から Lk(TV0
)は２つの 2単体が作る四角形の境界になる．

図 25 |Lk(TV0)| = 4のとき

したがってこのときも S \ TV0
が可縮となり，矛盾．もともと，Θ(e(αi)) ≤ π/2(i = 1, . . . 4)よ

り
∑4

i=1 Θ(e(αi)) ≤ 2π だから
∑4

i=1 Θ(e(αi)) < 2π.

次に，|A| = 3のとき，|Lk(TV0)| = 3である．(3.7)から，

I(V0) < 0 ⇐⇒
3∑

i=1

Θ(e(αi)) < π

である．もしも
∑3

i=1 Θ(e(αi)) ≥ πならば定理 3.1.1の条件 (1)から，Lk(TV0
)はある 2単体の境

界になっているため，S \ TV0
は可縮となり矛盾．
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図 26 |Lk(TV0)| = 3のとき

最後に |A| = 2と |A| = 0の場合はどちらも S \ TV0
が可縮となり矛盾．

図 27 |Lk(TV0)| = 1のとき

以上から全ての場合に I(V0) < 0である．

Z = {(x1, . . . , xn) | x1 + · · ·+ xn = 0} と ∅ ̸= V ′ = {vi1 , . . . , vim} ⫋ V に対して半空間
HI(V ′)をHI(V ′) = {(x1, . . . , xn) ∈ Z | xi1 + · · ·+ xim ≥ I(V ′)}と定義する．さらに，P を P =∩
∅ ̸=V′⫋V

HI(V ′)と定義すると，補題 3.1.8から，(0, . . . , 0) ∈ intP である．以下では F0(∆) = intP

を示し，(0, . . . , 0) ∈ F0(∆) を言うことで (3.2) を示す．集合 P は凸集合の共通部分であるため

intP も凸集合であり，弧状連結であるため連結である．補題 3.1.7から V の任意の部分集合 V ′ に

対して
∑

v′∈V′ κ(v′) > I(V0)なので，F0(∆) ⊂ intP である．次の補題が成り立つ．

補題 3.1.10. F0 : ∆ → intP は全射である．
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これを示すために次の補題を用いる．

補題 3.1.11. ∆ の１点コンパクト化 ∆ ∪ {r∞} と intP の１点コンパクト化 intP ∪ {p∞} およ
び，F0 に対して写像 F̃0 を以下のように定義すると，F̃0 : ∆ ∪ {r∞} → intP ∪ {p∞}は連続写像
になる．

F̃0(r) =

{
F0(r) (r ∈ ∆)
p∞ (r = r∞)

証明. まず，intP の任意のコンパクト集合K に対して，F−1
0 (K) ⊂ ∆もコンパクト集合であるこ

とを背理法で示す．F−1
0 (K) がコンパクトではないと仮定すると，ある点列 {xn} ⊂ F−1

0 (K) が

存在し，{xn}は ∆内に収束部分列を持たない．しかし，∆はコンパクトなので，∆内には {xn}
の収束部分列 {xik}が存在する．ゆえに，その極限を x0 とすると

lim
k→∞

xik = x0 ∈ ∂∆

である．

一方，仮定からKはコンパクトなのでKの任意の点列 {yn}に対してその収束部分列 {yik}が存
在して， lim

k→∞
yik := y0 ∈ K をみたす．yn = F0(xn)とすると，F0 の連続性から lim

k→∞
F0(xik) =

F0(x0) である．F0(x0) について x0 ∈ ∂∆ なので，x0 = (x1, x2, . . . , xn) のいくつかの成分は 0

である．したがって，V0 = {vi ∈ V | i は x0で 0 になっている成分 } とおく．するとこのとき，
x0 ∈ ∂∆より x0 は ∆内のいかなるコンパクト集合上にも含まれていない．よって，∑

v∈V0

κx0(v) → I(V0)

をみたすので，F0(x0) ∈ ∂P となり，K のコンパクト性に矛盾．よって，intP の任意のコンパク

ト集合K に対して，F−1
0 (K) ⊂ ∆もコンパクト集合である．

つぎに，このとき F̃0 が連続になることを示す．r = r∞ で F̃0 が連続になることを示せば良い．

K ⊂ intP をコンパクト集合とする．p∞ = F̃0(r∞) の任意の開近傍 (intP \K) ∪ {p∞} に対し
て，F−1

0 ((intP \K) ∪ {p∞}) = (∆ \ F−1
0 (K)) ∪ {r∞}は r∞ の開近傍である．さらに，

F0((∆ \ F−1
0 (K)) ∪ {r∞}) = F0(F

−1
0 ((intP \K) ∪ {p∞})) ⊂ (intP \K) ∪ {p∞}

が成り立つため，F̃0 は r = r∞ で連続である．

補題 3.1.10の証明. ∆ はコンパクトかつハウスドルフなので ∆ ∪ {r∞} もコンパクトであり，
F̃0 の連続性から F̃0(∆ ∪ {r∞}) ⊂ intP ∪ {p∞} もコンパクトである．また，ハウスドルフ性
から F̃0(∆ ∪ {r∞}) は閉集合で F0(∆) ⊂ intP は閉集合である．また，F0 は開写像であるから

F0(∆) ⊂ intP は開集合である．intP は連結で空ではないから，F0(∆) = intP である．

以上から，F0(r) = (0, . . . , 0)をみたす r ∈ ∆が唯一存在することが分かり，定理 3.1.1が成り

立つことが示せた．
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3.2 球面上のサークルパターンの存在

ここでは球面上の Andreev-Thurstonの定理について述べる．定理は以下のようになる．

定理 3.2.1 (球面上のAndreev-Thurstonの定理 [[5],定理 B]). S を 2次元球面とし，T を球
面上の三角形分割とする．さらに，写像 Θ : E → [0, π/2]はつぎの２つの条件をみたすとする．

(1) e1, e2, e3 ∈ E を e1 + e2 + e3 が S 内の可縮なループを表すような任意の３組とすると，∑3
i=1 Θ(ei) < π である．

(2) e1, e2, e3, e4 ∈ E を e1 + e2 + e3 + e4 が S 内の可縮なループを表すような任意の４組とす

ると，
∑4

i=1 Θ(ei) < 2π である．

このとき，データ T ,Θを実現するようなサークルパターンが S 上の等角変換を除いて一意に存在

する．

三角形分割の面 f0 ∈ F を１つ固定し，f0の頂点を v1, v2, v3とする．２つの合同なユークリッド

正三角形の辺を等長的に貼り合わせてできた曲面 SE を考える．まずはこの曲面 SE 上のサークル

パターンの存在を示す．SE は２次元球面 S と同相であり，錐角が 2π/3の特異点を３つ持つよう

な曲面である．曲面 SE 上の向きを固定する．h : S → SE を向きを保つ同相写像で vi を特異点に

移す写像とする (i = 1, 2, 3)．i = 1, 2, 3に対して，各 h(vi)での SE での曲率は 2π−2π/3 = 4π/3

である．定理 3.1.1の証明と同様に，∆ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn
+ | x1+ · · ·+xn = 1}とし，r ∈ ∆に

対応する曲面を Sr とする．さらに，Sr 上の頂点 vi における曲率を κr(vi)と表す．また，連続写

像 F0 : ∆ → Rn も同様に定義する．三角形分割 T の頂点数，辺数，面数をそれぞれ V,E, F と書

くと，球面のオイラー数から，V −E+F = 2であり，三角形の辺数と面数の関係から，3F = 2E

である．したがってこの２式から 2V − 4 = F が成り立つので，曲率の定義と合わせて，

n∑
i=1

κr(vi) = 2πV − πF

= 2πV − π(2V − F )

= 4π.

よって，Y = {(y1, . . . , yn) ∈ Rn | y1 + · · ·+ yn = 4π}とすると F0(∆) ⊂ Y である．命題 3.1.5

での議論を用いることで，F0 : ∆ → Y は単射であることがわかる．r ∈ ∆に対応する Sr が SE と

一致するための必要十分条件は，

F0(r) =

(
4π

3
,
4π

3
,
4π

3
, 0, . . . , 0

)
である．以下では

p = (p1, . . . , pn) =

(
4π

3
,
4π

3
,
4π

3
, 0, . . . , 0

)
とおく．このとき，次の補題が成り立つ．
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補題 3.2.2. V の空でない任意の真部分集合 V0 = {vi1 , vi2 , . . . , vim}に対して

pi1 + · · ·+ pim > I(V0) (3.8)

が成り立つ．ただし，
I(V0) = 2πχ0 −

∑
αi∈A

(π −Θ(e(αi)))

である．

証明. (3.8)の左辺は 0以上である．円の交角は π/2以下なので，π−Θ(e(αi)) ≥ π/2である．こ

のため，χ0 ≤ 0の場合および，χ0 = 1かつ |A| ≥ 5の場合は I(V0) < 0である．よって，χ0 = 1

かつ 0 ≤ |A| ≤ 4の場合のみ考える．|A| = 4のときは，以下の２つの場合が考えられる．

図 28 |Lk(TV0)| = 2のとき
図 29 |Lk(TV0)| = 4のとき

• |Lk(TV0
)| = 4のとき

定理 3.2.1の条件 (2)より，
∑4

i=1 Θ(e(αi)) < 2π である．したがって，

I(V0) = 2π −
4∑

i=1

(π −Θ(e(αi)))

= −2π +

4∑
i=1

Θ(e(αi)) < 0.

• |Lk(TV0
)| = 2のとき

図中の白丸で表された V \ V0 の元は，この３つでは T の 2-単体を張らないので白丸３

つの集合は {v1, v2, v3} とは一致しない．よって，{v1, v2, v3} ∩ V0 ̸= ∅ である．よって，
pi1 + · · · + pim ≥ 4π/3 である．また，I(V0) について，円の交角が π/2 以下であること

から，

I(V0) = −2π +

4∑
i=1

Θ(e(αi)) ≤ 0

であるため，(3.8)が成り立つ．
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つぎに，|A| = 3のときは図のような状況になっている．

図 30 |Lk(TV0)| = 3のとき

よって，定理 3.2.1の条件 (2)から

3∑
i=1

Θ(e(αi)) < π

である．したがって，

I(V0) = 2π −
3∑

i=1

(π −Θ(e(αi))) = −π +

3∑
i=1

Θ(e(αi)) < 0

であるから (3.8)が成り立つ．さらに，|A| = 2のとき，白丸であるような V \ V0 の元は２個であ

る．よって，v1, v2, v3 のうち少なくとも１つは V0 の元なので，

pi1 + · · ·+ pim ≥ 4π

3
.

また，

I(V0) = 2π −
2∑

i=1

(π −Θ(e(αi))) = Θ(e(α1)) + Θ(e(α2)) ≤ π

から (3.8)は成り立つ．|A| = 1の場合は存在しないので最後に |A| = 0のときを考えると，白丸

である V \ V0 の元は１つなので v1, v2, v3 のうち少なくとも２つは V0 の元である．よって，

pi1 + · · ·+ pim ≥ 4π

3
+

4π

3
=

8π

3

であり，I(V0) = 2π である．以上から，(3.8)が示せた．

この準備のもとで，定理 3.2.1を示していく．
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定理 3.2.1の証明. 定理 3.1.1 の証明の際と同様に，V の空でない任意の真部分集合 V ′ =

{vi1 , . . . , vim} に対して HI(V ′) = {(y1, . . . , yn) ∈ Y | yi1 + · · · + yim ≥ I(V ′)} と定義し，P

を
P =

∩
∅ ̸=V′⫋V

HI(V ′)

と定義する．すると補題 3.2.2 より p ∈ intP = F0(∆) である．よって，r0 = F−1
0 (p) に対応

する曲面 Sr0 は SE と一致し，SE 上のサークルパターン C0 = {C1, . . . , Cn} がデータ h(T ),Θ

を実現する唯一のものである．固定しておいた f0 ∈ F に対して定まる 2-単体 T0 := (f0)r0

は h(v1), h(v2), h(v3) を頂点にもつ SE 内の 2-単体である．したがって，SE の作り方から，T0

は正三角形であり，T1 = SE \ intT0 も正三角形である．主張 3.1.4 の証明と同様に，任意の

Cj(j = 4, . . . , n)は三角形 T0 と交わらないので intT1 に含まれる．T1 内の頂点での曲率は 0であ

るから，向きを逆にする等長的埋め込み g : T1 → R2 を考えることができ，T1 上にあった分割は

正三角形 T2 = g(T1)内に移される．

Ci ∈ C0 に対して T1 との共通部分 Ci ∩ T1 を Ci の T1 への制限と呼び，Ci|T1
と表す．さらに

C0|T1
= {Ci|T1

| i = 1, . . . , n}と表する．i = 1, 2, 3に対して g(Ci|T1
)は T2 内の 1/6円になって

おり，この 1/6円と同じ半径を持つ同心円を Di(i = 1, 2, 3)とする．このとき，円の集合

C1 = g(C0 \ {C1, C2, C3}) ∪ {D1, D2, D3}

はデータ Θを実現する R2 上のサークルパターンである．S を R3 内の単位球面 {(z, t) ∈ C× R |
|z|2 + (t− 1)2 = 1}と同一視し，φ : S \ {N} → Cを立体射影とする．

図 31
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立体射影は円円対応かつ等角であるため，C = φ−1(C1) はデータ T ,Θ を実現するサークルパ

ターンである．S 上のサークルパターンの存在は示せたので，このサークルパターンが S 上の等角

変換を除き一意的であることを示す．C′ をデータ T ,Θを実現する任意のサークルパターンとし，

頂点 v1, v2, v3 に対応する C′
1 = φ(C′)内の円をそれぞれ，D′

1, D
′
2, D

′
3 とする．円の交角は写像 Θ

から定まるものなので，D1, D2, D3 間の交角とD′
1, D

′
2, D

′
3 の交角は一致する．したがって，C上

のメビウス変換 γ で γ(D′
i) = Di (i = 1, 2, 3)をみたすものが存在する．C0 の SE 上での一意性か

ら，複素平面内の円の集合 γ(C′
1)|T2

の gによる引き戻し g−1(γ(C′
1)|T2

)は C0|T1
と一致する．よっ

て，γ(C′
1)|T2 = g(C0|T1) = C1|T2 である．よって，γ(D′

i) = Di (i = 1, 2, 3)と合わせて

γ(C′
1) = C1

である．γ : S → S を γ = φ−1 ◦ γ ◦ φと定めると，これは等角変換であり，γ(C′) = C が成り立
つ．よって，一意性も示せた．

4 サークルパッキングに関する Thurstonのアルゴリズム

サークルパターンうち，任意の辺 e ∈ E に対して常に Θ(e) = 0 という特別な場合がサークル

パッキングであった．三角形分割からサークルパッキングを得る Thurston のアルゴリズムが知

られている．以下では Thurstonのアルゴリズムとその収束性を示し，このアルゴリズムによって

サークルパッキングが得られることを示す．さらに，このアルゴリズムをサークルパターンの場合

に拡張する．

4.1 Thurstonのアルゴリズムの概要と収束性

ここでは，サークルパッキングを得るための Thurstonのアルゴリズムを示し，このアルゴリズ

ムが収束することを証明する．

V = {v1, . . . , vn} とし，{v1, v2, v3} ⊂ V を外部三角形の３頂点とする．外部三角形 v1v2v3 の

vi (i = 1, 2, 3)に対応する内角をそれぞれ θ1, θ2, θ3 として r = (r1, r2, . . . , rn) ∈ (0,∞)n とする．

面 f が三角形 vivjvk であるとき，面 f の頂点集合を V (f)と書く．すなわち，V (f) = {vi, vj , vk}
である．また，三角形 vivjvk の vj における内角を αf

r(vj)と書く．αf
r(vj) ∈ (0, π)である．さ

らに，rという円の半径が与えられているときの vj に集まっている角の和を σj(r)と書く．すなわ

ち，σj(r) =
∑

f :V (f)∋vj

αf
r(vj)である．サークルパッキングになっている rは以下をみたす．

σi(r) =

{
θi (i = 1, 2, 3)

2π (その他)

n∑
i=1

ri = 1
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このような rを見つけることは以下で定義する κi(r)という関数が恒等的に 0になる rを見つける

ことと考えることができる．

κi(r) =

{
θi − σi(r) (i = 1, 2, 3)

2π − σi(r) (その他)

κi(r)は n変数関数であるが，三角形 v1v2v3 の内部のある頂点 v に着目し，この頂点 v にふられ

ている半径 r 以外を固定して 1変数関数 κ(r)を以下のように定義する．

κ : R+ → R ; r 7→ 2π −
l∑

i=1

αi.

ただし，lは頂点 v の周りの三角形の個数である（l ≥ 3）．すると，頂点 v に対する内角の１つ αi

は余弦定理から,

αi = cos−1

(
1− 2riri+1

(r + ri)(r + ri+1)

)
と書けるので r の連続関数になっている．したがって κは連続関数であり，αi が r について単調

減少であることから κは単調増加であることが分かる．さらに，lim
r→0

αi = π と lim
r→+∞

αi = 0から

lim
r→0

κ(r) = 2π − lπ = (2− l)π < 0, lim
r→+∞

κ(r) = 2π > 0

だから，中間値の定理により，ある r∗ ∈ R+ がただ１つ存在して κ(r∗) = 0 をみたす．また，

vi (i = 1, 2, 3)に集まる三角形の個数 lは l ≥ 2であり，

lim
r→0

κ(r) = θi − lπ < 0 lim
r→+∞

κ(r) = 2π > 0

であるため，中間値の定理より r∗ ∈ R+ がただ１つ存在し，κ(r∗) = 0みたす．

このように各頂点 vi ごとに求まる r∗i に対して写像 F̃ : RN → RN を

(log rj) = (tj) 7→ F̃i(t1, . . . , tN ) = log r∗i

と定める．角度は三角形の辺の長さを一斉に定数倍しても変化しないので，F̃ (ti + c) = F̃ (ti)で

ある．RN の 1次元部分ベクトル空間 D = {(c, . . . , c) ∈ RN | c ∈ R}による商空間 RN/D を考

えると，以下のように写像 F が誘導される．

RN F̃−−−−→ RNy y
RN/D

F−−−−→ RN/D

x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN , [x] ∈ RN/D に対して ∥[x]∥ = sup
i

xi − inf
i
xi と定めると，RN/D

上のノルムになる．サークルパッキングの存在から，ある [ai] ∈ RN/D がただ１つ存在して

F ([ai]) = [ai] をみたす．つまり，サークルパッキングに対応する [ai] は F の固定点になってい

る．F の n回合成を Fn と書く．

31



定理 4.1.1 (Thurstonの反復アルゴリズム). 任意の [ti] ∈ RN/Dに対して，lim
n→∞

Fn([ti]) = [ai]

である．ただし，[ai] は前述したサークルパッキングに対応する RN/D の元である．

ここで， lim
n→∞

Fn([ti]) = [ai] とは，RN/D 内の距離 d([x], [y]) = ∥[x] − [y]∥ に対して
lim
n→∞

d(Fn([ti]), [ai]) = 0を意味するものとする．

注意. サークルパッキングの一意性は Thurstonの反復アルゴリズムから言える．実際，[ai], [bi] ∈
RN/D をともにサークルパッキングに対応するものとすると，任意の n ∈ Nに対して Fn([ai]) =

[ai]が成り立つ．よって，

d([ai], [bi]) = lim
n→∞

d([ai], [bi])

= lim
n→∞

d(Fn([ai]), [bi]) = 0

であるため，[ai] = [bi]である．

κi の偏微分について，κi の定義から次の主張が成り立つ．

主張 4.1.2. 頂点 vi, vj が隣接していることを，i ∼ j と表す．すると，

∂κi

∂ti
> 0

i ̸= j :
∂κi

∂tj
=

{
< 0 (i ∼ j)

= 0 (i ≁ j)

したがって，F̃i について以下の主張が成り立つ．

主張 4.1.3.

∂F̃i

∂tj
=

{
0 (i = j)

−∂κi

∂tj
/∂κi

∂ti
(i ̸= j)

(∵) κi(t1, . . . , ti−1, F̃i(t1, . . . , tN ), ti+1, . . . , tN ) = 0であることと主張 4.1.2から，

∂κi

∂ti
· ∂F̃i

∂ti
= 0

∂κi

∂ti
· ∂F̃i

∂tj
+

∂κi

∂tj
= 0

が成り立つため，これらを
∂F̃i

∂tj
について解くと結果が得られる．さらに，F̃i の tj 偏微分の和につ

いて以下の主張が成り立つ．

主張 4.1.4.
N∑
j=1

∂F̃i

∂tj
= 1
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(∵) 任意の c ∈ Rに対して，κi(t1 + c, . . . , tN + c) = κi(t1, . . . , tN )であるため，両辺を tj 偏微

分することで
N∑
j=1

∂κi

∂tj
= 0が得られる．これと主張 4.1.2および主張 4.1.3の結果から，

N∑
j=1

∂κi

∂tj
= 0

i−1∑
j=1

∂κi

∂tj
+

∂κi

∂ti
+

N∑
j=i+1

∂κi

∂tj
= 0

∑
j ̸=i

(
∂κi

∂tj
/
∂κi

∂ti

)
= −1

N∑
j=1

∂F̃i

∂tj
=
∑
j ̸=i

∂F̃i

∂tj
= 1

となるため，示せた．定理 4.1.1を示すために以下の行列の補題を用いる．

補題 4.1.5 (行列の補題). A = (aij)を N ×N 正方行列で，以下をみたすものとする．

• ある α ≥ 0が存在して，aij ≥ α (1 ≤ i, j ≤ N)をみたす．

•
N∑
j=1

aij = 1.

このとき，x, x′ ∈ RN に対して，x′ = Axと書くと次の３つが成り立つ．

(1) (1− α) inf xj + α supxj ≤ x′
j ≤ (1− α) supxj + α inf xj .

(2) D = {(t, . . . , t) ∈ RN | t ∈ R} と定義すると AD ⊂ D である．よって，Â : RN/D →
RN/D が誘導される．

(3) RN/D の任意の元 [xi]に対して，∥[xi]∥ = supxj − inf xj とすると，

∥Â∥ ≤ 1− 2α ≤ 1

が成り立つ．

(1)の証明. x′
i = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aiNxN である．仮に x1 = supxj とすると，

N∑
j=1

aij = 1

から，

x′
i = α supxj + (ai1 − α) supxj + ai2x2 + · · ·+ aiNxN

≥ α supxj + (ai1 − α) supxj + (ai2 + · · ·+ aiN ) inf xj

= α supxj + (ai1 − α) supxj + (1− ai1) inf xj

≥ α supxj + (ai1 − α) inf xj + (1− ai1) inf xj

= (1− α) inf xj + α supxj
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また，x1 = inf xj とすると，

x′
i = α inf xj + (ai1 − α) inf xj + ai2x2 + · · ·+ aiNxN

≤ α inf xj + (ai1 − α) inf xj + (ai2 + · · ·+ aiN ) supxj

= α inf xj + (ai1 − α) inf xj + (1− ai1) supxj

≤ α inf xj + (ai1 − α) supxj + (1− ai1) supxj

= α inf xj + (1− α) supxj

よって，
(1− α) inf xj + α supxj ≤ x′

j ≤ (1− α) supxj + α inf xj

が示せた．

(2)の証明. 　 AD = {Ax | x ∈ D}の任意の元 y に対して，
N∑
j=1

aij = 1から，

y =

 a11 · · · a1N
...

...
aN1 · · · aNN


 t

...
t


よって，yi =

N∑
j=1

aijt = tであるため，y ∈ D.したがって，AD ⊂ D よって，下のように写像 Â

が誘導される．
RN A−−−−→ RNy y

RN/D
Â−−−−→ RN/D

(3)の証明. x′ = Axとおけば，∥Â∥ = max
∥[x′]∥
∥[x]∥

である．(1)から，

∥[x′]∥ = supx′
j − inf x′

j

≤ ((1− α) supxj + α inf xj)− ((1− α) inf xj + α supxj)

= (1− 2α)(supxj − inf xj)

= (1− 2α)∥[x]∥

したがって，∥[x′]∥ ≤ (1− 2α)∥[x]∥. [x] ̸= [0]のとき，

∥[x′]∥
∥[x]∥

≤ 1− 2α.

[x] = [0]のときは [x′] = 0. 以上から，∥Â∥ ≤ 1− 2αが示せた．
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補題 4.1.6. サークルパッキングを与える [ai] ∈ RN/D と任意の [ti] ∈ RN/D に対して，[ai]と

[ti]を結ぶ線分上で，任意の n ∈ Nに対し，ある α ≥ 0が存在して，

∂(Fn)i
∂tj

≥ α ≥ 0

をみたすとする．このとき，

∥Fn([ti])− [ai]∥ ≤ (1− 2α)∥[ti]− [ai]∥

が成り立つ．特に，α = 0のとき，任意の n ∈ Nに対して，

∥Fn([ti])− [ai]∥ ≤ ∥[ti]− [ai]∥

である．

証明. h = t− a ∈ RN とおく．a ∈ RN はサークルパッキングに対応する半径であるため，

F̃n(t)− a = F̃n(t)− F̃n(a)

=
[
F̃n(a+ sh)

]s=1

s=0

=

∫ 1

0

d

ds
F̃n(a+ sh)ds (4.1)

ここで，

F̃n(x) =


F̃1

n
(x)
...

F̃N

n
(x)


とおくと，その x微分M(x)は

M(x) =
d

dx
F̃n(x)

=


F̃1

n′

(x)
...

F̃N

n′

(x)



=


∂F̃1

n

∂x1
(x) · · · ∂F̃1

n

∂xN
(x)

...
...

∂F̃N
n

∂x1
(x) · · · ∂F̃N

n

∂xN
(x)


となる．したがって，(4.1)は

F̃1

n
(t)− a1
...

F̃N

n
(t)− aN

 =

∫ 1

0

M(a+ sh)

 h1

...
hN

 ds

35



と書ける．さらに，この右辺の被積分関数を h1
′(s)
...

hN
′(s)

 = M(a+ sh)

 h1

...
hN


と表す．行列M は補題 4.1.5の仮定を満たすので，補題 4.1.5の (1)から，

(1− α) inf hj + α suphj ≤ hj
′(s) ≤ (1− α) suphj + α inf hj

が成り立つ．この最左辺と最右辺は sについて定数であるから，sで 0から 1まで積分して，

(1− α) inf hj + α suphj ≤
∫ 1

0

hj
′(s)ds ≤ (1− α) suphj + α inf hj

つまり，
(1− α) inf hj + α suphj ≤ F̃j

n
(t)− aj ≤ (1− α) suphj + α inf hj

が得られる．したがって，

∥Fn([t])− [a]∥ = sup (F̃j

n
(t)− aj)− inf (F̃j

n
(t)− aj)

≤ (1− 2α)(suphj − inf hj)

= (1− 2α)∥[h]∥
= (1− 2α)∥[t− a]∥ = (1− 2α)∥[t]− [a]∥

補題 4.1.7. ∆を閉曲面の三角形分割とし，n0 を∆の直径，つまり，∆内の最長の２頂点間の距

離とする．このとき，∆の任意の頂点 i, j 間はちょうど n0 ステップで到達できる．ただし，隣接

する２頂点間の移動を 1ステップと数える．

証明. ∆ の直径が n0 なので，任意の i, j ∈ ∆ に対してある n0 以下の n ∈ N が存在して，
n = (i, j を結ぶ道の長さ)をみたす．

• n0 − n = 2k (k = 0, 1, . . . )のとき

iに隣接する頂点間を k往復し，iから j まで nステップで到達することで i, j は n0 ステッ

プで結べる．

• n0 − n = 2k − 1 (k = 1, 2, . . . )のとき

iに隣接する頂点を k− 1往復し，その後 i, i+2, i+1と 2ステップで移動し，n− 1ステッ

プで j に移動すると i, j は n0 ステップで結べる．
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図 32 i, j は nステップで結ばれている

この準備のもとで，サーストンの反復アルゴリズムを証明する．

定理 4.1.1の証明. 有限次元ベクトル空間の閉球はコンパクトなので，

B([ai], ∥[ti]− [ai]∥) = {[x] ∈ RN/D | ∥[x]− [ai]∥ ≤ ∥[ti]− [ai]∥} ⊂ RN/D

はコンパクトである．したがって，m0 を三角形分割の直径とし，n0 ∈ Nを n0 ≥ m0 とすると，

ある α > 0が存在し，任意の [x] ∈ B([ai], ∥[ti]− [ai]∥)に対して，

∂(Fn0)i
∂xj

([x]) > α

をみたす．よって，補題 4.1.6により，

∥Fn0([ti])− [ai]∥ ≤ (1− 2α)∥[ti]− [ai]∥

および，任意の n ∈ Nに対して，

Fn([ti]) ∈ B([ai], ∥[ti]− [ai]∥)

が成り立つ．このため，任意の l ∈ Nに対して

∥F ln0([ti])− [ai]∥ ≤ (1− 2α)∥F (l−1)n0([ti])− [ai]∥

≤ (1− 2α)l∥[ti]− [ai]∥

が成り立つ．また，補題 4.1.5の (3)で α = 0を考えることにより，

∥Fn+1([ti])− [ai]∥ ≤ ∥Fn([ti])− [ai]∥

である．これより
lim
n→∞

Fn([ti]) = [ai]

が示せた．
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4.2 Thurstonのアルゴリズムのサークルパターンへの拡張

定理 (Andreev-Thurstonの定理 (定理 3.1.1再掲)). 向き付け可能閉曲面 S に対して，χ(S) =

0 とする．この場合 S はトーラスである．写像 Θ : E → [0, π/2] は次の条件 (1),(2) をみたすと

する．

(1) e1, e2, e3 ∈ E を，これらを繋げた辺 e1 + e2 + e3 が S 内の可縮なループを表す任意の３組

とする．このとき，もし，
∑3

i=1 Θ(ei) ≥ π であれば e1 + e2 + e3 は１つの面 f ∈ F の境界
となる．

(2) e1, e2, e3, e4 ∈ E を，これらを繋げた辺 e1 + e2 + e3 + e4 が S 内の可縮なループを表す任意

の４組とする．このとき，もし，
∑4

i=1 Θ(ei) = 2π であれば e1 + e2 + e3 + e4 は２つの面

f1, f2 ∈ F の和集合の作る四角形の境界となる．

このとき，データ (T ,Θ)を実現するようなトーラス上のユークリッド幾何構造とサークルパター

ン C の対が存在する．さらに，ユークリッド幾何構造とサークルパターン C はスカラー倍を除い
て一意である．

頂点集合 V を V = {v1, v2, . . . , vn}とする．また，{v1, v2, v3} ⊂ V を外部三角形の３頂点とす
る．頂点 vi に対応する三角形分割の辺を ei とし，その長さを |ei| = li とおく．また，Θ(ei) = θi

と書く．サークルパターン C の円 Ci の半径を ri とすると，三角形 vi, vj , vk の辺 ei, ej , ek の長さ

li, lj , lk はそれぞれ，

li =
√

rj2 + rk2 + 2rjrk cos θi

lj =
√

ri2 + rk2 + 2rirk cos θj

lk =
√

ri2 + rj2 + 2rirj cos θk

と書ける．したがって余弦定理より，

cos(∠vivjvk) =
li
2 + lk

2 − lj
2

2lilk

と表せる．頂点 v (v /∈ {v1, v2, v3})に対して vの周りに k個の三角形があるとすると，k ≥ 3であ

る．頂点 v に対応する円の半径 r 以外を固定し，li, lj , lk を r の関数と考えると，

αj(r) := cos−1

(
li(r)

2
+ lk(r)

2 − lj(r)
2

2li(r)lk(r)

)

は r の連続関数になっている．したがって，

κ : R+ → R; r 7→ κ(r) = 2π −
k∑

j=1

αj(r)
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と定義すると，κ(r)も rの連続関数になっている．この αj(r)は以下の補題より，rについて単調

減少である．

補題 (補題 3.1.3 再掲). C1, C2, C3 を図のように交角 θ1, θ2, θ3 で交わる半径 r1, r2, r3 の円とす

る．C1, C2, C3 の中心 v1, v2, v3 で張られるユークリッド三角形を f とし，vi における f の内角を

αi とする（i = 1, 2, 3）．C1 をより小さい半径 r′1 をもつ円 C ′
1 で置き換え，その他の円の半径や交

角を固定しておくとき，v′1, v2, v3 の張るユークリッド三角形の内角を αi(i = 1, 2, 3)とすると

α1 < α′
1, α2 > α′

2, α3 > α′
3

が成り立つ．とくに，この結果から C ′
1 の中心 v′1 は f の内部に含まれることがわかる．

したがって，κ(r)は r について単調増加である．ここで，

li(r)
2
+ lk(r)

2 − lj(r)
2

2li(r)lk(r)
=

2r2 + 2rrk cos θi + 2rri cos θk − 2rirk cos θj

2
√
r2 + rk2 + 2rrk cos θi

√
r2 + ri2 + 2rri cos θk

. (4.2)

したがって，(4.2)より

li(r)
2
+ lk(r)

2 − lj(r)
2

2li(r)lk(r)
=

2 + 2rk cos θi/r + 2ri cos θk/r − 2rirk cos θj/r
2

2
√

1 + rk2/r2 + 2rk cos θi/r
√
1 + ri2/r2 + 2ri cos θk/r

→ 1 (r → +∞)

よって，αj(r)の連続性から
lim

r→+∞
αj(r) = cos−1(1) = 0

であるため，
lim

r→+∞
κ(r) = 2π > 0.

つぎに，r → 0の場合を考える．この場合も αj(r)の連続性から，

lim
r→0

αj(r) = lim
r→0

cos−1

(
2r2 + 2rrk cos θi + 2rri cos θk − 2rirk cos θj

2
√
r2 + rk2 + 2rrk cos θi

√
r2 + ri2 + 2rri cos θk

)
= cos−1(− cos θj)

= cos−1(cos(π − θj)) = π − θj

よって，

lim
r→0

κ(r) = 2π −
k∑

j=1

(π − θj) = 2π − kπ +

k∑
j=1

θj .

もともと交角は θj ∈ [0, π/2]であるから,

2π − kπ +

k∑
j=1

θj ≤ 2π − kπ

2
= π

(
2− k

2

)

39



が成り立つので，k ≥ 5のときは
lim
r→0

κ(r) < 0

である．つぎに k = 3のとき，

lim
r→0

κ(r) = −π + (θ1 + θ2 + θ3).

ここで，辺 e1, e2, e3 は１つの面 f の境界にはなっていないため定理の仮定から，θ1+ θ2+ θ3 < π.

ゆえに k = 3の場合も
lim
r→0

κ(r) < 0

である．さらに k = 4のとき，

lim
r→0

κ(r) = −2π +

4∑
j=1

θj .

仮定から，
4∑

j=1

θj < 2π である．よって k = 4のときも

lim
r→0

κ(r) < 0

であり，以上から k ≥ 3で lim
r→0

κ(r) < 0が成り立つ．r → +∞と r → 0の場合の考察，および

κ(r)の連続性と単調性から中間値の定理により，ある r∗ ∈ R+ がただ１つ存在し，κ(r∗) = 0を

みたす．

v ∈ {v1, v2, v3}に対して κ(r)を

κ(r) = θi −
k∑

j=1

αj(r) (i = 1, 2, 3)

と定義する．0 < θi < π であるため，

lim
r→+∞

κ(r) = θi − 0 > 0

が成り立つ．さらに 0 ≤ θj ≤ π/2, θi < π と k ≥ 2より，

lim
r→0

κ(r) = θi −
k∑

j=1

(π − θj)

≤ θi −
k∑

j=1

π

2

= θi −
kπ

2
< 0

であるため，中間値の定理から，ある r∗ ∈ R+ がただ１つ存在し，κ(r∗) = 0をみたす．

以上から，サークルパターンの場合にも Thurstonのアルゴリズムにおける r∗ が存在し，サー

クルパッキングの場合の収束性の議論からサークルパターンの場合にもこのアルゴリズムが機能す

ることがわかる．

40



5 Pythonによる実装

5.1 アルゴリズムと誤差関数

ここではまず，Pythonで実装したプログラムの概略を示す．

• はじめに三角形分割の頂点数，辺数，面数を指定し，三角形の位置関係を入力する
• アルゴリズムを繰り返す回数を変数 jのループ回数として指定する

• 各頂点 vi に対応する半径 ri に対して，vi の周りの曲率を返すような ri の１変数関数 κを

定義する

• root_scalarという Pythonの関数を用いて κ(ri) = 0をみたすような ri を求め，これを

変数 vのループを用いて頂点の個数分 ri を求める

• ri の値を上で求めた値に置き換えながら jループで指定回数分繰り返し処理を行う

頂点ごとに ri の１変数関数 κを定義し，root_scalarという Pythonの関数で解を求めることが

Thurstonのアルゴリズムにおいて r∗ を求めることに相当する．このときの解の存在と一意性は，

Thurstonのアルゴリズムを証明した 4.1節での議論で保証されている．収束の度合いについてみ

るために曲率関数を用いて誤差関数を以下のように定義する．

E(j) =

n∑
i=1

κi(r
(j))2

サークルパッキング（サークルパターン）に収束するほど曲率関数 κi の値は小さくなり，サーク

ルパッキングやサークルパターンを与える半径では 0になっているはずである．したがって，符号

の影響を消すために２乗和をとったものを考えると，現状の半径とサークルパッキングを与える半

径との「近さ」の１つの尺度となる．この意味で E(j) を誤差関数と呼んでいる．なお，誤差関数

の j は繰り返し回数を表しており，理論上は E(j) → 0 (j → ∞)となる．

5.2 実装結果

まずは以下のような 5頂点の三角形分割についての結果を示す．頂点は図に示したようにラベル

付けし，vi (i = 1, . . . , 5)に対応する円を Ci とし，その半径を ri (i = 1, . . . , 5)とする．
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図 33 ５頂点の三角形分割

Pythonを用いて，サークルパッキングを求める Thurstonのアルゴリズムを j 回繰り返すと，以

下の表のような結果が得られた．なお，初期値は r0 = (r1, r2, r3, r4, r5) = (1, . . . , 1)としている．

r1 r2 r3 r4 r5 誤差関数

j = 1 0.3674681 0.3674681 0.2211326 0.0119458 0.0319852 24.12569964

j = 3 0.3161798 0.3161798 0.3005639 0.0188442 0.0482321 3.5739× 10−2

j = 5 0.3119253 0.3119253 0.3082661 0.0193543 0.0485289 2.7940× 10−3

j = 10 0.31068 0.31068 0.3110755 0.0195295 0.048020 4.2277× 10−5

j = 60 0.3108020 0.3108020 0.3108020 0.0195126 0.0480812 1.7154× 10−23

表 1 5頂点の三角形分割の結果

繰り返し回数が 1回，すなわち j = 1のときに得られた半径を元に Pythonで描いた図が図 34

である．このときは，たとえば円 C1, C2 や C3, C5 は接しているが，C1, C3 や C1, C4 などは大き

く離れていることがわかる．
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図 34 j = 1のとき

少し繰り返し回数を増やして j = 3とすると，以下のような図になる．図 36に矢印で示したよ

うに，接していない箇所があるが，j = 1のものと比べるとサークルパッキングに近づいているこ

とがわかる．

図 35 j = 3の全体像

図 36 j = 3の拡大図

もう少し繰り返し回数を増やし，j = 5としたものが図 37である．j = 3のときよりもサークル

パッキングに近づいているため，各円が離れている状態から単調に近づき，接していくように見え

るが，円 C5 を中心に拡大した図 38を参照すると円が交わっていることがわかる．円は離れてい

たり，交わったりを繰り返しサークルパッキングに収束していくことが観察できる．
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図 37 j = 5の拡大図

図 38 j = 5の拡大図

さらに回数を多くし，j = 60とすると，この段階でほとんどサークルパッキングに収束し終わっ

ている（図 39参照）．誤差関数はまだ変動するので，j = 60以降の誤差関数の値を以下に示す．
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繰り返し回数 誤差関数の値

j = 60 1.7154003680970886× 10−23

j = 70 7.869972213324272× 10−27

j = 80 1.6950352878097033× 10−26

j = 88 1.6731098850252168× 10−26

j = 120 1.6731098850252168× 10−26

表 2 j = 60以降の誤差関数の値

このように j = 88 までは誤差関数の値に僅かなぶれが見られるが，j = 88 以降は

1.6731098850252168× 10−26 という値から変動していないことがわかる．

図 39 j = 60

つぎに同じ三角形分割を用いて，不揃いな初期値を採用してみる．具体的には初期値を

r1 = (r1, r2, r3, r4, r5) = (20, 4, 8000, 1, 12)

r2 = (r1, r2, r3, r4, r5) = (1, 1, 1, 1, 1000)

としてプログラムを動かした結果を示す．初期値を変動させたことによる誤差関数の挙動について

は 5.3節で述べるので，ここではサークルパッキングが収束する様子の差異について述べる．まず

は，j = 1のときの図を示す．
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図 40 r1 の j = 1 図 41 r2 の j = 1

頂点 v1 と v3 に対応する円 C1, C3 に着目すると，初期値をまばらに設定した r1 のときが大きく

離れていることがわかる．r2 でも初期値が r0 のときよりも頂点 v4, v5 に対応する円 C4, C5 が小

さく，辺 v2v3 側によっていることがわかる．少し繰り返し回数を増やし，j = 3とすると，初期

値を r0 としたときとは異なり，r1, r2 のときはともに円 C1, C3 が交わっていることがわかる．ま

た，矢印で示した部分の円どうしの離れ方が初期値が全て 1の場合よりも大きい．初期値が変化す

ることで，サークルパッキングの収束のしかたが変化することが観察できた．

図 42 r1 の j = 1
図 43 r2 の j = 1

さらに５頂点の骨格は変えずに以下のように辺番号を決め，サークルパターンを得ることを考え

る．図 44の場合，辺 v1v2 の番号を e1 と表すことを意味する．なお，プログラムにおける辺の情

報の書き方の都合で辺番号は順番が揃っていない．
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図 44 骨格と辺番号

ここでは，交角のデータ Θを

(Θ(e1),Θ(e2), . . . ,Θ(e9)) = (
π

3
,
π

3
,
π

6
,
π

6
,
π

3
,
π

6
,
π

4
,
π

6
,
π

3
)

としてサークルパターンを求める．アルゴリズムを実行したときの半径と誤差関数は以下の表のよ

うになる．

r1 r2 r3 r4 r5 誤差関数

j = 1 0.34330905 0.37348926 0.23784128 0.00819557 0.03716484 21.9796997

j = 2 0.34427149 0.33281235 0.28038435 0.00872046 0.03381136 0.0324954

j = 3 0.34202593 0.34664786 0.26639401 0.00819648 0.03673571 0.0120824

j = 10 0.34220709 0.3422622 0.2716436 0.00845602 0.03543109 7.90702× 10−5

j = 41 0.34238292 0.34238292 0.27126553 0.00843625 0.03553238 2.28395× 10−14

j = 60 0.34238292 0.34238292 0.27126553 0.00843625 0.03553238 3.24983× 10−20

j = 84 0.34238292 0.34238292 0.27126553 0.00843625 0.03553238 5.3765801× 10−27

j = 120 0.34238292 0.34238292 0.27126553 0.00843625 0.03553238 1.3616232× 10−27

表 3 サークルパターンの場合

j = 1のときの図が以下の図 45である．
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図 45 j = 1全体像

全体図ではわかりにくいが以下の拡大図を見ると，とくに矢印で示した C4 付近で円どうしが重

なり，サークルパターンが歪んでしまっていることがわかる．繰り返し回数を多くしたときに，こ

の部分がどのように変化するかを図で示す．

図 46 j = 1拡大図
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図 47 j = 3の拡大図 図 48 j = 10の拡大図

図 47および図 48を比べると，徐々に矢印で示した部分の円どうしの隙間が開き，データ Θの

Θ(e6) = π/6,Θ(e9) = π/3 に近づいていく様子がわかる．半径の値は j = 41 程度で安定し，誤

差関数の値は j = 84 回程度から安定することが読み取れた．サークルパターンの完成形として

j = 120のときの全体図と拡大図を以下に示す．

図 49 j = 120全体図

49



図 50 j = 120拡大図

5.3 誤差関数の比較

ここでは，様々な条件で誤差関数の減衰の様子を比較していく．比較するのはサークルパッキン

グとサークルパターンの場合のそれぞれについて r0，r1 を初期値としたものを比較し，サークル

パッキングでは r2 を初期値としたものも比較する．すべての初期値の場合を重ねたグラフは次の

ようになる（j = 8まで）．

図 51 パッキングとパターンの誤差関数

まずはサークルパッキングの誤差関数のグラフのみを以下に示す．
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図 52 パッキングの誤差関数 j = 8までの全体図

アルゴリズムを１回繰り返した段階では初期値が r2 の誤差関数の値が最も大きく，サークル

パッキングの値から遠いことがわかる．また，初期値がそろっている r0 は２回繰り返した時点で

r1 を初期値としたときよりも誤差関数の値が小さくなっていることが読み取れる．その後の変化

をみると，r0 を初期値としたときのほうが r1 を初期値としたときより速く収束していることがわ

かる．さらに，r2 を初期値としたときは j = 2以降で誤差関数の減衰率が急速に落ちていること

も読み取れる．繰り返し回数を増やしたときに誤差関数の値がどのようになるのかを，半径の値が

安定する j = 40付近で確認する．図 53に示すとおりである．

図 53 パッキングの誤差関数 j = 40付近
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この段階でも誤差関数の値に逆転はおこっていない．繰り返し回数が増えるにつれてサークル

パッキングに近づいていくため減衰のしかたがおだやかになることが読み取れる．r1 から始めた

ときはこのスケールでは j = 28で値が変動しなくなっているが，r2 から開始したときは j = 34

付近で値の変動がなくなる．

つぎにサークルパターンの場合の誤差関数の変動の様子を確認する．先ほどのサークルパッキン

グのグラフからサークルパターンの誤差関数の減衰のグラフを抜き出し，少し拡大したものが図

54である．

図 54 サークルパターンの誤差関数

サークルパターンの場合もサークルパッキングの場合と同様に，r0 を初期値とした方が r1 を初

期値とした方よりも，２回目の繰り返し後に誤差関数の値が小さくなっていることがわかる．

最後にサークルパッキングとサークルパターン間での誤差関数の収束のしかたを比較する．図

51を拡大したものが図 55である．グラフの傾きを読み取ると，サークルパターンとサークルパッ

キング間で同じ初期値を採用したときの反復回数１回目から２回目への誤差関数の減衰率が同程度

であることがわかる．この段階では r1 を初期値としたものはサークルパッキングの方が値が大き

くなっているが，j = 6 の時点で値が逆転する（図 56 参照）．この初期値のときにはサークルパ

ターンの方が収束が遅いことがわかる．
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図 55 パッキングとパターンの誤差関数

図 56 パッキングとパターンの誤差関数

じつは r1 を初期値としたときのサークルパターンの誤差関数の収束が比較しているものの中で

一番遅いことがわかる．以下の図を見ると，１７回目の繰り返しの後で誤差関数の値が逆転してい

ることが読み取れる．
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図 57 パッキングとパターンの誤差関数
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