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序文
本修士論文は主に少人数クラスで学習した “Surfaces in Classical Geometries: A Treat-

ment by Moving Frames”[5]，“Kenmotsu type representation formula for surfaces with

prescribed mean curvature in the hyperbolic 3-space”[2]の内容をまとめたサーベイ論文
である．最初に本論文の背景を述べる．曲面論に関する有名な定理として，Weierstrass

の定理 (Weierstrassの表現公式)がある．この定理は単連結なリーマン面M上の正則関数
h :M → Cと有理型関数 g :M → Cを用いて，写像 F :M → C3を

F (z) =
1

2

[∫ z

h(ζ)(1− g(ζ)2)dζ,

∫ z

ih(ζ)(1 + g(ζ)2)dζ,

∫ z

2h(ζ)g(ζ)dζ

]
と定めると，

f = 2ReF = F + F̄ :M → E3

は 3次元ユークリッド空間E3内の極小曲面 (平均曲率H ≡ 0の曲面)を与えるという内容
である．ただし，gが z0 ∈ M を k位の極に持つとき，hは z0を 2k位の零点に持つとす
る．この極小曲面はシャボン膜で例えられることもあり，滑らかに曲げたワイヤーで閉曲
線となっているものをシャボン液に浸し，持ち上げたときにワイヤーに張られている曲面
は極小曲面となることが知られている．例えば，円を水平に固定し，その円を 2つ上下に
持ち，シャボン液につけてみると，くびれたツボのようなシャボン膜が張ることがわかる．
この曲面は極小曲面になっており，特にカテノイド (一葉双曲面)と呼ばれる曲面である．
その後，与えられた実数値関数H を平均曲率に持つ E3内の曲面の表現公式 (Kenmotsu

表現公式)がK. Kenmotsu[6]により得られた．
一方で，3次元双曲空間H3内の曲面についても研究が進み，H3内の平均曲率Hが1で一
定の曲面 (これをConstant Mean Curvatureの頭文字を取ってCMC 1曲面という)を与え
る表現公式 (Bryant表現公式)がR. L. Bryant[3]により，証明された．先ほど述べたE3内
の極小曲面とH3内のCMC 1曲面の間には 1 : 1の対応がある．これをLawson対応という．
さらに与えられた実数値関数Hを平均曲率に持つE3内の曲面の表現公式 (Kenmotsu表現
公式)に対応するものとして，与えられた実数値関数Hを平均曲率に持つH3内の曲面の
表現公式 (Kenmotsu型表現公式)やH3内のCMC H (H > 1)曲面の表現公式 (Kenmotsu-

Bryant型表現公式)，H3内のCMC H (H < 1)曲面の表現公式 (Kokubu-Bryant型表現公
式)がR. Aiyama, K. Akutagawaによって得られた．
以下，本論文の構成を述べる．第 I部は [5]で学習した内容を基に第 1章から第 6章ま

でで構成され，第 II部は [2]で学習した内容を基に第 7章から第 10章までで構成される．
第 I部では，H3内のCMC 1曲面を構成するBryant表現公式を目標として，議論を進

める．第 1章，第 2章では，H3内の曲面論の基本事項について説明する．第 3章では，ミ
ンコフスキー内積を持つ 4次元ミンコフスキー空間 L4を複素 2次エルミート行列の集合
Herと同一視することで，H3の行列モデルを導入する．第 4章では，第 1章，第 2章の
H3内の曲面の議論をH3の行列モデルに対応させ，進めていく．第 5章では，CMC 1曲
面の共形はめ込み fの局所的なフレームで，正則かつナルであるものが取れるといった定
理を示す．逆に正則ナルフレームを与えると，そのフレームはCMC 1曲面への共形はめ
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込み f を構成することを証明する (Bryant表現公式)．第 6章では，Weierstrassの表現公
式で得られる極小曲面のフレームと，Bryant表現公式で得られるCMC 1曲面のフレーム
の関係を述べる．具体例としてH3内のホロ球面 (CMC 1)が E3内の平面 (CMC 0)と対
応していることを確かめる．
第 II部では与えられた実数値関数H を平均曲率に持つH3内の曲面の表現公式 (Ken-

motsu型表現公式)，H3内のCMC H (H > 1)曲面の表現公式 (Kenmotsu-Bryant型表現
公式)，H3内の CMC H (H < 1)曲面の表現公式 (Kokubu-Bryant型表現公式)を目標と
して議論を進める．第 7章では Iwasawa分解を用いて normal Gauss写像Gの定義を与え，
この normal Gauss写像はE3内の曲面の表現公式 (Kenmotsu表現公式)におけるGauss写
像 gの対応物であることを説明する．したがってH3内の曲面の表現公式 (Kenmotsu型表
現公式)についてE3内の曲面の表現公式 (Kenmotsu表現公式)と同様に議論することがで
きる．これが Iwasawa分解を用いた動機である．第 8章では normal Gauss写像Gと平均
曲率Hが満たす 2階偏微分方程式を導く．実数値関数Hが与えられ，この 2階偏微分方
程式を満たすように写像Gを与えるとき，平均曲率H のH3内の曲面を構成することが
できるというKenmotsu型表現公式を得る．第 9章ではH3内のCMC H (H ≥ 1)曲面と
E3内のCMC H0 =

√
H2 − 1曲面の間に 1 : 1対応があるという Lawson対応から，H3内

のCMC H (H > 1)曲面を構成するKenmotsu-Bryant型表現公式を得る．同様の議論で，
H3内のCMC H (H < 1)曲面と断面曲率−c20 (c0 =

√
1−H2)の 3次元双曲空間H3(−c20)

内の極小曲面の間に 1 : 1対応があるという Lawson対応からKokubu-Bryant型表現公式
を導く．具体例としてKenmotsu-Bryant型表現公式を用いて，H3内のCMC H (H > 1)

曲面を計算し，構成した．第 10章では与えられた実数値関数H (H ̸≡ 0)を平均曲率に持
つ E3内の曲面の表現公式 (Kenmotsu表現公式)について第 7章から第 9章までの議論と
同じ枠組みで証明を再構成する．
最後に私がH3内の曲面論について学習するに至った経緯を述べる．少人数クラスでは

修士課程 1年次には [4]を用いて，多様体や微分形式の基礎からE3，3次元ミンコフスキー
空間R1,2，S3，H3内の曲面論の基礎やE3内の極小曲面の表現公式 (Weierstrassの表現公
式)について学んだ．修士課程 2年次には [3]や [5]で，H3内のCMC 1曲面について学ん
だ．H3内のCMC 1曲面がE3内の極小曲面と 1 : 1対応があることに興味を持ち，平均曲
率がH ≡ 1ではない場合のH3内の曲面の表現公式について述べられている [2]を学ぶに
至った．これが本論文の動機付けである．
本修士論文を執筆するにあたり，学部 4年次からお世話になりました，糸健太郎先生に

深く感謝申し上げます．少人数クラスで学習する際に理解できなかった点や疑問に思った
点を丁寧に教えていただきました．本修士論文に関しても細かく添削していただき本当に
有難うございました．また，少人数クラスで修士 1年次から 2年間ともに学習をしてきた
Liu Keheng君を初めとする多くの同窓生の皆様に深く感謝いたします．
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第 I部

H3内のCMC 1曲面の表現公式
第 I部は “Surfaces in Classical Geometries: A Treatment by Moving Frames”[5]の 7

章，11章で学習した内容を基に第 1章から第 6章までで構成される．ここでは第 5章の
Bryant表現公式を目標に進めていく．第 1章，第 2章では 3次元双曲空間H3内の曲面論
について述べている．第 3章でH3の行列モデルH(3)を導入する．第 4章ではH(3)内の
曲面についての議論をH3内の曲面についての議論とうまく対応させ，進めていく．そし
て，第 5章ではH(3)内のCMC 1曲面の表現公式であるBryant表現公式を証明する．第
6章では E3内の極小曲面 (CMC 0)とH(3)内のCMC 1曲面の関係について述べ，E3内
の平面とH(3)内のホロ球面が対応することを具体例として計算した．また，[5]を学習す
る際に，Bryant表現公式の原著である [3]も学習したため，必要であれば，こちらも参考
にしていただきたい．

1 H3内の曲面の基本事項

1.1 3次元双曲空間H3

定義 1.1. ([5], p155) R4 においてミンコフスキー内積 ⟨ , ⟩を x = (x0, x1, x2, x3),y =

(y0, y1, y2, y3) ∈ R4に対して，

⟨x,y⟩ = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3

で定める．R4にミンコフスキー内積を与えたものを4次元ミンコフスキー空間といい，L4

で表す．3次元双曲空間H3を

H3 = {(x0, x1, x2, x3) ∈ L4 | −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = −1, x0 > 0}

と定義する．I1,3 := diag(−1, 1, 1, 1)とおき，O(1, 3)を

O(1, 3) =
{
A ∈ GL(4,R) | tAI1,3A = I1,3

}
と定める．O(1, 3)はA = (aij) ∈ O(1, 3)に対して，detA = 1かdetA = −1とa11の符号が
正か負かで 4つの連結成分に分けることができる．単位元が含まれる連結集合をSO+(1, 3)

と定める．つまり，

SO+(1, 3) = {A ∈ O(1, 3) | detA = 1, a11 > 0}

と定義する．
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1.2 曲面のフレーム，モーレーカルタン形式

定義 1.2. Mを滑らかな曲面とし，U ⊂Mを開集合とする．x :M → H3を滑らかなはめ
込みとする．写像 e = (e0, e1, e2, e3) : U → SO+(1, 3)に関して，e1, e2, e3は TxH3を張り，
e0 = xを満たすとき，eを xに沿うフレーム場という．今後，フレーム場を単にフレーム
ということとする．U 上の o(1, 3)に値を持つ 1次形式Ωを

Ω = (ωi
j) := e−1de

と定める．ただし，Ωの (i, j)成分が ωi−1
j−1であることに注意する．すなわち j = 0, 1, 2, 3

に対して，

dej = eiω
i
j (1.1)

と定める．Ωをモーレーカルタン形式という．ここで (1.1)はアインシュタインの縮約法
を使っている．すなわち，

dej =
3∑

i=0

eiω
i
j

であることに注意する．

Ωが実際に o(1, 3)に値を持つことを確かめる．

命題 1.3. ([4], Exercise 3.50.) Ω = (ωi
j) = e−1deについて

ωi
j =


0 (i = j = 0)

−ωj
i (1 ≤ i, j ≤ 3)

ωj
i (i, jの一方が 0)

(1.2)

が成立する．ωi
0 = ω0

i を双対形式といい，ω
iと表記する．よってΩは

Ω = (ωi
j) =


0 ω1 ω2 ω3

ω1 0 −ω2
1 −ω3

1

ω2 ω2
1 0 −ω3

2

ω3 ω3
1 ω3

2 0


と表せる．

Proof. e0, e1, e2, e3は L4内の正規直交基底であるから，

⟨ei, ej⟩ =


1 (i = j ̸= 0)

−1 (i = j = 0)

0 (i ̸= j)

が成立する．i, jを固定し，これを外微分すると，

0 = d(⟨ei, ej⟩) =⟨dei, ej⟩+ ⟨ei, dej⟩
=⟨ekωk

i , ej⟩+ ⟨ei, ekωk
j ⟩

=ωj
i ⟨ej, ej⟩+ ωi

j⟨ei, ei⟩

よって (1.2)が示された．
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1.3 構造方程式 (Gauss・Codazzi方程式)

命題 1.4. ([4], Exercise 3.20.) フレーム e = (e0, e1, e2, e3) : U → SO+(1, 3)，モーレーカ
ルタン形式Ω = (ωi

j) = e−1deとすると，

dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j (1.3)

が成立する．これを構造方程式という．ただし (1.3)は kについて和をとっていることに
注意する．特に

dω1
2 = ω3

1 ∧ ω3
2 − ω1 ∧ ω2 (1.4)

をGauss方程式といい，

dω3
1 =ω3

2 ∧ ω1
2 − ω3 ∧ ω1 (1.5)

dω3
2 =− ω3

1 ∧ ω1
2 − ω3 ∧ ω2 (1.6)

をCodazzi方程式という．

Proof. (1.1)を外微分すると

0 = d(eiω
i
j) = deiω

i
j + eidω

i
j = ekω

k
i ∧ ωi

j + eidω
i
j = ei(ω

i
k ∧ ωk

j + dωi
j)

より，

dωi
j = −ωi

k ∧ ωk
j

を得る．

1.4 曲面のfirst orderフレーム

定義 1.5. ([5], p166) M を滑らかな曲面，U ⊂ M を開集合とし，x : M → H3を滑らか
なはめ込みとする．xに沿うフレームを e : U → SO+(1, 3)とする．eが first orderであ
るとは，eがはめ込み xに沿うフレームで，e3が dxに直交しているときをいう．これは
dx = de0 = e1ω

1 + e2ω
2と書けることを意味し，つまり，

ω3 = 0 (1.7)

と同値である．ここで ω3
0 = ω3と表記している．

eが first orderであるとき，ω3
1, ω

3
2についてどのようなことが分かるか考えていく．

命題 1.6. ([4], Exercise 4.19) ω1, ω2は U 上で線形独立である．
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Proof. U 上の任意の実数値関数を f1, f2とし，f1ω1 + f2ω
2 = 0とする．任意の x ∈ U に

対して，v1, v2 ∈ TxU を dx(v1) = e1(x), dx(v2) = e2(x)を満たすようにとる．v1, v2の取
り方から，

e1(x) = dx(v1) = e1(x)ω
1(v1) + e2(x)ω

2(v1)

e2(x) = dx(v2) = e1(x)ω
1(v2) + e2(x)ω

2(v2)

より

ωi(vj) = δij (1.8)

が分かる．これより，

0 = f1(x)ω
1(v1) + f2(x)ω

2(v1) = f1(x)

0 = f1(x)ω
1(v2) + f2(x)ω

2(v2) = f2(x)

を得る．よって ω1, ω2は線形独立である．

(1.8)より，ω1, ω2を e1, e2の dual coframeと呼ばれる．この命題より，ω3
1, ω

3
2は ω1, ω2

の線形結合でかけるが，実は ω3
1, ω

3
2は U 上の実数値関数 a, b, cを用いて，(
ω3
1

ω3
2

)
=

(
a b

b c

)(
ω1

ω2

)

と表すことができる．これを示すために次のカルタンの補題を用意する．

1.5 カルタンの補題

補題 1.7. (カルタンの補題)([4], Lemma 2.49) M を 2次元多様体とし，η1, η2を線形独立
なM 上の滑らかな 1次形式とする．ϕ1, ϕ2はM 上の滑らかな 1次形式で

ϕ1 ∧ η1 + ϕ2 ∧ η2 = 0 (1.9)

を満たすとする．このとき， (
ϕ1

ϕ2

)
=

(
h11 h12
h21 h22

)(
η1

η2

)
(1.10)

を満たす滑らかな関数 {hij = hji :M → R | 1 ≤ i, j ≤ 2}が存在する．

Proof. x ∈ M として，(TxM)∗を TxM 上の実数値関数の集合とする．η1, η2は線形独立
で，dimM = 2より，(η1, η2)は各 x ∈M に対して，(TxM)∗の基底である．このとき，

ϕ1 = h11η
1 + h12η

2, ϕ2 = h21η
1 + h22η

2
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が成立する．(1.9)より，

0 =ϕ1 ∧ η1 + ϕ2 ∧ η2

=(h11η
1 + h12η

2) ∧ η1 + (h21η
1 + h22η

2) ∧ η2

=(h21 − h12)η
1 ∧ η2

が成立する．η1, η2は線形独立より，

h12 = h21

が成立．よってカルタンの補題は示された．

eが first order を仮定すると，(1.3)より，

0 = dω3 = −ω3
1 ∧ ω1 − ω3

2 ∧ ω2

が成立する．ω1, ω2は線形独立だから，カルタンの補題 (補題 1.7)より，(
ω3
1

ω3
2

)
=

(
h11 h12
h21 h22

)(
ω1

ω2

)
という関係が成り立つ．Codazzi方程式 (1.5), (1.6)は ω3 = 0より，

dω3
1 =ω3

2 ∧ ω1
2

dω3
2 =− ω3

1 ∧ ω1
2

となり，Gauss方程式 (1.4)は

dω1
2 =(h11ω

1 + h12ω
2) ∧ (h21ω

1 + h22ω
2)− ω1 ∧ ω2

=(h11h22 − (h12)
2 − 1)ω1 ∧ ω2

となる．

1.6 平均曲率，Gauss曲率，ホップ不変量，hyperbolic Gauss写像

定義 1.8. xの平均曲率HとGauss曲率K，ホップ不変量 hを

H =
1

2
(h11 + h22), K = h11h22 − h212 − 1, h =

1

2
(h11 − h22)− ih12

と定義する．

補足 1.9. Gauss曲率Kを

dω1
2 = Kω1 ∧ ω2

を満たすKと定義する場合もある．また，簡単な計算により，

K = −1 +H2 − |h|2

が成立することも分かる．S = (hij)とすると，H = 1
2
trS, K = −1 + detS と表せる．

Gauss曲率に現れている−1はH3の断面曲率を表している．HやKはフレームの取り方
によらないことがわかるが，hはフレームの取り方によることが分かる．



1. H3内の曲面の基本事項 10

定義 1.10. ([5], p162, Definition 6.3.) L4のナルコーンN3を

N3 =
{
n ∈ L4 \ {0} | ⟨n,n⟩ = 0

}
で定める．H3の無限遠点集合に対応する S2は

S2
∞ = N3/R×

で与えられる．ただし，R× = R \ {0}とする．

定義 1.11. ([5], Definition 6.32, p54-55) x :M → H3を滑らかなはめ込みとする．x ∈M

をとる．xの単位法ベクトル場をN : M → L4とする．すなわちN(x) ∈ x(x)⊥である．
g :M → S2

∞ = N3/R×を

g(x) = [x(x) +N(x)]

で定義する．これを xの hyperbolic Gauss写像という．また，

I = ⟨dx, dx⟩, II = −⟨dx, dN⟩

を xの第一基本形式 (誘導計量)，第二基本形式という．

補足 1.12. ([5], Definition 6.32) e3 = N を満たすような xに沿う first orderなフレーム
e : U → SO+(1, 3)をとる．x ∈ M をとると，この hyperbolic Gauss写像 g : M → S2

∞ =

N3/R×は

g(x) = [e0(x) + e3(x)]

とかける．
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2 Gauss・Codazzi方程式

2.1 曲面の adaptedフレーム

定理 2.1. ([5], Theorem 7.4.) M を 2次元リーマン多様体とし，x : M → H3を滑らかな
はめ込みとする．このとき，xの第一基本形式 Iがある滑らかな実数値関数 u : U → Rを
用いて，

I = e2udzdz̄

となる局所座標系 (U, z)が存在する．この複素座標 zを等温座標という．

この定理より，2次元リーマン多様体はリーマン面 (複素 1次元多様体)とみなせる．

定義 2.2. M をリーマン面とし，x :M → H3を滑らかなはめ込みとする．xの第一基本
形式 Iが複素座標 zとある滑らかな実数値関数 u :M → Rを用いて，

I = e2udzdz̄

と書けるとき，xは共形 (conformal)であるという．

第一基本形式 Iは

I =⟨dx, dx⟩
=⟨xz,xz⟩dzdz + 2⟨xz,xz̄⟩dzdz̄ + ⟨xz̄,xz̄⟩dz̄dz̄

と表せるから，xが共形であるとき，

⟨xz,xz⟩ = ⟨xz̄,xz̄⟩ = 0, ⟨xz,xz̄⟩ =
1

2
e2u (2.1)

が成立する．以下M をリーマン面，x :M → H3は滑らかな共形はめ込みとする．

定義 2.3. xに沿う first orderフレーム e = (e0, e1, e2, e3) : U → SO+(1, 3)が orientedで
あるとは，(e1, e2)がM の向きと一致するときをいう．すなわち，任意の x ∈ U に対し
て，v1, v2 ∈ TxU を dx(v1) = e1(x), dx(v2) = e2(x)を満たすようにとると，

(e1, e2)がM の向きと一致する⇔ (v1, v2)がM の向きと一致する

が成立する．

定義 2.4. ([5], Definition 7.22) xに沿う first orderフレーム e = (e0, e1, e2, e3) : U →
SO+(1, 3)がM 内の局所座標 (U, z)に adaptedであるとは，あるU 上の滑らかな実数値
関数 uが存在して，

ω1 + iω2 = eudz (2.2)

を満たすときをいう．ここで，ω1, ω2は dx = e1ω
1 + e2ω

2を満たすものとする．
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補題 2.5. ([5], Lemma 7.23) x :M → H3を共形はめ込みとする．このとき，Mの局所座
標 (U, z)に adaptedなフレーム e : U → SO+(1, 3)が一意的に存在する．

Proof. まず (U, z)に adaptedなフレーム e : U → SO+(1, 3)の存在性を示す．e1, e2を

e1 = e−uxx = e−u(xz + xz̄), e2 = e−uxy = ie−u(xz − xz̄) (2.3)

と定める．xz,xz̄は xに直交するから，e1, e2は xに直交する．xが共形はめ込みだから，
(2.1)より，

⟨e1, e1⟩ = ⟨e2, e2⟩ = 1, ⟨e1, e2⟩ = 0

が成立する．(2.3)より，

xz =
1

2
eu(e1 − ie2), xz̄ =

1

2
eu(e1 + ie2)

となる．

e1ω
1 + e2ω

2 = dx =xzdz + xz̄dz̄

=e1
eu

2
(dz + dz̄)− e2i

eu

2
(dz − dz̄)

により，係数を比べると，

ω1 =
eu

2
(dz + dz̄), ω2 = −ie

u

2
(dz − dz̄)

を得る．このω1, ω2は (2.2)を満たす．e3を (x, e1, e2, e3)がL4の正規直交基底で (x, e1, e2, e3)

の行列式が 1になるように選ぶと，(U, z)に adaptedなフレーム e = (x, e1, e2, e3) : U →
SO+(1, 3)を得る．よって存在性は示された．
次に一意性を示す．(U, z)に adaptedなフレーム e, ẽ : U → SO+(1, 3)をとり，それぞれ
の双対形式を ωi, ω̃iとかく．まずフレーム eとその双対形式 ωiに注目する．eは (U, z)に
adaptedなので，(2.2)が成立する，つまり，

dz = e−u(ω1 + iω2), dz̄ = e−u(ω1 − iω2)

が成立する．よって

e1ω
1 + e2ω

2 = dx =xzdz + xz̄dz̄

=e−u(xz + xz̄)ω
1 − ie−u(xz − xz̄)ω

2

より，e1, e2は (2.3)のように表されることが分かる．フレーム ẽに関しても同様に，ẽ1, ẽ2
は (2.3)のように表されることが分かる．よって一意性は示された．

命題 2.6. ([5], p210) x :M → H3を共形はめ込みとする．フレーム eは first orderで複素
座標 (U, z)に adaptedであるとする．平均曲率をH とし，ホップ不変量を hとする．こ
のとき，

ω3
1 − iω3

2 = h(ω1 + iω2) +H(ω1 − iω2) = heudz +Heudz̄ (2.4)

と書ける．
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Proof. カルタンの補題 (補題 1.7)より，(
ω3
1

ω3
2

)
=

(
h11 h12
h21 h22

)(
ω1

ω2

)
を満たす U 上の実数値関数 hij = hji (i, j = 1, 2)が存在する．

ω3
1 − iω3

2 = (h11ω
1 + h12ω

2)− i(h21ω
1 + h22ω

2)

=
1

2
(h11 − h22)(ω

1 + iω2) +
1

2
(h11 + h22)(ω

1 − iω2)− ih12(ω
1 + iω2)

= h(ω1 + iω2) +H(ω1 − iω2)

= heudz +Heudz̄

が成立する．よって示された．

2.2 ホップ微分

定義 2.7. ([5], Definition 7.24) M上の局所座標 (U, z)に対して，zに関する xのホップ不
変量 hを (U, z)に adaptedなフレームに関する xのホップ不変量とする．

adaptedなフレームに対して，(2.3), (2.4)より，

de3 =e1ω
1
3 + e2ω

2
3

=− e−u(xz + xz̄)ω
3
1 − ie−u(xz − xz̄)ω

3
2

=− e−u(ω3
1 + iω3

2)xz − e−u(ω3
1 − iω3

2)xz̄

=− (Hdz + h̄dz̄)xz − (hdz +Hdz̄)xz̄

を得る．これを用いて II = −⟨dx, de3⟩を

II = II2,0 + II1,1 + II0,2

と (2, 0), (1, 1), (0, 2)型微分形式に分解し，それぞれ求めていく．

命題 2.8. ([5], p211)

II2,0 =
1

2
e2uhdzdz = II0,2, II1,1 = e2uHdzdz̄ (2.5)

を得る．II2,0をホップ微分という．ホップ微分は座標の取り方によらない．

Proof. (2.1)より，

II =− ⟨dx, de3⟩
=⟨xzdz + xz̄dz̄, (Hdz + h̄dz̄)xz + (hdz +Hdz̄)xz̄⟩

=
1

2
e2udz(hdz +Hdz̄) +

1

2
e2udz̄(Hdz + h̄dz̄)

=
1

2
e2uhdzdz + e2uHdzdz̄ +

1

2
e2uh̄dz̄dz̄
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が成立する．よって

II2,0 =
1

2
e2uhdzdz = II0,2, II1,1 = e2uHdzdz̄

を得る．

2.3 ω1
2の表し方

2.1節の記号をそのまま用いると，ω1
2について次の命題が分かる．

命題 2.9. ([5], p211) ω1
2は

ω1
2 = i(uzdz − uz̄dz̄) (2.6)

と表すことができる．

Proof. (2.2)を外微分する．

−ω1
2 ∧ ω2 − iω2

1 ∧ ω1 = uz̄e
udz̄ ∧ dz

iω1
2 ∧ (ω1 + iω2) = uz̄e

udz̄ ∧ dz

よってω1
2 = a(z)dz− iuz̄dz̄という形になることがわかる．またω1 − iω2 = eudz̄を外微分

すると，

−ω1
2 ∧ ω2 + iω2

1 ∧ ω1 = uze
udz ∧ dz̄

−iω1
2 ∧ (ω1 − iω2) = uze

udz ∧ dz̄

となるので，

ω1
2 = i(uzdz − uz̄dz̄)

を得る．

一方で (2.4), (2.6)より，

d(e1 − ie2) =e0ω
1 + e2ω

2
1 + e3ω

3
1 − i(e0ω

2 + e1ω
1
2 + e3ω

3
2)

=e0(ω
1 − iω2)− iω1

2(e1 − ie2) + e3(ω
3
1 − iω3

2)

=xeudz̄ + (uzdz − uz̄dz̄)(e1 − ie2) + e3(he
udz +Heudz̄)

=(uz(e1 − e2) + heue3)dz + (eux− uz̄(e1 − ie2) +Heue3)dz̄

が分かる．
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2.4 u,H, hを用いたGauss・Codazzi方程式

定理 2.10. ([5], Theorem 7.26) x : M → H3を共形はめ込みとし，M の局所座標 (U, z)

をとる．hを zに関するホップ不変量，Hを平均曲率とする．このとき，Gauss方程式は

−4e−2uuzz̄ = −1 +H2 − |h|2 (2.7)

と書ける．Codazzi方程式は

hz̄ + 2huz̄ = Hz (2.8)

と書ける．

Proof. 補題 2.5より，(2.6)を満たすので，

dω1
2 = −2iuzz̄dz ∧ dz̄ (2.9)

が成立する．また，Gauss曲率をKとして，

dω1
2 = Kω1 ∧ ω2 =

i

2
K(ω1 + iω2) ∧ (ω1 − iω2) =

i

2
Ke2udz ∧ dz̄ (2.10)

が成立する．(2.9), (2.10)より，K = −4e−2uuzz̄が成立．補足1.9より，K = −1+H2−|h|2

だった．よって (2.7)は示された．
次にCodazzi方程式は

d(ω1
3 − iω2

3) =− ω1
2 ∧ ω2

3 + iω2
1 ∧ ω1

3

=− iω1
2 ∧ (ω1

3 − iω2
3)

=− (uzdz − uz̄dz̄) ∧ (heudz +Heudz̄)

=− eu(Huz + huz̄)dz ∧ dz̄

となる．一方，(2.4)より，

d(ω1
3 − iω2

3) = −d(heudz +Heudz̄) = eu(hz̄ + huz̄ −Hz −Huz)dz ∧ dz̄

が分かる．これより，

hz̄ + 2huz̄ = Hz

を得る．よって (2.8)は示された．
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3 H3内の行列モデルH(3)

3.1 導入

この章ではH3の行列モデルH(3)を導入する．L4を複素 2次エルミート行列と同一視
することで，H3の行列モデル H(3)を得る．行列モデルを導入することで，SL(2,C)の
Herへの作用がHerの内積を保つことや，SL(2,C)のHerへの作用はH(3)を保存すると
いった性質が得られる．

3.2 H3の行列モデルH(3)

定義 3.1. ([5], p348) Herを複素 2次エルミート行列の集合とする．つまり，

Her = {v ∈ M(2,C) | v∗ = v}

とし，

⟨A,B⟩ = −1

2
tr(AB̃) (3.1)

で定める．ただし，B̃はBの余因子行列を表す．特に

⟨A,A⟩ = − detA (3.2)

である．写像 v : L4 → Herを

v(x0, x1, x2, x3) =

(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

)
(3.3)

と定めると，vは内積を保つ線形同型写像である．また，H3の行列モデルH(3)を

H(3) = v(H3) = {v ∈ Her | det v = 1, tr v > 0}

と定義する．L4の標準基底を ϵ0, ϵ1, ϵ2, ϵ3とし，σi = v(ϵi), (i = 0, 1, 2, 3)とすると

σ0 =

(
1 0

0 1

)
, σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 i

−i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

となる．この σ0, . . . , σ3はパウリ行列と呼ばれる．

3.3 2 : 1写像 σ : SL(2,C) → SO+(1, 3)

任意のA ∈ SL(2,C), v ∈ Herに対して，写像Σ(A) : Her → Herを

Σ(A)(v) = AvA∗
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と定める．この写像は
det(Σ(A)v) = det(AvA∗) = det v

を満たすので，(3.2)より，Her上の内積を保つ．このとき写像

Σ : SL(2,C) → GL(Her), A 7→ Σ(A)

は群準同型写像であり，Σの像はHerの内積を保つ元から成るGL(Her)の部分群に含ま
れる．P : GL(Her) → GL(4,R)をGL(Her)の元に対して σ0, σ1, σ2, σ3に関する表現行列
を対応させる写像とすると，これは線形同型写像である．

補題 3.2. ([5], Lemma 11.1) σ = P ◦Σ : SL(2,C) → GL(4,R)とすると，σの像はSO+(1, 3)

に一致し，σ : SL(2,C) → SO+(1, 3)は 2 : 1の群準同型写像である．

Proof. Σの像は Herの内積を保つ GL(Her)の部分群に含まれるので，σの像は L4の内
積を保つ GL(4,R)の部分群 O(1, 3)に含まれる．SL(2,C)と O(1, 3)は実 6次元である．
SL(2,C)は SU(2)× E3と同相であり，SU(2)は S3と微分同相なので，SL(2,C)は連結か
つ単連結である．σは単位行列 I2 ∈ SL(2,C)を単位行列 I4 ∈ SO+(1, 3)に送るので，σは
SL(2,C)から I4を含む連結成分 SO+(1, 3) ⊂ O(1, 3)への全射であると分かる．またΣは
群準同型であるから，σも群準同型である．
次に 2 : 1写像であることを示す．

σ(A) = I4 ⇔ A = ±I2 (3.4)

を示せばよい．σ(A) = I4を仮定すると，σ(A)v = vが任意の v ∈ Herで成立．特にパウリ
行列 v = σ0, . . . , σ3で成立するため，A = ±I2が分かる．逆にA = ±I2のとき，σ(A) = I4
である．よって (3.4)が成立する，したがって σは 2 : 1写像である．

補足 3.3. σの定義より，任意のA ∈ SL(2,C)に対して，

Σ(A)(σ0 σ1 σ2 σ3) = (σ0 σ1 σ2 σ3)σ(A)

が成立する．x = t(x0, x1, x2, x3) ∈ L4をとると，

Σ(A)(v(x)) =Σ(A)(σ0 σ1 σ2 σ3)


x0

x1

x2

x3



=(σ0 σ1 σ2 σ3)σ(A)


x0

x1

x2

x3


=v(σ(A)x)

を得る．したがって任意の x ∈ L4と任意のA ∈ SL(2,C)に対して，

Σ(A)(v(x)) = v(σ(A)x) (3.5)

が成り立つ．
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SL(2,C)のHerへの作用はH(3)を保存する．つまり任意の v ∈ H(3), A ∈ SL(2,C)に
対してAvA∗ ∈ H(3)を満たす．単位行列 I2 ∈ H(3)における SL(2,C)のイソトロピー部
分群は

SU(2) = {A ∈ SL(2,C) | AA∗ = I2}

なのでH(3)は SL(2,C)/ SU(2)に微分同相であり，主 SU(2)束

π : SL(2,C) → H(3), π(A) = AA∗ (3.6)

を得る．

3.4 σの単位元における微分写像 dσI : sl(2,C) → o(1, 3)

補題 3.4. ([5], Lemma 11.3) σ : SL(2,C) → SO+(1, 3)の単位元 I = I2における微分写像

dσI : sl(2,C) → o(1, 3)はリー環準同型でX =

(
X1

1 X1
2

X2
1 −X1

1

)
の像は

dσ(X) =


0 Re(X1

2 +X2
1 ) Im(X1

2 −X2
1 ) 2ReX1

1

Re(X1
2 +X2

1 ) 0 −2 ImX1
1 Re(−X1

2 +X2
1 )

Im(X1
2 −X2

1 ) 2 ImX1
1 0 − Im(X1

2 +X2
1 )

2ReX1
1 Re(X1

2 −X2
1 ) Im(X1

2 +X2
1 ) 0


となる．ここで (ωi

j)を SO+(1, 3)上の o(1, 3)値のモーレーカルタン形式とし，ε = (εij)を
SL(2,C)上の sl(2,C)値のモーレーカルタン形式とするとき，

σ∗ω1 = Re(ε12 + ε21), σ∗ω2 = Im(ε12 − ε21), σ∗ω3 = 2Re ε11

σ∗ω1
2 = −2 Im ε11, σ∗ω3

1 = Re(ε12 − ε21), σ∗ω3
2 = Im(ε12 + ε21)

(3.7)

が成立する．さらに，
ϕ = ω1 + iω2, ψ = ω3

1 − iω3
2

と定めるとき，

σ∗ϕ = ε12 + ε̄21, σ∗ψ = ε̄12 − ε21

が成立．ただし，ωi
0 = ωiと表記している．

Proof. X ∈ sl(2,C)とする．dΣ(X) : Her → Herを考える．a(t) ∈ SL(2,C)を a(0) =

I2, a
′(0) = Xを満たすものとする．任意の v ∈ Herに対して，

dΣ(X)(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Σ(a(t))(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(a(t)va(t)∗) = Xv + vX∗

が成立．ここで例えば σ0 ∈ Herに対しては，

dΣ(X)σ0 = Re(X1
2 +X2

1 )σ1 + Im(X1
2 −X2

1 )σ2 + 2ReX1
1σ3
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σ3 ∈ Herに対しては，

dΣ(X)σ3 = 2ReX1
1σ0 +Re(−X1

2 +X2
1 )σ1 − Im(X1

2 +X2
1 )σ2

が成立し，dσ(X)の 1列目，4列目が求まる．2, 3列目も同様に求めることで，dσ(X)が
求まる．
次にΩ = (ωi

j)とおき，A ∈ SL(2,C)とする．ここで可換図式

SL(2,C) σ //

LA−1

��
⟳

SO+(1, 3)

Lσ(A)−1

��
SL(2,C) σ

// SO+(1, 3)

を考える．実際 x ∈ SL(2,C)とすると，σは準同型より，

Lσ(A)−1(σ(x)) = σ(A)−1σ(x) = σ(A−1x) = σ(LA−1(x))

なので可換図式である．よって x = Aの場合を考えて，

TA SL(2,C) dσA //

(dLA−1)
A
��

⟳

Tσ(A) SO+(1, 3)

(dLσ(A)−1)
σ(A)

��
sl(2,C)

dσI

// o(1, 3)

も可換図式であるので，

dσI ◦ (dLA−1)A =
(
dLσ(A)−1

)
σ(A)

◦ dσA (3.8)

が成立．よってX ∈ TA SL(2,C)に対して，σ
∗ω0

0 · · · σ∗ω0
3

...
...

σ∗ω3
0 · · · σ∗ω3

3

 (X) = (σ∗Ω)(X)

= Ω(dσA(X))

= σ(A)−1dσA(X) (∵ dσA(X) ∈ Tσ(A) SO+(1, 3))

= dσI(A
−1X) (∵ (3.8))

= dσI(ε(X))

=


0 Re(ε12 + ε21) Im(ε12 − ε21) 2Re ε11

Re(ε12 + ε21) 0 −2 Im ε11 Re(−ε12 + ε21)

Im(ε12 − ε21) 2 Im ε11 0 − Im(ε12 + ε21)

2Re ε11 Re(ε12 − ε21) Im(ε12 + ε21) 0

 (X)

が分かる．各成分を比較することで補題は示された．
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3.5 可換図式

定義 3.5. HerのナルコーンN(3)を

N(3) = v(N3) = {v ∈ Her \{0} | det v = 0}

で定める．

任意の t ∈ R×, n ∈ N3に対して

v(tn) = tv(n)

を満たすので，v : N3 → N(3)は写像

v : N3/R× → N(3)/R×, v([n]) = [v(n)] (3.9)

を誘導する．H(3)の無限遠点集合に対応する S2は

S2
∞ = N(3)/R×

と表すことができる．よって SL(2,C)は自然にN(3)/R×に作用して，この作用に関する

[σ0 + σ3] =

[
1 0

0 0

]
∈ N(3)/R×

のイソトロピー群は

G0 =

{(
z w

0 z−1

)
| z, w ∈ C, z ̸= 0

}
である．主G0束 π1を

π1 : SL(2,C) → N(3)/R×, π1(A) = A

[
1 0

0 0

]
A∗ = [A1A

∗
1]

と表す．ここでA1はAの第 1列ベクトルとする．一方で SL(2,C)のCP 1への作用に関

して

[
1

0

]
∈ CP 1 のイソトロピー群もG0 である．主G0束 π2を

π2 : SL(2,C) → CP 1, π2(A) = A

[
1

0

]
= [A1]

と表す．ここでナルコーンN(3) ⊂ Herは

N(3) =

{
±zz∗ = ±

(
z1
z2

)(
z1 z2

) ∣∣∣∣ z =
(
z1
z2

)
∈ C2 \ 0

}

と表すことができる．写像 ι : CP 1 → N(3)/R×を

ι([z]) = [zz∗]
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で定めると，ιは微分同相写像であり，CP 1上の SL(2,C)作用とN(3)/R×上の SL(2,C)
作用で equivarantである．実際，A ∈ SL(2,C), [z] ∈ CP 1とすると，

ι(A[z]) = [(Az)(Az)∗] = [A(zz∗)A] = Aι([z])A∗

が成立する．特に [z] =

[
1

0

]
の場合を考えると，

ι ◦ π2 = π1

を得る．写像Πを

Π : SO+(1, 3) → N3/R×, Π(e) = e[ϵ0 + ϵ3]

とすると，以下で説明するように

π1 = v ◦ Π ◦ σ

も成立する．よって可換図式

SL(2,C)
π2

yyttt
tt
tt
tt

σ //

π1

��
⟲

SO+(1, 3)

Π
��

CP 1
ι

// N(3)/R×
⟲

N3/R×
v

oo

(3.10)

を得る．π1 = v ◦ Π ◦ σを示す．(3.5)より，特に x = ϵ0 + ϵ3 ∈ L4のときを考えると，

Σ(A)(σ0 + σ3) = v(σ(A)(ϵ0 + ϵ3))

が成立する．よって任意のA ∈ SL(2,C)に対して，

π1(A) =A

[
1 0

0 0

]
A∗

=[Σ(A)(σ0 + σ3)]

=[v(σ(A)(ϵ0 + ϵ3))]

=v(σ(A)[ϵ0 + ϵ3]

=v ◦ Π ◦ σ(A) (∵ Πの定義)

が成立するので，π1 = v ◦ Π ◦ σは示された．よって (3.10)は示された．



4. H(3)内の曲面 22

4 H(3)内の曲面

4.1 fに沿うフレーム

M をリーマン面とする．v : H3 → H(3)は同型写像なので，はめ込み x : M → H3か
ら，はめ込み f = v ◦ x :M → H(3)を得る．
E : U → SL(2,C)が f :M → H(3)のフレームであることを e = σ ◦E : U → SO+(1, 3)

が x = v−1 ◦ f : M → H3のフレームであるように定義する．詳細は次の定義 4.1，定義
4.2で述べる．

定義 4.1. ([5], Definition 11.5) U ⊂ M を開集合とする．E : U → SL(2,C)がはめ込み
f :M → H(3)に沿うフレームであるとは，Eが滑らかで，U の各点で

f = EE∗

を満たすとき，つまり f = π ◦ Eを満たすときをいう．

e = σ ◦E : U → SO+(1, 3)という写像を考えると，補題 3.2より，σは 2 : 1写像だった
ので，e ↔ ±Eという対応がある．よって eが xに沿うフレームであることとEが f に
沿うフレームであることは同値である．
SL(2,C)上の sl(2,C)値のモーレーカルタン形式をEでU上に引き戻したものを εとす

る．つまり

E−1dE = ε =

(
ε11 ε12
ε21 −ε11

)
とする．

4.2 fに沿うfirst orderフレーム

定義 4.2. ([5], Definition 11.6) U ⊂ M を開集合とする．はめ込み f : M → H(3)に沿う
フレームE : U → SL(2,C)が first orderであるとは，Eが U の各点で

ε11 + ε̄11 = 0

を満たすときをいう．

xに沿う first orderなフレーム eを考えると，(1.7), (3.7)より，

eが xに沿う first orderフレーム⇔ ω3 = 0

⇔ 2Re ε11 = 0

⇔ ε11 + ε̄11 = 0

が成立する．よって eが xに沿う first orderなフレームであることとEが f の first order

なフレームであることは同値である．
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定義 4.3. M をリーマン面，f : M → H(3)をはめ込みとし，f の単位法ベクトル場を
N :M → Herとする．f の第一，第二基本形式 I, IIを

I = ⟨df, df⟩ = − det df, II = −⟨df, dN⟩

で定める．f の第一基本形式 Iがある滑らかな関数 u :M → Rを用いて

I = eudzdz̄

とかけるとき，f は共形であるという．

補題 4.4. ([5], Lemma 11.7) U ⊂ M は開集合とし，f : M → H(3)をはめ込みとする．
f に沿う first orderフレームを E : U → SL(2,C)とする．ε = (εij) = E−1dEに対して，
ϕ = ε12 + ε̄21とおく．このとき f に誘導されるM 上の計量 Iは

I = ϕϕ̄

と表せる．これより，Mに Iに関する等温座標 zを入れるとき，ϕが (1, 0)型または (0, 1)

型の微分形式であると分かる．

Proof. ε = E−1dEより，dE = Eε, dE∗ = ε∗E∗であり，f = EE∗より，

df = (dE)E∗ + EdE∗ = EεE∗ + Eε∗E∗ = E(ε+ ε∗)E∗

が成立する．Eは first orderなので，

ε+ ε∗ =

(
0 ϕ

ϕ̄ 0

)

である．detE = 1であり，f に誘導されるM 上の計量は

I = − det(df) = − det(ε+ ε∗) = ϕϕ̄

が成立する．ここで ϕ = adz + bdz̄とおくと，

I = ϕϕ̄ = ab̄dz2 + (|a|2 + |b|2)dzdz̄ + ābdz̄2

であり，zは Iに関する等温座標であるから，I = e2udzdz̄と書けるので a ≡ 0または b ≡ 0

が分かる．よって ϕは (1, 0)型または (0, 1)型の微分形式である．

4.3 Oriented, adaptedフレーム，hyperbolic Gauss写像

定義 4.5. ([5], Definition 11.8) M をリーマン面とする．共形はめ込み f : M → H(3)に
沿う first order フレームEが orientedとは，ϕ = ε12 + ε̄21が (1, 0)型の微分形式．つまり
M の複素座標 zに関して，ある写像 a : U → C×が存在して，

ϕ = a dz
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を満たすときをいう．フレームEが局所座標 (U, z)にadaptedであるとは，Eが oriented

で，さらに aが正値であるとき，つまり，ある滑らかな関数 u : U → Rが存在して，

ϕ = eudz

を満たすときをいう．

定義 4.6. ([5], Definition 11.9) f : M → H(3)を共形はめ込みとし，x : M → H3 を
f = v ◦ xを満たすはめ込みとする．f の hyperbolic Gauss写像は，定義 1.11の xの
hyperbolic Gauss写像 g :M → N3/R×と (3.9)を用いて

gf = v ◦ g :M → N(3)/R×

で定義される．

4.4 First orderフレームによるCodazzi方程式，hyperbolic Gauss

写像

補題 4.7. ([5], Lemma 11.10) 共形はめ込み f : M → H(3)に沿う first orderフレームを
E : U → SL(2,C)とし，e = σ ◦ E : U → SO+(1, 3)とおく．ε = (εij) = E−1dEを U 上の
sl(2,C)値のモーレーカルタン形式とし，Ω = (ωi

j) = e−1deをU上の o(1, 3)値のモーレー
カルタン形式とする．

ϕ = ε12 + ε̄21 = ω1 + iω2, ψ = ε̄12 − ε21 = ω3
1 − iω3

2

とする．カルタンの補題より，ωi
0を ωiと表記すると，(
ω3
1

ω3
2

)
=

(
h11 h12
h21 h22

)(
ω1

ω2

)

を満たす U 上の関数 h11, h12, h22 (h21 = h12)を定めることができる．hをホップ不変量，
Hを平均曲率とする．つまり，

h =
1

2
(h11 − h22)− ih12, H =

1

2
(h11 + h22)

とおく．このとき，

dϕ = −2ε11 ∧ ϕ (4.1)

ψ = hϕ+Hϕ̄ (4.2)

が成り立ち，Codazzi方程式は

(dh− 4hε11) ∧ ϕ+ dH ∧ ϕ̄ = 0 (4.3)
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と表される．f の hyperbolic Gauss写像は U 上で，E1 : U → C2をEの第 1列ベクトル
として，

gf = ι[E1] = [E1E
∗
1 ] (4.4)

と表される．特にEが zに adaptedであるとき，つまり ϕ = eudzのとき，

ε11 =
1

2
(uzdz − uz̄dz̄) (4.5)

が成立する．これはCodazzi方程式 (4.3)は，

(he2u)z̄ = e−2uHz (4.6)

となる．

Proof. 最初に (4.1)を示す．構造方程式より，dε = −ε ∧ εが成り立つ．したがって(
dε11 dε12
dε21 −dε11

)
= −

(
ε11 ε12
ε21 −ε11

)
∧

(
ε11 ε12
ε21 −ε11

)
= −

(
ε12 ∧ ε21 2ε11 ∧ ε12

−2ε11 ∧ ε21 ε21 ∧ ε12

)
(4.7)

が成立するので，E が first orderより，dε12 = −2ε11 ∧ ε12, dε̄
2
1 = dε21 = −(−2ε̄11 ∧ ε̄21) =

−2ε11 ∧ ε̄21を得る．よって

dϕ = dε12 + dε̄21 = −2ε11 ∧ ε12 − 2ε11 ∧ ε̄21 = −2ε11 ∧ ϕ

が成立する．(4.2)は (2.4)より，従う．
次に (4.3)を示す．(4.7)より，

dψ = d(ε̄12 − ε21)

= −2ε̄11 ∧ ε̄12 − 2ε11 ∧ ε21
= 2ε11 ∧ ε̄12 − 2ε11 ∧ ε21
= 2ε11 ∧ (hϕ+Hϕ̄) (∵ (4.2))

= 2hε11 ∧ ϕ+ 2Hε11 ∧ ϕ̄

が成立．一方で (4.1)と (4.2)を用いると，

dψ = d(hϕ+Hϕ̄)

= dh ∧ ϕ+ h(−2ε11 ∧ ϕ) + dH ∧ ϕ̄+H(−2ε̄11 ∧ ϕ̄)
= dh ∧ ϕ− 2hε11 ∧ ϕ+ 2Hε11 ∧ ϕ̄+ dH ∧ ϕ̄
= (dh− 2hε11) ∧ ϕ+ (2Hε11 + dH) ∧ ϕ̄.

よって辺々引いて，

0 = (dh− 4hε11) ∧ ϕ+ dH ∧ ϕ̄

が成立し，(4.3)が分かる．
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次に (4.4)を示す．x : M → H3を f = v ◦ xを満たすはめ込みとする．xの hyperbolic

Gauss写像 gは g = Π ◦ eで与えられる．可換図式 (3.10) と gf の定義より，

gf = v ◦ g = v ◦ Π ◦ e = τ ◦ π2 ◦ E = τ [E1].

よって示された．
最後にEが zに adaptedだと仮定して，(4.5), (4.6)を示す．(3.7), (2.6)より，

ε11 =
i

2
ω2
1 =

1

2
(uzdz − uz̄dz̄)

が分かる．よって (4.5)は示された．(4.3)より，

(dh− 4hε11) ∧ ϕ+ dH ∧ ϕ̄ = 0 ⇔ (hz̄dz̄ + 2huz̄dz̄) ∧ eudz +Hzdz ∧ eudz̄ = 0

⇔ eu(hz̄ + 2huz̄ −Hz)dz̄ ∧ dz = 0

⇔ hz̄ + 2huz̄ = Hz

⇔ hz̄e
2u + 2huz̄e

2u = e2uHz

⇔ (he2u)z̄ = e2uHz

よって (4.6)は示された．
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5 Bryant表現公式

5.1 CMC 1曲面における正則ナルフレームの存在

定義 5.1. ([5], Definition 11.12) M を連結なリーマン面とする．写像 F : M → SL(2,C)
をはめ込みとし，α = F−1dF とおく．detα = 0であるとき，F はナルであるという．

定理 5.2. ([5], Theorem 11.11) M を連結なリーマン面とし，f :M → H(3)をCMC 1曲
面の共形はめ込みとする．M の任意の局所座標 (U, z)でU が単連結であるものに対して，
f に沿うフレーム F : U → SL(2,C)で正則かつナルであるはめ込みが存在する．つまり
α = F−1dF が (1, 0)型の微分形式で detα = 0であるものが存在する．またそのようなフ
レームの一つを F とするとき，他の任意の正則ナルなフレームはある定数K ∈ SU(2)を
用いて，FKで表される．

Proof. M の局所座標を (U, z)とし，U は単連結であるとする．E : U → SL(2,C)を first

orderで (U, z)に adaptedなフレームとする．ε = E−1dEとすると，

ε =

(
ε11 ε12
ε21 −ε11

)

=

(
ε11

1
2
(ϕ+ ψ̄)

1
2
(ϕ̄− ψ) −ε11

)

=

(
ε11

1
2
(−ϕ+ ψ̄)

1
2
(ϕ̄− ψ) −ε11

)
+

(
0 ϕ

0 0

)
(5.1)

とかける．β =

(
ε11

1
2
(−ϕ+ ψ̄)

1
2
(ϕ̄− ψ) −ε11

)
∈ su(2)とおくと，(4.2)，H ≡ 1より，

β =

(
ε11

1
2
(−ϕ+ ψ̄)

1
2
(ϕ̄− ψ) −ε11

)
=

(
ε11

1
2
h̄ϕ̄

−1
2
hϕ −ε11

)

である．ここで ε12 =
1
2
hϕ+ ϕ, ε21 = −1

2
hϕ であることと，(4.1), (4.7)より

dβ =

(
dε11

1
2
(dh̄ ∧ ϕ̄+ h̄dϕ̄)

−1
2
(dh ∧ ϕ+ hdϕ) −dε11

)

=

(
−ε12 ∧ ε21 1

2
(dh̄ ∧ ϕ̄− 2h̄ε̄11 ∧ ϕ̄)

−1
2
(dh ∧ ϕ− 2hε11 ∧ ϕ) ε12 ∧ ε21

)

=

(
(1
2
h̄ϕ̄+ ϕ) ∧ 1

2
hϕ 1

2
(dh̄ ∧ ϕ̄− 2h̄ε̄11 ∧ ϕ̄)

−1
2
(dh ∧ ϕ− 2hε11 ∧ ϕ) −(1

2
h̄ϕ̄+ ϕ) ∧ 1

2
hϕ

)

=

(
1
2
h̄ϕ̄ ∧ 1

2
hϕ 1

2
(dh̄ ∧ ϕ̄− 2h̄ε̄11 ∧ ϕ̄)

1
2
(−dh ∧ ϕ+ 2hε11 ∧ ϕ) 1

2
h̄ϕ̄ ∧ 1

2
hϕ

)
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となる．また，

β ∧ β =

(
−1

4
h̄ϕ̄ ∧ hϕ h̄ε11 ∧ ϕ̄

−hϕ ∧ ε11 −1
4
hϕ ∧ h̄ϕ̄

)

=

(
−1

4
h̄ϕ̄ ∧ hϕ −h̄ε̄11 ∧ ϕ̄
hε11 ∧ ϕ 1

4
h̄ϕ̄ ∧ hϕ

)

が成立する．よって

dβ + β ∧ β =

(
0 1

2
(dh̄− 4h̄ε̄11) ∧ ϕ̄

1
2
(dh− 4hε11) ∧ ϕ 0

)

を得る．よって (4.3)とH ≡ 1であることより，dβ+ β ∧ β = 0を得る．βはU上の su(2)

値の 1次形式であるから，カルタン・ダルブーの定理 ([5], Theorem 2.25)より，

B−1dB = β

を満たすB : U → SU(2)が存在する．ここで F = EB−1 : U → SL(2,C)とすると，

FF ∗ = (EB−1)(B−1)∗E∗ = EE∗ = f

が成り立つので，F は f に沿うフレームである．このとき，

α = F−1dF

= BE−1((dE)B−1 + EdB−1)

= B(ε− β)B−1

= B

(
0 eudz

0 0

)
B−1

となるため，U 上で αは (1, 0)型である．よって F は U 上で正則である．U 上で α ̸= 0

より F ははめ込みである．また detα = 0より F はナルである．よって F は f に沿う正
則ナルフレームである．
他の任意の f に沿う正則ナルなフレーム F̃ はK : U → SU(2)を用いて F̃ = FK で与

えられる．F と F̃ が正則なので，K = F−1F̃ : U → SU(2)も正則であり，このときKは
定数写像となる．

5.2 正則ナルフレームによる曲面

補題 5.3. ([5], Lemma 11.14) M を連結なリーマン面とし，F : M → SL(2,C)を正則ナ
ルはめ込みとする．このとき，f = FF ∗ :M → H(3)は共形はめ込みである．

Proof. f = FF ∗より，

df = d(FF ∗) = F (α + α∗)F ∗
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がわかる．α =

(
α1
1 α1

2

α2
1 −α1

1

)
とすると，

I = − det(df) = − det(α + α∗)

= −((α1
1 + ᾱ1

1)(−α1
1 − ᾱ1

1)− (α1
2 + ᾱ2

1)(α
2
1 + ᾱ1

2))

= (α1
1 + ᾱ1

1)(α
1
1 + ᾱ1

1) + (α1
2 + ᾱ2

1)(α
2
1 + ᾱ1

2)

=
(
α1
1α

1
1 + α1

2α
2
1

)
+
(
ᾱ1
1ᾱ

1
1 + ᾱ1

2ᾱ
2
1

)
+ 2α1

1ᾱ
1
1 + α1

2ᾱ
1
2 + α2

1ᾱ
2
1

= 2α1
1ᾱ

1
1 + α1

2ᾱ
1
2 + α2

1ᾱ
2
1 (∵ detα = 0)

と表すことができる．F ははめ込みであるため，dF ̸= 0より，M上でα = F−1dF ̸= 0で
ある．つまり I = ⟨df, df⟩ = − det(df)の値は正である．よって f ははめ込みである．

次の定理は定理 5.2の逆が成り立つことを示している．

5.3 Bryant表現公式

定理 5.4. (Bryant表現公式)([5], Theorem 11.15)Mは連結なリーマン面とする．F :M →
SL(2,C)を正則ナルはめ込みとする．つまり

F−1dF = α =

(
α1
1 α1

2

α2
1 −α1

1

)

とおくとき，αi
j (i, j = 1, 2)はM上の正則な 1次形式であり，M上でα ̸= 0かつ detα = 0

を満たすとする．このとき，f = FF ∗ :M → H(3)はCMC 1曲面の共形はめ込みである．
さらに fの第一基本形式 I，ホップ微分 II2,0，hyperbolic Gauss写像 gf に関して次が成り
立つ：M 上の任意の複素座標系 (U, z)をとると，U 上の正則関数 gij (i, j = 1, 2)を用いて

αi
j = gijdz

と表すことができる．ここで eu = |g12|+ |g21|とおくと，f に誘導される U 上の計量は

I = e2udzdz̄ (5.2)

で与えられ，U 上のホップ微分 II2,0は，

II2,0 =
1

2
he2udzdz =

g21dg
1
2 − g12dg

2
1

2g11
dz (5.3)

で与えられる．また f の hyperbolic Gauss写像 gf : M → N(3)/R× ∼= CP 1をCP 1への
写像とすると，F1を F の第 1列ベクトルとして，U 上で，

gf =

{
[Ḟ1] (Ḟ1 ̸= 0)

[F1] (Ḟ1 = 0)
(5.4)

と表せる．
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Proof. f が共形はめ込みであることは補題 5.3より，従う．U0 ⊂ U を空でない任意の単
連結な開部分集合とする．V を

V =

{(
z1 z3
z2 −z1

)
∈ sl(2,C) \ {0} | (z1)2 + z2z3 = 0

}

とする．F は正則ナルであるから，α = F−1dF = g dzを満たす正則写像

g =

(
g11 g12
g21 −g11

)
: U0 → V ⊂ sl(2,C)

が定まる．
次に f に沿う (U0, z)に adaptedな first orderフレームを構成する．射影 π0を

π0 : C2 \ {0} → V, π0(a, b) =

(
a

b

)(
−b a

)
=

(
−ab a2

−b2 ab

)

と定めると，これは正則な 2重被覆である．U0は単連結なので，gは正則なリフト (a, b) :

U0 → C2 \ {0}を持つ．つまり π0 ◦ (a, b) = gを満たし，U0上で

g11 = −ab, g12 = a2, g21 = −b2 (5.5)

が成立する．よって U0上で，

F−1dF = α =

(
−ab a2

−b2 ab

)
dz (5.6)

が成立．ここで滑らかな関数 u : U0 → Rと p, q : U0 → Cを

eu = |g12|+ |g21| = |a|2 + |b|2, p = e−
u
2 a, q = e−

u
2 b

と定める．このとき，

|p|2 + |q|2 = e−u(|a|2 + |b|2) = 1 (5.7)

であるから，U0上の滑らかな写像

K =

(
p −q̄
q p̄

)
= e−

u
2

(
a −b̄
b ā

)
: U0 → SU(2) (5.8)

を得る．f に沿う U0上のフレームE = FK : U0 → SL(2,C)を考える．ε = E−1dEとす
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ると，

ε = E−1dE = K−1F−1(dF )K +K−1F−1FdK

= e−u

(
ā b̄

−b a

)(
−ab a2

−b2 ab

)
dz

(
a −b̄
b ā

)
+K−1dK

= e−u

(
ā b̄

−b a

)(
a

b

)(
−b a

)(a −b̄
b ā

)
dz +K−1dK

= e−u

(
eu

0

)(
0 eu

)
dz +

(
p̄ q̄

−q p

)(
dp −dq̄
dq dp̄

)

=

(
0 eudz

0 0

)
+

(
p̄dp+ q̄dq −p̄dq̄ + q̄dp̄

−qdp+ pdq qdq̄ + pdp̄

)
(5.9)

と計算できる．この結果と (5.7)より，ε11 + ε̄11 = p̄dp+ q̄dq + qdq̄ + pdp̄ = d(pp̄+ qq̄) = 0

となるからEは U0上の f に沿う first orderフレームである．また，

ϕ = ε12 + ε̄21 = eudz (5.10)

となるため，E は (U0, z)に adaptedである．よって f に沿う (U0, z)に adaptedな first

orderフレームを構成できた．
次に f の第一基本形式 Iを計算する．Eは f に沿うフレームであるから，

df = (dE)E∗ + EdE∗ = E(ε+ ε∗)E∗

であり，補題 4.4と (5.10)より，

I =− det(df)

= ϕϕ̄

= e2udzdz̄

より (5.2)は示された．
次にH ≡ 1を示す．(5.9)より，

ψ = ε̄12 − ε21

= 2(qdp− pdq) + eudz̄

= 2e−
u
2 (bd(e−

u
2 a)− ad(e−

u
2 b)) + eudz̄

= 2e−
u
2

{
b

(
−1

2
e−

u
2 adu+ e−

u
2 da

)
− a

(
−1

2
e−

u
2 bdu+ e−

u
2 db

)}
+ eudz̄

= 2e−u(bda− adb) + eudz̄

が成立する．また (4.2)より，

ψ = hϕ+Hϕ̄ = heudz +Heudz̄.
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ここで a, bは正則であることから da, dbは (1, 0)型の 1次形式である．よって bda − adb

は (1, 0)型．よって bda− adb = 1
2
he2udz, H ≡ 1が分かる．

次に (5.3)を示す．(2.5)より，

II2,0 =
1

2
he2udzdz = (bda− adb)dz

である．一方，(5.5)より，

g21dg
1
2 − g12dg

2
1

2g11
dz =

−b2d(a2)− a2d(−b2)
−2ab

dz

=
−2ab2da+ 2a2bdb

−2ab
dz

= (bda− adb)dz

なので，(5.3)が分かる．
最後に (5.4)を示す．gf :M → N(3)/R× ∼= CP 1をCP 1への写像とみなすと (4.4)より，

gf = [E1] (5.11)

で与えられる．E = FKと (5.8)より，

E1 = F

(
p

q

)
(5.12)

を得る．

F−1dF = α =

(
−pq p2

−q2 pq

)
eudz =

(
p

q

)(
−q p

)
eudz

より，αの第 1列ベクトルを α1とすると，

α1 = −q

(
p

q

)
eudz

が分かる．F−1dF = αより，dF = Fαであるから，

dF1 = Fα1 = −qF

(
p

q

)
eudz (5.13)

が成立する．よって (5.12), (5.13)より，Ḟ1 =
dF1

dz
とすると，

Ḟ1 = −qeuF

(
p

q

)
= −qeuE1 : U → C2

と表される．q ̸= 0のとき，[E1] = [Ḟ1] ∈ CP 1となる．q = 0のとき，p ̸= 0であり，(5.12)
より，

E1 = F

(
p

0

)
= pF1

よって [E1] = [F1] ∈ CP 1である．したがって (5.4)が示された．
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6 E3内の極小曲面との関係

6.1 行列モデルを用いた極小曲面の構成

第 5章の結論を振り返ると，定理 5.4より，F が正則ナルであるとき，F−1dF は U 上
の同時に 0にならない正則関数 a, bを用いて

F−1dF =

(
−ab a2

−b2 ab

)
dz

のように表せていた．p = e−
u
2 a, q = e−

u
2 bとして，ϕ = eudzとおくと，(

−ab a2

−b2 ab

)
dz =

(
−pq p2

−q2 pq

)
eudz =

−p
q

(
p
q

)2
−1 p

q

 q2ϕ (6.1)

が成立するので，g = p
q
, ω = q2ϕとおくと，gはU上の有理型関数，ωはU上の正則な一

次形式であり，

F−1dF =

(
−g g2

−1 g

)
ω

と表すことができる．この (g, ω)をWeierstrassデータという．
ここで 3次元ユークリッド空間 E3内の極小曲面に関して定理 5.2, 定理 5.4にあたる次

の命題を紹介する．

命題 6.1. ([4], Proposition 8.26) M をリーマン面とし，f :M → E3を共形はめ込みとす
る．はめ込み f が E3内の極小曲面を与えることの必要十分条件は，局所座標 (U, z)に対
して，f |U = F + F̄ かつ ⟨dF, dF ⟩ = 0をみたす正則関数 F : U → C3が存在することで
ある．

([4], p266 Weierstrassの表現公式)より，U 上の有理型関数 g : U → CとU 上の正則な
(1, 0)型の微分形式 ωを用いて，

α =
1

2

 −1 + g2

−i(1 + g2)

−2g

ω (6.2)

とすると，極小曲面の共形はめ込み f : U → E3の正則関数 F : U → C3は

dF = α (6.3)

の解である．ただし，gが z0 ∈ U を k位の極に持つとき，ωは z0を 2k位の零点に持つ
とする．ここでE3を sl(2,C)内の部分空間 i · su(2)と同一視する．i · su(2)はパウリ行列
σ1, σ2, σ3を用いて，

i · su(2) = SpanR(σ1, σ2, σ3) ⊂ sl(2,C) = SpanC(σ1, σ2, σ3)
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と表されるので， x1x2
x3

 ∈ E3 ↔ x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 ∈ i · su(2)

という対応により E3と i · su(2)を同一視できる．この同一視を自然に拡張すると C3と
sl(2,C)を z1z2

z3

 ∈ C3 ↔ z1σ1 + z2σ2 + z3σ3 ∈ sl(2,C)

という対応で同一視することができる．このとき

α =
1

2

 −1 + g2

−i(1 + g2)

−2g

ω ↔ α =

(
−g g2

−1 g

)
ω

のように対応する．よって (6.2), (6.3)より，与えられたM 上の g, ωに対して，

dF =
1

2

 −1 + g2

−i(1 + g2)

−2g

ω

の解 F :M → C3は

dF =

(
−g g2

−1 g

)
ω (6.4)

の解 F : M → sl(2,C)であるとみなせる．F : M → C3の実部が E3内の極小曲面の共形
はめ込み f :M → E3を与えるから，

(F + F̄ ) :M → E3

を考えると，これは同一視により，

(F + F ∗) :M → i · su(2)

に対応する．実際

z =

z1z2
z3

 ∈ C3 ↔ z =

(
z3 z1 + iz2

z1 − iz2 −z3

)
∈ sl(2,C)

と同一視していたことから，

z̄ =

z1z2
z3

 ∈ C3 ↔

(
z3 z1 + iz2

z1 − iz2 −z3

)
=

(
z3 z1 + iz2

z1 − iz2 −z3

)∗

= z∗ ∈ sl(2,C)
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と対応することが分かる．よって

(F + F̄ ) :M → E3 ↔ (F + F ∗) :M → i · su(2)

を得る．g :M → C3を有理型関数，ωをM 上の正則な (1, 0)型微分形式とし，

α =

(
−g g2

−1 g

)
ω

に対して，F̃ :M → sl(2,C)を dF̃ = αの解とすると，

f̃ := F̃ + F̃ ∗ :M → i · su(2) ∼= E3

は命題 6.1より，極小曲面を構成する．また F : M → SL(2,C)を F−1dF = αの解とす
ると，

f := FF ∗ :M → H(3) = Her∩ SL(2,C)

は定理 5.4より，CMC 1曲面を構成する．

6.2 E3内の極小曲面とH3内のCMC 1曲面の関係

F̃ と F の関係を調べる．ここで exp : sl(2,C) → SL(2,C)を考えると，

(eF̃ )−1d(eF̃ ) = (eF̃ )−1eF̃dF̃ = α

であるので，
F = exp ◦F̃

が成立する．これより次の可換図式を得る：

sl(2,C) ∼= C3

exp

��

(dπ)I // i · su(2) ∼= E3

M
F̃

ffMMMMMMMMMMM f̃

66mmmmmmmmmmmmmmm

Fxxqqq
qqq

qqq
qq

f ((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q

SL(2,C) π // H(3) = Her∩ SL(2,C).

以上より，与えられた g, ωに対して，f̃と fを「複素化」した F̃ とF の間にはF = exp ◦F̃
という関係があることが分かる．

6.3 具体例

H3内のCMC 1曲面の具体例 ([7], 例 2.13)を考えてみる．リーマン面M を複素平面C
とする．(6.1)より，

g = 0, ω = −dz
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とする．これより，

F−1dF =

(
0 0

dz 0

)
と分かる．まず F を求める．F = (Fij)とすると，

Fzdz = dF =

(
F12dz 0

F22dz 0

)
が成立する．これより，

(F11)z = F12, (F21)z = F22, (F12)z = (F22)z = 0

が成立する．よって a1, a2, c1, c2 ∈ Cを用いて，

F (z) =

(
a1z + c1 a1
a2z + c2 a2

)
と表せる．ここで，初期条件 F (0) = I2を与える．ここで I2は単位行列を表す．よって
c1 = 1, c2 = 0, a1 = 0, a2 = 1が分かるため，

F (z) =

(
1 0

z 1

)
と求まる．CMC 1曲面のはめ込み f : C → H(3)は

f = FF ∗ =

(
1 z̄

z |z|2 + 1

)
で与えられる．これをH(3)の上半空間モデルH3

+で考えてみる (詳細は 7.2節を参照)．H3
+

とH3の同一視を

(w, t) ∈ H3
+ ↔

(
t+ |w|2

t
w
t

w̄
t

1
t

)
∈ H(3) (6.5)

で与える．よってH(3)内のはめ込み f は(
z̄

|z|2 + 1
,

1

|z|2 + 1

)
∈ H3

+ ↔

(
1 z̄

z |z|2 + 1

)
∈ H(3)

と同一視できる．これは中心 (0, 1
2
)で半径 1

2
のH3

+の原点 (境界)に接する球面と分かる．
これをホロ球面という．
g = 0, ω = −dz とし，ホロ球面に対応する E3内の極小曲面を考えてみる．まず F̃ :

C → sl(2,C)を求める．(6.4)より，

dF̃ =

(
0 0

dz 0

)
dz
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であるから，F̃ (0) = 0と初期条件を与えて，F と同様の議論で F̃ を求めると，

F̃ (z) =

(
0 0

z 0

)

を得る．これは実際に F = exp ◦F̃ を満たしている．よって極小曲面を与えるはめ込み
f̃ : C → i · su(2)は

f̃(z) = (F̃ + F̃ ∗)(z) =

(
0 z̄

z 0

)
∈ i · su(2)

↔

 Re z

− Im z

0

 ∈ E3

であり，f̃ は E3内の平面を表す．よってホロ球面は E3内の平面の対応物である．
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第 II部

与えられた関数Hを平均曲率に持つH3内
の曲面の表現公式
第 II部は “Kenmotsu type representation formula for surfaces with prescribed mean

curvature in the hyperbolic 3-space”[2]で学習した内容を基に第 7章から第 10章までで構
成される．第 I部はBryant表現公式について述べたが，第 II部では第 8章のKenmotsu

型表現公式 (与えられた実数値関数Hを平均曲率に持つH3内の曲面の表現公式)，第 9章
のKenmotsu-Bryant型表現公式 (H3内の CMC H (H > 1)曲面の表現公式)やKokubu-

Bryant型表現公式 (H3内の CMC H (H < 1)曲面の表現公式)を目標として進めていく．
また，第 7章で Iwasawa分解を用いている点について説明する．Kenmotsu表現公式はH

を与え，GH方程式を満たすGauss写像 gを与えることで，曲面を構成している．同様の
議論で，Kenmotsu型表現公式も平均曲率Hを与え，ある方程式を満たす，Gauss写像 g

の対応物である写像Gを求め，曲面を構成したい．この gの対応物が normal Gauss写像
Gである．つまりKenmotsu表現公式と同様の議論をしたいという考えが Iwasawa分解
を用いた動機である．また，学習の際に [1]も参照したので，必要であれば，こちらも参
考にしていただきたい．

7 H3内の曲面のnormal Gauss写像

7.1 Iwasawa分解

Her(∼= L4)上の SL(2,C)作用は

g · A = gAg∗ (g ∈ SL(2,C), A ∈ Her)

で与えられる．SL(2,C)はH3に等長的かつ推移的に作用し，σ0 ∈ H3のイソトロピー群
は SU(2)であるから，(3.6)を用いると，

H3 = SL(2,C)/ SU(2) = {π(g) = gg∗ | g ∈ SL(2,C)} (7.1)

と表せる．また SU(2)は S2 ⊂ σ⊥
0 に等長的かつ推移的に作用し，σ3 ∈ S2のイソトロピー

群はU(1)，つまり

U(1) = {(cos θ)σ0 + i(sin θ)σ3 | θ ∈ [0, 2π)} =

{(
eiθ 0

0 e−iθ

)∣∣∣∣∣ θ ∈ [0, 2π)

}

であるから，
S2 = SU(2)/U(1) = {hσ3h∗ | h ∈ SU(2)}
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が成立．SL(2,C)の Iwasawa分解は次で与えられる:

SL(2,C) = S · SU(2), S =

{(
a w

0 1
a

)∣∣∣∣∣ a > 0, w ∈ C

}
.

つまり，任意の g ∈ SL(2,C)に対して，s ∈ S, h ∈ SU(2)が一意的に存在し，g = shとで
きる．π(g) = gg∗ = ss∗ = π(s)であるから，(7.1)より，

H3 = {π(s) = ss∗ | s ∈ S}.

よってH3と Sは写像 π|S : S → H3で同一視できる．SL(2,C)から Sへの射影をϖとす
る．Sのリー環 sを考えると，sは

s = {tσ3 + zE12 | t ∈ R, z ∈ C} ⊂ sl(2,C), E12 =
1

2
(σ1 − iσ2) =

(
0 1

0 0

)

である．

7.2 H3の上半空間モデルH3
+

H3の上半空間モデルH3
+ = (R3

+, g)をR3
+ = C × R+, g = |dw|2+dt2

t2
で定め，H3

+と Sを
次の写像Ψで同一視する:

Ψ : H3
+ → S ⊂ SL(2,C), (w, t) 7→

(√
t w√

t

0 1√
t

)

補題 7.1. ([2], Lemma 1.1.) (w, t) ∈ H3
+, s = Ψ(w, t), x = π(s) = ss∗とおき，

X ∈ T(w,t)H3
+, X̃ = dΨ(X) ∈ TsS,

˜̃X = d(π ◦Ψ)(X) ∈ TxH3

とする．つまり，

H3
+

Ψ−→S
π−→ H3, T(w,t)H3

+
dΨ−→TsS

dπ−→ TxH3

(w, t) 7→ s =Ψ(w, t) 7→ x = ss∗, X 7→X̃ 7→ ˜̃X

とする．ここでX = (X1 + iX2, X3)と表す．(dπ)σ0 : Tσ0S
∼=−→ Tσ0H3 = σ⊥

0 = i · su(2)
より，

(dπ)σ0(dLs−1X̃) = s−1 ˜̃X(s−1)∗ =
1

t
(X1σ1 +X2σ2 +X3σ3) =

1

t
X ∈ i · su(2) (7.2)

という等式が成立する．ここで，XはXを i · su(2)の元と同一視したものとする．
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Proof. c(0) = (w, t), c′(0) = Xを満たす曲線 c(τ) = (w(τ), t(τ)) ∈ H3
+をとる．(7.2)の左

から一つ目と二つ目の等号を示す．

X̃ =(dΨ)(w,t)(X)

=
(Ψ ◦ c)(τ)

dτ

∣∣∣
τ=0

=
d

dτ

√t(τ) w(τ)√
t(τ)

0 1√
t(τ)

∣∣∣∣∣
τ=0

=

 t′(τ)

2
√

t(τ)

2w′(τ)t(τ)−w(τ)t′(τ)

2t(τ)
√

t(τ)

0 − t′(τ)

2t(τ)
√

t(τ)

∣∣∣∣∣
τ=0

=

(
X3

2
√
t

2(X1+iX2)t−wX3

2t
√
t

0 − X3

2t
√
t

)

と計算できる．s = Ψ(w, t) =

(√
t w√

t

0 1√
t

)
なので，s−1 =

(
1√
t

− w√
t

0
√
t

)
より，

dLs−1X̃ = s−1X̃ =
1

t

(
X3

2
X1 + iX2

0 −X3

2

)
∈ Tσ0S = s

である．一方，

˜̃X =d(π ◦Ψ)(w,t)(X)

=
d

dτ
c(τ)c(τ)∗

∣∣∣∣∣
τ=0

=
d

dτ

√t(τ) w(τ)√
t(τ)

0 1√
t(τ)

(√t(τ) 0
¯w(τ)√
t(τ)

1√
t(τ)

)∣∣∣∣∣
τ=0

=X̃s∗ + sX̃∗

より，

s−1 ˜̃X(s−1)∗ =s−1X̃ + X̃∗(s−1)∗

=s−1X̃ + (s−1X̃)∗

=
1

t

(
X3 X1 + iX2

X1 − iX2 X3

)
=
1

t
(X1σ1 +X2σ2 +X3σ3)

であり二つ目の等号が示された．
また (dπ)σ0 が単位元における微分写像 (dπ)σ0 : Tσ0S ∋ A 7→ A + A∗ ∈ Tσ0H3 である

から，

(dπ)σ0(dLs−1X̃) = s−1X̃ + (s−1X̃)∗ = s−1 ˜̃X(s−1)∗
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より一つ目の等号も示された．

第 I部の adaptedフレームの定義を思い出す．M をリーマン面，f :M → H3を共形は
め込み，(U, z)を可縮な局所座標とする．E : U → SL(2,C)が f の adaptedフレームで
あるとする．このとき，Eは

f |U = π ◦ E = EE∗

を満たす滑らかな写像で，E ·σ3は fの単位法ベクトル場，E ·(σ1−iσ2)の双対形式ω1+iω2

がある滑らかな関数 u : U → Rを用いて

ω1 + iω2 = eudz

を満たす．f の adaptedフレーム E : U → SL(2,C)に Iwasawa分解を用いると，

E = S H (S = ϖ ◦ E : U → S, H : U → SU(2))

と分解できる．S は f = π ◦ S = S S ∗を満たす．

7.3 曲面のnormal Gauss写像

定義 7.2. ([2], p880) f : M → H3 を共形はめ込みとする．f の adaptedフレームを
E : U → SL(2,C)とし，EをE = S H (S : U → S, H : U → SU(2))と Iwasawa分解
する．このとき f の normal Gauss写像G :M → S2を

G := H σ3H
∗

で定める．

このGが normal Gauss写像とよばれる理由を次の補題を用いて述べる．

補題 7.3. ([2], Lemma 1.2.) f : M → H3
+の単位法ベクトル場を N とする．すなわち

x ∈M に対して，N(x) ∈ Tf(x)f(M) ⊂ E3とする．このとき，

G =
1

t
N

が成立する．ここで，N はN を i · su(2)の元と同一視したものとする．

Proof. Ñ = dΨ(N), ˜̃N = d(π ◦Ψ)(N)とおくと，

G =H σ3H
∗

=S −1(Eσ3E
∗)(S −1)∗

=S −1 ˜̃N(S −1)∗

=dπ(dLS −1Ñ) (∵補題 7.1)

=
1

t
N (∵補題 7.1)

が成立する．よって示された．
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G = 1
t
N の幾何的な説明を行う．R3

+を 3次元ユークリッド空間 E3の上半空間とみな
し，H3

+内のはめ込み曲面上の点 f(z) = (w, t)における単位法ベクトルN(z)を E3の原
点に平行移動することで i · su(2) = σ⊥

0
∼= E3 内のベクトル N(z)を得る．N(z)をユー

クリッドノルムに関して正規化すると，normal Gauss写像 G = 1
t
N : M → S2を得る．

f(M)

N

∂H3
+ ⇒

S2N

⇒

S2
1
t
N

補足 7.4. ([2], p880) E3の等長変換群は半直積E3⋊SU(2)である．一方，SL(2,C)はSU(2)

と補完的な部分の半直積に分解されない．そして g = shに対して normal Gauss写像の変
換則Gg·f = h ·Gf が成立するのはSの正規化群N(S)の元であるときのみである．ここで
N(S)は

N(S) =

{(
z w

0 1
z

)∣∣∣∣∣z, w ∈ C, z ̸= 0

}

である．

7.4 Normal Gauss写像とhyperbolic Gauss写像の関係

ステレオ射影 P1 : S2 \ {σ3} → C (P2 : S2 \ {−σ3} → C)によって S2と Ĉ = C ∪ {∞}
を同一視する．この同一視により normal Gauss写像Gを Ĉへの写像とみなすことがで
きる．

命題 7.5. ([2], p881) normal Gauss写像G :M → Ĉは可縮開集合 U 上で

G = P1 ◦G =
p

q
=
E22

E21

(
G = P2 ◦G =

q

p
=
E21

E22

)
(7.3)

と表せる．ただし

E =

(
E11 E12

E21 E22

)
= S H , H =

(
p −q̄
q p̄

)

とする．

Proof. まずG :M → S2 \ {σ3}を計算し

G = H σ3H
∗ =

(
|p|2 − |q|2 2pq̄

2p̄q |q|2 − |p|2

)
∈ S2 ⊂ i · su(2)

↔
(
pq̄ + p̄q,

1

i
(pq̄ − p̄q), |p|2 − |q|2

)
∈ E3
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を得る．P1 : S2 \ {σ3} ∼= E3 \ {(0, 0, 1)} ∋ (X,Y, Z) 7→ X+iY
1−Z

∈ Ĉより，

P1 ◦G =
pq̄ + p̄q + pq̄ − p̄q

1− |p|2 + |q|2
=

2pq̄

2|q|2
=
p

q

が分かる．また

E =

(
E11 E12

E21 E22

)
=

(
a w

0 1
a

)(
p −q̄
q p̄

)
=

(
ap+ wq −aq̄ + wp̄

q
a

p̄
a

)
(7.4)

より，p
q
= E22

E21
も分かる．よって示された．

f の generalized Gauss写像 G : M → Gr2(L4)はM 内の点からその接空間への写像
である．グラスマン多様体Gr2(L4)は L4内の向きづけられた space likeな 2次元平面か
らなる集合であり，

Gr2(L4) = SL(2,C)/C× = Q2
1 := {[g(σ1 − iσ2)g

∗] | g ∈ SL(2,C)}

という等質空間の構造を持つ．ここで [w]はw ∈ C4
1 = L4⊗RCに対して，原点を通る複素

直線Cwを表す．Gr2(L4)上の複素座標 (g11/g21, g12/g22) ∈ Ĉ × Ĉ (g = (gij) ∈ SL(2,C))
をとる．実際 g ∈ SL(2,C), z ∈ C×とすると，

g · z =

(
g11 g12
g21 g22

)(
z 0

0 1
z

)
=

(
zg11

g12
z

zg21
g22
z

)
(7.5)

より，(g11/g21, g12/g22) は Gr2(L4) の複素座標になっていることが分かる．G : M →
Gr2(L4) ∼= Ĉ× Ĉを 2つの hyperbolic Gauss写像

G1 =
E11

E21

, G2 =
E12

E22

:M → Ĉ

の組 (G1,G2)と考える．(7.5)より，G1,G2はU(1)の違いによらないので，フレームEの取
り方によらずM上で大域的に定義される．ここで hyperbolic Gauss写像G1,G2と normal

Gauss写像Gの関係について次の命題が分かる．

命題 7.6. ([2], p881) 2つのhyperbolic Gauss写像G1,G2はnormal Gauss写像G :M → Ĉ
を用いて，

G1 = S [G], G2 = S

[
− 1

G

]
と表される．ただし g[ζ] = (g11ζ + g12)/(g12ζ + g22) (ζ ∈ Ĉ)，つまり g = (gij) ∈ SL(2,C)
による Ĉ上の共形な作用とする．

Proof. G1 = S [G]を確かめる．S =

(
a w

0 1
a

)
として，(7.3)，(7.4)より

S [G] =
aG+ w

1
a

=
ap
q
+ w
1
a

=
ap+ wq

q
a

=
E11

E21

= G1

が成立し，示された．G2 = S
[
− 1

G

]
も同様に確かめることができる．
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補足 7.7. ここでの hyperbolic Gauss写像G1は第 I部の定義 4.6の hyperbolic Gauss写像
gf と一致する．実際 (5.11)より，

gf = [E1] =

[(
E11

E21

)]
↔ E11

E21

= G1

と表される．よって gf と G1は一致することが分かる．

7.5 sl(2,C)値のモーレーカルタン形式E−1dE

M をリーマン面，f : M → H3を共形はめ込み，(U, z)をM の可縮な局所座標とし，
E : U → SL(2,C)を fの adaptedフレームとする．ϕをϕ := ω1+ iω2 = eudzとする．ρを
M 上の接続形式，つまり ρ = ω2

1とする．このとき f によって誘導される計量は I = ϕ · ϕ̄
によって与えられ，

dϕ+ iρ ∧ ϕ = 0

が成立する．f の平均曲率をH とし，ホップ不変量を hとし，ホップ微分を Φ = hϕ · ϕ
とする．ここでのホップ微分Φは第 I部の (2.5)でのホップ微分 II2,0とΦ = 2II2,0という
関係があることに注意する．以下Φのことをホップ微分ということとする．

命題 7.8. ([2], p882) U上の adaptedフレームEによる SL(2,C)上のモーレーカルタン形
式の引き戻し ε := E−1dEは

E−1dE =ε = εh + εm, (7.6)

εh =
1

2

(
iρ Hϕ+ hϕ

−Hϕ̄− hϕ −iρ

)
, εm =

1

2

(
0 ϕ

ϕ̄ 0

)
(7.7)

と表される．ここで直和分解 sl(2,C) = su(2)⊕ i · su(2) =: h⊕mに関して，ε = εh + εm
と分解している．

Proof. (5.1)と同様の計算で分かる．
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8 Kenmotsu型表現公式

8.1 s値モーレーカルタン形式S −1dS

M をリーマン面，f : M → H3を共形はめ込み，(U, z)をM の可縮な局所座標とし，
E = S H : U → SL(2,C) = S · SU(2)を f の (U, z)に関する adaptedフレームとする．
S = ϖ ◦ E :M → S ⊂ SL(2,C)は U 上で，

S −1dS =H E−1(dE)H −1 + H d(H −1)

=H (εh + εm)H
∗ − (dH )H ∗

=H εmH ∗ + H (εh − H −1dH )H ∗

を満たす．よってS −1dS =: τ = τm + τhとするとき，

τm = H εmH ∗, τh = H (εh − H −1dH )H ∗ (8.1)

となることが分かる．αを U 上の sl(2,C)値の (1, 0)型の微分形式で

α := H E12H
∗ϕ = H

(
0 ϕ

0 0

)
H ∗, E12 =

1

2
(σ1 − iσ2)

と定義すると，

S −1dS + (S −1dS )∗ =2τm

=2H εmH ∗

=H

{(
0 ϕ

0 0

)
+

(
0 0

ϕ̄ 0

)}
H ∗

=(H E12H
∗ϕ) + (H E12H

∗ϕ)∗

=α + α∗ (8.2)

を得る．従ってS −1dS のm成分 τmが 1
2
(α+α∗)であると分かる．ここでH =

(
p −q̄
q p̄

)
とおくとき，αは

α = H E12H
∗ϕ =

(
−pq p2

−q2 pq

)
ϕ

となるため，normal Gauss写像Pi◦G :M → Ĉ (i = 1, 2)を用いると，ω1 = q2ϕ, ω2 = p2ϕ

として

α =



(
−(P1 ◦G) (P1 ◦G)2

−1 (P1 ◦G)

)
ω1 on G−1(S2 \ {σ3}) ⊂M(

−(P2 ◦G) 1

−(P2 ◦G)2 (P2 ◦G)

)
ω2 on G−1(S2 \ {−σ3}) ⊂M
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と表すことができる．以後G = P1 ◦G, ω = ω1を採用して，

α =

(
−G G2

−1 G

)
ω on G−1(C) ⊂M (8.3)

と表すこととする．
U 上の s値の 1次形式S −1dS に関する次の命題が分かる．

命題 8.1. ([2], p883)

S −1dS = τm + τh =
1

2
(α + α∗) +

1

4
[σ3, α + α∗] (8.4)

と表すことができる．ここで [·, ·]はリー括弧を表す．

Proof. (8.2)より，U 上の s値の 1次形式S −1dS はm成分 τmは 1
2
(α+ α∗)だった．h成

分 τhが 1
4
[σ3, α+ α∗]であることを示す．S −1dS は s値の 1次形式であるから，実数値 1

次形式 β，複素数値 1次形式 γを用いて，

S −1dS =

(
β γ

0 −β

)

と表すことができる．このときm = su(2), h = i · su(2)より，

τm =
1

2
(τ + τ ∗) =

1

2

(
2β γ

γ̄ −2β

)
=

1

2
(α + α∗)

τh =
1

2
(τ − τ ∗) =

1

2

(
0 γ

−γ̄ 0

)

となる．一方でA =

(
a b

c d

)
に対して，[σ3, A] =

(
0 2b

−2c 0

)
と計算できるから，[σ3, α+

α∗] =

(
0 2γ

−2γ̄ 0

)
である．よって τh =

1
4
[σ3, α + α∗]を得る．

8.2 可積分方程式とGauss・Codazzi方程式

(7.7)の εh, εmを εh = ε′h + ε′′h, εm = ε′m + ε′′mと (1, 0)型の 1次形式と (0, 1)型の 1次形式
に分解する．つまり，

ε′h =
1

2

(
iρ′ Hϕ

−hϕ −iρ′

)
, ε′′h =

1

2

(
iρ′′ hϕ

−Hϕ̄ −iρ′′

)
, ε′m =

1

2

(
0 ϕ

0 0

)
, ε′′m =

1

2

(
0 0

ϕ̄ 0

)

とする．ただし ρ′, ρ′′はそれぞれ ρの (1, 0)成分，(0, 1)成分を表す．このとき，次の命題
が成り立つ．
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命題 8.2. εに関する可積分方程式 dε + ε ∧ ε = 0は h成分とm成分に分解することがで
き，Gauss・Codazzi方程式と同値である．つまり，

dε+ ε ∧ ε = 0 ⇔

{
dεh + [ε′h ∧ ε′′h] + [ε′m ∧ ε′′m] = 0

dεm + [ε′m ∧ ε′′h] + [ε′h ∧ ε′′m] = 0

⇔

{
−4e−2uuzz̄ = −1 +H2 − |h|2

hz̄ + 2huz̄ = Hz

が成立する．

Proof. ウェッジ積の計算より，

dε+ ε ∧ ε = 0 ⇔ dε+
1

2
[ε ∧ ε] = 0

⇔ dε+ [(ε′h + ε′m) ∧ (ε′′h + ε′′m)] = 0

⇔ dεh + dεm + [ε′h ∧ ε′′h] + [ε′h ∧ ε′′m] + [ε′m ∧ ε′′h] + [ε′m ∧ ε′′m] = 0

⇔

{
dεh + [ε′h ∧ ε′′h] + [ε′m ∧ ε′′m] = 0

dεm + [ε′m ∧ ε′′h] + [ε′h ∧ ε′′m] = 0

が成立する．ただし，α = Adz, β = Bdz̄としたとき，[α∧ β] = [A,B]dz ∧ dz̄と計算する
ものとする．最後の同値は h成分とm成分に分解している．

dεm + [ε′m ∧ ε′′h] + [ε′h ∧ ε′′m] = 0 (8.5)

について計算すると，

dεm =
1

2

(
0 dϕ

dϕ̄ 0

)
,

[ε′m ∧ ε′′h] =
1

4

(
−Hϕ ∧ ϕ̄ 2iρ ∧ ϕ

0 Hϕ ∧ ϕ̄

)
,

[ε′h ∧ ε′′m] =
1

4

(
Hϕ ∧ ϕ̄ 0

−2iρ ∧ ϕ̄ −Hϕ ∧ ϕ̄

)

が成立する．よって

dεm + [ε′m ∧ ε′′h] + [ε′h ∧ ε′′m] = 0 ⇔ dϕ = −iρ ∧ ϕ

が成り立つ．dϕ+ iρ ∧ ϕ = 0が成立していたから，(8.5)は成立する．次に，

dεh + [ε′h ∧ ε′′h] + [ε′m ∧ ε′′m] = 0
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について計算すると，

dεh =
1

2

(
idρ d(Hϕ+ hϕ)

d(−Hϕ̄− hϕ) −idρ

)
,

[ε′h ∧ ε′′h] =
1

4

(
(|h|2 −H2)ϕ ∧ ϕ̄ 2iρ ∧ (Hϕ+ hϕ)

2i(−Hϕ̄− hϕ) ∧ ρ −(|h|2 −H2)ϕ ∧ ϕ̄

)
,

[ε′m ∧ ε′′m] =
1

4

(
ϕ ∧ ϕ̄ 0

0 −ϕ ∧ ϕ̄

)
を得る．(1, 1)成分，(2, 2)成分をみると，

dρ =
i

2
(1−H2 + |h|2)ϕ ∧ ϕ̄ = − i

2
Kϕ ∧ ϕ̄

が分かり，これはGauss方程式 dω1
2 = Kω1 ∧ ω2と同値である．つまり，定理 2.10より，

−4e−2uuzz̄ = −1 + H2 − |h|2が成り立つことと同値．一方，(1, 2)成分，(2, 1)成分をみ
ると，

d(Hϕ+ hϕ) = −iρ ∧ (Hϕ+ hϕ)

が分かり，これはCodazzi方程式 d(ω3
1 − iω3

2) = −iω1
2 ∧ (ω3

1 − iω3
2)と同値なので，つまり

定理 2.10より，hz̄ + 2huz̄ = Hzと同値．よって

dεh + [ε′h ∧ ε′′h] + [ε′m ∧ ε′′m] = 0 ⇔

{
−4e−2uuzz̄ = −1 +H2 − |h|2

hz̄ + 2huz̄ = Hz

を得る．以上より，

dε+ ε ∧ ε = 0 ⇔

{
−4e−2uuzz̄ = −1 +H2 − |h|2

hz̄ + 2huz̄ = Hz

(8.6)

を得る．(8.6)の (⇐)は与えられた u,H, hに対して，ϕ = eudz，ρ = −i(uzdz − uz̄dz̄)と
し，εを (7.6), (7.7)のように定めると，F−1dF = εは解 F を持つことを意味する．

8.3 GとHの満たす方程式

dεmを dε′mと dε′′mに分解すると，

dε′m =
1

2

(
0 dϕ

0 0

)
,

[ε′′h ∧ ε′m] = [ε′m ∧ ε′′h] =
1

4

(
−Hϕ ∧ ϕ̄ 2iρ ∧ ϕ

0 Hϕ ∧ ϕ̄

)
,

[ε′′m ∧ ε′m] = [ε′m ∧ ε′′m] =
1

4

(
ϕ ∧ ϕ̄ 0

0 −ϕ ∧ ϕ̄

)
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と計算できた．dϕ+ iρ ∧ ϕ = 0の成立から，

dε′m + [ε′′h ∧ ε′m] = −H[ε′′m ∧ ε′m] (8.7)

を得る．この式から次の補題が分かる．

補題 8.3. ([2], p883) αとHに関して

dα +
1

4
[[σ3, α

∗] ∧ α] = −1

2
H[α∗ ∧ α] (8.8)

が成立する．

Proof. 命題 8.1より，τh, τmを τh = τ ′h + τ ′′h , τm = τ ′m + τ ′′mと (1, 0)型の 1次形式と (0, 1)型
の 1次形式に分解して，

τ ′h =
1

4
[σ3, α], τ ′′h =

1

4
[σ3, α

∗], τ ′m =
1

2
α, τ ′′m =

1

2
α∗

と表す．これより，(8.8)は

dτ ′m + [τ ′′h ∧ τ ′m] = −H[τ ′′m ∧ τ ′m] (8.9)

と書き直すことができる．(8.7)を用いてこの式を示す．(8.1)より，

τ ′′h = H (ε′′h − H −1Hz̄dz̄)H
∗, τ ′m = H ε′mH ∗, τ ′′m = H ε′′mH ∗

と表せる．ε′m = Bdzとおくと，

dτ ′m =dH ∧ ε′mH ∗ + H (dε′m)H
∗ − H ε′m ∧ dH ∗

=Hz̄BH ∗dz̄ ∧ dz + H (dε′m)H
∗ − H B(H ∗)z̄dz ∧ dz̄

が成立．ここで最後の項は ε′mが 1次形式であるから符号がマイナスになっていることに
注意する．また

[τ ′′m ∧ τ ′m] = [H ε′′mH ∗ ∧ H ε′mH ∗] = H [ε′′m ∧ ε′m]H ∗

と，

[τ ′′h ∧ τ ′m] =[H (ε′′h − H −1Hz̄dz̄)H
∗ ∧ H ε′mH ∗]

=H [(ε′′h − H −1Hz̄dz̄) ∧ ε′m]H ∗

=H [ε′′h ∧ ε′m]H ∗ − Hz̄BH ∗dz̄ ∧ dz + H BH −1Hz̄H
∗dz̄ ∧ dz

が成り立つ．ここで，(H H ∗)z̄ = 0より，Hz̄H ∗ = −H (H ∗)z̄．つまり，−H B(H ∗)z̄dz∧
dz̄ + H BH −1Hz̄H ∗dz̄ ∧ dz = 0がわかるので，

dτ ′m + [τ ′′h ∧ τ ′m] = −H[τ ′′m ∧ τ ′m]
⇔ H (dε′m)H

∗ + H [ε′′h ∧ ε′m]H ∗ = −HH [ε′′m ∧ ε′m]H ∗

⇔ dε′m + [ε′′h ∧ ε′m] = −H[ε′′m ∧ ε′m]

を得る．よって (8.7)より，(8.9)は示された．これより，(8.8)は示された．
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8.4 ωの表し方

(8.3), (8.8)より，次が分かる．

補題 8.4. ([2], p883) ωはGとHを用いて

ω(= ω1) =
2(Ḡ)z

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)
dz (8.10)

と表せる．

Proof. (8.3)より，

dα =

(
−Gz̄dz̄ ∧ ω −Gdω 2GGz̄dz̄ ∧ ω +G2dω

−dω Gz̄dz̄ ∧ ω +Gdω

)
が成立．また，

[σ3, α
∗] =

(
0 −2

−2G2 0

)
ω̄

より，

[[σ3, α
∗] ∧ α] = 2

(
1 + |G|4 −2G

2G|G|2 −(1 + |G|4)

)
ω̄ ∧ ω

と計算できる．さらに

[α∗ ∧ α] =

(
1− |G|4 −2G(1 + |G|2)

−2G(1 + |G|2) |G|4 − 1

)
ω̄ ∧ ω

が分かる．したがって (8.8)より，

−Gz̄dz̄ ∧ ω −Gdω +
1

2
(1 + |G|4)ω̄ ∧ ω = −1

2
H(1− |G|4)ω̄ ∧ ω (8.11)

2GGz̄dz̄ ∧ ω +G2dω −Gω̄ ∧ ω = HG(1 + |G|2)ω̄ ∧ ω (8.12)

−dω +G|G|2ω̄ ∧ ω = HG(1 + |G|2)ω̄ ∧ ω (8.13)

を得る．(8.13)×G−(8.11)より，

Gz̄dz̄ ∧ ω +
1

2
(−1 + |G|4)ω̄ ∧ ω =

1

2
H(1 + |G|2)2ω̄ ∧ ω

⇔ Gz̄dz̄ +
1

2
(−1 + |G|4)ω̄ =

1

2
H(1 + |G|2)2ω̄

⇔ ω̄ =
2Gz̄

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)
dz̄

⇔ ω =
2(Ḡ)z

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)
dz

が成立する．この ωは (8.12)を満たすことも分かる．よって (8.10)が成立する．
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8.5 M上の誘導計量とホップ微分

命題 8.5. ([2], Proposition 2.1.) f に誘導されるM 上の計量 Iとホップ微分Φは

I = (1 + |G|2)2ω · ω̄ (8.14)

Φ = 2Gzω · dz = 4Gz(Ḡ)z
{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)

dz · dz (8.15)

と表せる．

Proof. (7.3)と ω = q2ϕより，

I =ϕ · ϕ̄

=
1

|q|4
ω · ω̄

=

(
|p|2 + |q|2

|q|2

)2

ω · ω̄

=(1 + |G|2)2ω · ω̄

よって (8.14)は示された．
次に (8.15)を示す．2つ目の等号は ω を代入するだけなので，1つ目の等号，つまり

Φ = 2Gzω · dzを示す．f の単位法線ベクトル場をN とするとΦは

Φ = 2⟨fzz, N⟩dzdz

である．まず

2⟨fzz̄, N⟩ = e−2u tr(Az[A,A
∗]) (8.16)

を示す．f = S S ∗より，

df = d(S S ∗) = S (τ + τ ∗)S ∗ = S (2τm)S
∗ = S (α + α∗)S ∗

また，df = fzdz + fz̄dz̄より，α = Adzとおくと，

fz = SAS ∗

が成立する．よって

fzz = SzAS ∗ + SAzS
∗ + SA(S ∗)z

(8.4)より，

Sz =
1

2
SA+

1

4
S [σ3, A], Sz̄ =

1

2
SA∗ +

1

4
S [σ3, A

∗]

が成立する．また，

(S ∗)z = (Sz̄)
∗ =

1

2
AS ∗ +

1

4
[σ3, A]S

∗
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が成立する．よってA2 = 0であることに注意すると，

SzAS ∗ + SA(S ∗)z =

(
1

2
SA+

1

4
S [σ3, A]

)
AS ∗ + SA

(
1

2
AS ∗ +

1

4
[σ3, A]S

∗
)

=SA2S ∗ +
1

4
S σ3A

2S ∗ +
1

4
SA2σ3S

∗ − 1

2
SAσ3AS ∗

=− 1

2
SAσ3AS ∗

=gSAS ∗

を得る．よって fzz = S (Az + gA)S ∗を得る．またN は fz = SAS ∗と fz̄ = SA∗S ∗

に直交するから，ベクトル積の性質からN = 1√
⟨N,N⟩

S [A,A∗]S ∗と表せる．(8.14)より，

e2u = (1 + |G|2)2|w|2

が成立することから，

⟨N,N⟩ =⟨S [A,A∗]S ∗,S [A,A∗]S ∗⟩
=− det(S [A,A∗]S ∗)

=− det[A,A∗]

=(1 + |G|2)4|w|4

=e4u

が分かるので，N = e−2uS [A,A∗]S ∗と表せる．また，(3.2)とS : U → S ⊂ SL(2,C)
より，

⟨fzz, N⟩ =e−2u ⟨S (Az + gA)S ∗,S [A,A∗]S ∗⟩
=e−2u ⟨(Az + gA) , [A,A∗]⟩
=e−2u⟨Az, [A,A

∗]⟩

=− 1

2
e−2u tr(Az

˜[A,A∗])

=
1

2
e−2u tr(Az[A,A

∗])

が成立する．最後の等号は− ˜[A,A∗] = [A,A∗]であることを使った．よって (8.16)は示さ
れた．最後に，

e−2u tr(Az[A,A
∗]) = 2Gzw (8.17)

を示す．

[A,A∗] =

(
|G|2 − 1 2G

2Ḡ 1− |G|2

)
(1 + |G|2)|w|2

=

(
|G|2 − 1 2G

2Ḡ 1− |G|2

)
e2u

(1 + |G|2)
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が成立するので，

e−2u tr(Az[A,A
∗])

=

(
(−Gzw −Gwz)(|G|2 − 1) + (2GGzw +G2wz)2Ḡ− 2wzG+ (Gzw +Gwz)(1− |G|2)

)
(1 + |G|2)

=2Gzw

を得る．よって (8.17)は示された．したがって (8.15)は成立する．

補足 8.6. ([2], Remark 2.2.) (8.10)より，ωは滑らかである．また f ははめこみであるか
ら，(8.14)より，ωは接束 TM 内の各点で 0でない．よって (8.10)より，Gは各点で正則
ではない．(8.15)より，

Gz(x) = 0 (x ∈M) ⇔ Φ(x) = 0

⇔ 0 = h(x) =
1

2
(h11 − h22) + ih12

⇔ h11 = h22, h12 = 0

⇔ xは f の臍点

が成立する．

8.6 GとHが満たす2階偏微分方程式

定理 8.7. ([2], Theorem 2.3.) f の normal Gauss写像G(= P1 ◦G) :M → S2 ∼= Ĉは次の
2階偏微分方程式

(1− |G|2) +H(1 + |G|2)
1 + |G|2

Gzz̄ +
2{|G|2 −H(1 + |G|2)}Ḡ

(1 + |G|2)2
GzGz̄ = HzGz̄ (8.18)

を満たす．

Proof. ω = wdzとする．(8.13)より，

− dω +G|G|2ω̄ ∧ ω = HG(1 + |G|2)ω̄ ∧ ω
⇔ dω = Ḡ{|G|2 −H(1 + |G|2)}ω̄ ∧ ω
⇔ wz̄dz̄ ∧ dz = Ḡ{|G|2 −H(1 + |G|2)}|w|2dz̄ ∧ dz

⇔ (w̄)z =
4{|G|2 −H(1 + |G|2)}G

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}2(1 + |G|2)2
Gz̄(Ḡ)z

が分かる．また (8.10)より，(w̄)zを計算すると，

(w̄)z =
2Gz̄z

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)
+

4{|G|2 −H(1 + |G|2)}Ḡ
{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}2(1 + |G|2)2

Gz̄Gz

+
4{|G|2 −H(1 + |G|2)}G

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}2(1 + |G|2)2
Gz̄(Ḡ)z −

2HzGz̄

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}2
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を得る．よって

(1− |G|2) +H(1 + |G|2)
1 + |G|2

Gzz̄ +
2{|G|2 −H(1 + |G|2)}Ḡ

(1 + |G|2)2
GzGz̄ = HzGz̄

を得る．これで示された．

補足 8.8. ([2], Remark 2.4.) P1の代わりにP2を用いると，ω = ω2とG (= P2 ◦G) :M →
S ∼= Ĉは (8.10), (8.18)のH を−H と取り替えたものを満たす．(8.18)はH が一定の時，
normal Gauss写像の調和性を示していて，hyperbolic GH 方程式という．

定理 8.9. ([2], Theorem 2.5.) f : M → H3をCMC H曲面の共形はめ込みとする．Ĉ上
の計量を

hH =
4|dζ|2

|{(1− |ζ|2) +H(1 + |ζ|2)}(1 + |ζ|2)|

とすると f の normal Gauss写像G (= P1 ◦G) :M → S2 ∼= Ĉは非正則な調和写像である．
|H| > 1のとき，hH は特異点を持たない．H = 1のとき，特異点は ζ = ∞ ∈ Ĉである．
H = −1のとき，特異点は ζ = 0 ∈ Ĉである．|H| < 1のとき，|ζ| =

√
1+H
1−H
が特異点集

合である．

Proof. 補題 8.6よりGは非正則である．(8.18)より，Hが一定の時，Gは

Gzz̄ +
2{|G|2 −H(1 + |G|2)}Ḡ

{(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)
GzGz̄ = 0

を満たす．ここで，hH = ρ2(ζ)|dζ|2とすると，
ρζ
ρ

=
{|ζ|2 −H(1 + |ζ|2)}ζ̄

{(1− |ζ|2) +H(1 + |ζ|2)}(1 + |ζ|2)
と計算できる．よってGは

Gzz̄ +
2ρG
ρ
GzGz̄ = 0

を満たす．これはG :M → (Ĉ, hH)が調和写像であることを示している．
H ̸= 1のとき，

(1− |ζ|2) +H(1 + |ζ|2) = 0 ⇔ |ζ|2 = 1 +H

1−H

が成立．

|H| > 1のとき
1 +H

1−H
< 0

H = −1のとき
1 +H

1−H
= 0

|H| < 1のとき
1 +H

1−H
> 0

よって |H| > 1のとき，特異点を持たず，H = −1のとき，特異点は ζ = 0 ∈ Ĉであり，
|H| < 1のとき，|ζ| =

√
1+H
1−H
が特異点集合である．H = 1のとき，h1 = 2|dζ|2

1+|ζ|2 より，特

異点は ζ = ∞ ∈ Ĉである．
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補足 8.10. ([2], Remark 2.6.) 定理 8.9で定めた計量で特にH = 0の場合，つまり，

h0 =
4|dζ|2

|(1− |ζ|2)(1 + |ζ|2)|

をKokubu’s metricという．0 < H < 1のとき，(S2, hH)の向き付けを保存する等長変
換群は U(1)/{±σ0}で与えられる．一方で，H = 0のとき，(S2, h0)の向き付けを保存す
る等長変換群は (U(1) · σ1)/{±σ0}で与えられる．よって hH (|H| < 1)の中で，等長変換
群が最も大きいのはKokubu’s metricであると分かる．

8.7 Kenmotsu型表現公式

ここまでの議論の逆が成り立ち，これをKenmotsu型表現公式という．

定理 8.11. (Kenmotsu型表現公式)([2], Theorem 2.7.) Mを単連結なリーマン面で z0 ∈M

を基準点とする．与えられたM 上の滑らかな実数値関数Hに対して，非正則な滑らかな
写像 ν :M → Ĉを

(1− |ν|2) +H(1 + |ν|2)
1 + |ν|2

νzz̄ +
2{|ν|2 −H(1 + |ν|2)}ν̄

(1 + |ν|2)2
νzνz̄ = Hzνz̄ (8.19)

を満たすようにとる．M 上の滑らかな 1次形式 ωを

ω =
2(ν̄)z

{(1− |ν|2) +H(1 + |ν|2)}(1 + |ν|2)
dz

と定め，M 上の sl(2,C)値の 1次形式 αとM 上の s値の 1次形式 µをそれぞれ

α =

(
−ν ν2

−1 ν

)
ω, µ =

1

2
(α + α∗) +

1

4
[σ3, α + α∗]

とするとき，S (z0) = σ0かつS −1dS = µを満たす滑らかな写像S :M → Sが一意的に
存在する．ここでf = S S ∗とおくと，{w ∈M | ω(w) = 0}を除いた範囲で，f :M → H3

は共形はめ込みであり，その平均曲率はH，normal Gauss写像はG = P−1
1 ◦νで与えられ

る．さらにfによりMに誘導される計量は I = (1+|ν|2)2ω ·ω̄でホップ微分はΦ = 2νzω ·dz
である．

Proof. M 上の s値の 1次形式 µに対して，

dµ+ µ ∧ µ = 0 ⇔ S −1dS = µを満たすS :M → Sが存在する

が成立する (可積分条件)から，dµ+ µ ∧ µ = 0を確かめればよい．

α + α∗ =

(
−νω − νω ν2ω − ω̄

−ω + ν2ω νω + νω

)
,

[σ3, α + α∗] =2

(
0 ν2ω − ω̄

ω − ν2ω 0

)
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から，

µ =
1

2

(
−νω − νω 2(ν2ω − ω̄)

0 νω + νω

)
が成立する．このとき

µ ∧ µ =

(
0 ν(|ν|2 + 1)ω ∧ ω̄
0 0

)
と計算できるから，

dµ+ µ ∧ µ = 0 ⇔

{
d(νω + νω) = 0

d(ν2ω − ω̄) + ν(|ν|2 + 1)ω ∧ ω̄ = 0
(8.20)

を得る．従って右辺のこの 2式を示せばよい．(8.19)と (8.11), (8.12), (8.13)より，

−d(νω) + 1

2
(1 + |ν|4)ω̄ ∧ ω = −1

2
H(1− |ν|4)ω̄ ∧ ω (8.21)

d(ν2ω)− νω̄ ∧ ω = Hν(1 + |ν|2)ω̄ ∧ ω (8.22)

−dω + ν|ν|2ω̄ ∧ ω = Hν(1 + |ν|2)ω̄ ∧ ω (8.23)

を満たすことが分かる．(8.21)より，(8.20)の上の式が示される．(8.22), (8.23)より，(8.20)
の下の式が示される．よって dµ+µ∧µ = 0が成立し，S (z0) = σ0を満たすS −1dS = µ

となるS が一意的に存在することが分かる．次に f = S S ∗ : M → H3が共形はめ込み
であることを示す．

df = d(S S ∗) = S (µ+ µ∗)S ∗ = S (2µm)S
∗ = S (α + α∗)S ∗

より，

I =⟨df, df⟩
=− det(df)

=− det(α + α∗)

=(1 + |ν|2)2ω · ω̄

が成立する．ωは (1, 0)型微分形式だったから，f は共形である．特に f ははめ込みであ
る．命題 8.5より，ホップ微分もΦ = 2νzω · dzと表される．

8.8 H3(−c2)の場合

断面曲率−c2 (c > 0)の 3次元双曲空間H3(−c2)を

H3(−c2) = {(x0, x1, x2, x3) ∈ L4 | −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = − 1

c2
, x0 > 0}

と定義するとこれまでははめ込み f : M → H3 = H3(−1)を考え，命題や定理を示した．
ここでははめ込み f : M → H3(−c2)の場合を考える．f : M → H3(−c2)の adaptedフ
レームは次のように定義される．
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定義 8.12. ([2], p880) M をリーマン面，f : M → H3(−c2)を共形はめ込み，(U, z)を可
縮な局所座標とする．E : U → SL(2,C)が f の adaptedフレームであるとは，Eが

f |U =
1

c
π ◦ E =

1

c
EE∗

を満たす滑らかな写像で，E ·σ3は fの単位法ベクトル場，E ·(σ1−iσ2)の双対形式ω1+iω2

がある滑らかな関数 u : U → Rを用いて

ω1 + iω2 = eudz

とかけるときをいう．

以下H3のときと同様の議論で次の定理や命題が成り立つ．証明はH3のときと同様で
あるから省略する．

命題 8.13. ([2], p882) U 上の adaptedフレームEによる SL(2,C)上のモーレーカルタン
形式の引き戻し ε := E−1dEは

E−1dE =ε = εh + εm,

εh =
1

2

(
iρ Hϕ+ hϕ

−Hϕ̄− hϕ −iρ

)
, εm =

c

2

(
0 ϕ

ϕ̄ 0

)

と表される．

命題 8.14. ([2], p883)

S −1dS = τm + τh =
c

2
(α + α∗) +

c

4
[σ3, α + α∗]

と表すことができる．ここで [·, ·]はリー括弧を表す．

補題 8.15. ([2], p883) ωはGとHを用いて

ω(= ω1) =
2(Ḡ)z

{c(1− |G|2) +H(1 + |G|2)}(1 + |G|2)
dz

と表せる．

定理 8.16. ([2], Theorem 2.3.) f : M → H3(−c2)の normal Gauss写像 G(= P1 ◦ G) :

M → S2 ∼= Ĉは次の 2階偏微分方程式

c(1− |G|2) +H(1 + |G|2)
1 + |G|2

Gzz̄ +
2{c|G|2 −H(1 + |G|2)}Ḡ

(1 + |G|2)2
GzGz̄ = HzGz̄ (8.24)

を満たす．
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定理 8.17. (Kenmotsu型表現公式)([2], Theorem 2.7.) Mを単連結なリーマン面で z0 ∈M

を基準点とする．与えられたM 上の滑らかな実数値関数Hに対して，非正則な滑らかな
写像 ν :M → Ĉを

c(1− |ν|2) +H(1 + |ν|2)
1 + |ν|2

νzz̄ +
2{c|ν|2 −H(1 + |ν|2)}ν̄

(1 + |ν|2)2
νzνz̄ = Hzνz̄

を満たすようにとる．M 上の滑らかな 1次形式 ωを

ω =
2(ν̄)z

{c(1− |ν|2) +H(1 + |ν|2)}(1 + |ν|2)
dz

と定め，M 上の sl(2,C)値の 1次形式 αとM 上の s値の 1次形式 µを

α =

(
−ν ν2

−1 ν

)
ω, µ =

c

2
(α + α∗) +

c

4
[σ3, α + α∗]

とするとき，S (z0) = σ0 かつS −1dS = µを満たす滑らかな写像S : M → Sが一
意的に存在する．ここで f = 1

c
S S ∗ とおくと，{w ∈ M | ω(w) = 0}を除いた範囲

で，f :M → H3(−c2)は共形はめ込みであり，その平均曲率はH，normal Gauss写像は
G = P−1

1 ◦ νで与えられる．さらに f によりMに誘導される計量は I = (1+ |ν|2)2ω · ω̄で
ホップ微分はΦ = 2νzω · dzである．
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9 Adjusted Gauss写像を用いたH3内のCMC H曲面の
表現公式

9.1 導入

ここではCMC曲面を考える．Bryant表現公式は正則なデータ (a, b)またはWeierstrass

データ (g, ω)を用いてH3内のCMC 1曲面を表現できた．以下では (S2, g0 =
4|dζ|2

(1+|ζ|2)2 )への
調和写像を用いて，H3内のCMC H曲面 (|H| > 1)を表すKenmotsu-Bryant型表現公式を
示す．同様の議論で (S2 ∼= Ĉ, h0)への調和写像を用いて，H3内のCMC H曲面 (|H| < 1)

を表すKokubu-Bryant表現公式を示す．まず，H3内のCMC H曲面 (|H| > 1)について
考えていく．

9.2 Adaptedフレームの集合族

H3内の等長なCMC H (|H| > 1)はめ込みと E3内の等長なCMC H0 =
√
H2 − 1はめ

込みの間の全単射対応を Lawson対応という．この対応は局所的または単連結な曲面に
対して用いることができる．
M を可縮リーマン面，f : M → H3を共形はめ込みとする．複素座標 zをとり，E :

M → SL(2,C)を f の adaptedフレームとする．ϕを ϕ := ω1 + iω2 = eudzとする．M 上
の計量は I = ϕ · ϕ̄である．ρを ρ = ω2

1とする．f はCMC Hの等長なはめ込みでホップ
微分はΦ = hϕ · ϕであるとする．ここで次の命題を示す．この命題は Lawson対応の説明
となっている．

命題 9.1. ([2], p885) (7.6), (7.7)より，ε = E−1dEを次の εt (0 ≤ t ≤ 1), ε1 = εのように
拡張する：

εt :=
1

2

(
iρ (t+Ht)ϕ+ hϕ

(t−Ht)ϕ̄− hϕ −iρ

)
. (9.1)

ここでHt =
√
H2

0 + t2としている．このとき，εtは 0 ≤ t ≤ 1で可積分条件を満たす．す
なわち，

E−1
t dEt = εt

の解である滑らかな 1パラメータ集合族 {Et : M → SL(2,C) | t ≥ 0} を得る．この解Et

は SL(2,C)内の元による左変換の違いを除いて一意的である．

Proof. H1 =
√
H2

0 + 1 = Hであるから，(7.6), (7.7)より，εtは t = 1で可積分条件を満
たす．
dεt + εt ∧ εt = 0を示す．(8.6)と同様の計算で

dεt + εt ∧ εt = 0 ⇔

{
−4e−2uuzz̄ = −t2 +H2

t − |h|2

hz̄ + 2huz̄ = (Ht)z
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を得る．H が定数であるから，Htも定数である．また−t2 +H2
t = H2

0 = −1 +H2が成
立する (これが成立するようにHtを定めた)．

dεt + εt ∧ εt = 0 ⇔

{
−4e−2uuzz̄ = −1 +H2 − |h|2

hz̄ + 2huz̄ = 0

⇔ dε+ ε ∧ ε = 0

が成立する．よって εtは 0 ≤ t ≤ 1で可積分条件を満たす．

t > 0のとき，ft := 1
t
EtE

∗
t とし，f1 = fとかく．ft :M → H3(−t2)はホップ微分がΦで

あるCMC Htの等長はめ込みである．Etは ftの adaptedフレームである．t = 0のとき，
ε0は su(2)値であるから，解は E0 : M → SU(2)となり，E0は調和写像G0 = E0σ3E

∗
0 :

M → (S2, g0)を与え，ホップ微分が Φで，Gauss写像G0である CMC H0の等長はめ込
み f0 : M → E3が存在する．この {ft | t ≥ 0}を f = f1 : M → H3に関する canonical

な 1パラメータ集合族という．また {Et | t ≥ 0}を f = f1に関する adaptedフレーム の
canonicalな 1パラメータ集合族という．

9.3 Kenmotsu-Bryant型表現公式

Et : M → SL(2,C) (t ≥ 0)を Iwasawa分解により，Et = StHtと分解する．すなわち
St : M → S,Ht : M → SU(2)である．t > 0のとき，Gt := Htσ3H ∗

t は ftの normal

Gauss写像である．Kenmotsu型表現公式はG1やH1によって決まり，ρやΦによらなかっ
た．ここでS −1dS = Ht(E

−1
1 dE1−H −1

1 dH1)H ∗
1 なので，E

−1
1 dE1のρやΦはH −1

1 dH1

に現れる．ρやΦは tによらず，(9.1)への現れ方もまた tによらない．

命題 9.2. ([2], p886) Ft := E1H
−1
t は f = f1のフレームであり，これはGt :M → S2 ∼= Ĉ

のみによって与えられる次の微分方程式を満たす：

F−1
t dFt =

1

2
(1 +H1 −Ht)αt +

1

2
(1−H1 +Ht)α

∗
t +

t

4
[σ3, αt + α∗

t ]. (9.2)

ここで，αtと ωtは

αt = HtE12H
∗
t ϕ =

(
−Gt G2

t

−1 Gt

)
ωt, ωt =

2(Gt)z
{t(1− |Gt|2) +Ht(1 + |Gt|2)}(1 + |Gt|2)

dz

とする．

Proof. Ftの定義と，Ht = S −1
t Etより，

F−1
t dFt =HtE

−1
1 dE1H

∗
t + Htd(H

−1
t )

=HtE
−1
1 dE1H

∗
t + S −1

t Etd(E
−1
t )St + S −1

t d(St)

=HtE
−1
1 dE1H

∗
t − S −1

t d(Et)E
−1
t St + S −1

t d(St)

=Ht(E
−1
1 dE1 − E−1

t dEt)H
∗
t + S −1

t dSt.
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が成り立つ．また，(9.1)より，

E−1
1 dE1 − E−1

t dEt =
1

2

(
0 {(1 +H1)− (t+Ht)}ϕ

{(1−H1)− (t−Ht)}ϕ̄ 0

)

が成り立つので，

Ht(E
−1
1 dE1 − E−1

t dEt)H
∗
t =

1

2
{(1 +H1)− (t+Ht)}αt +

1

2
{(1−H1)− (t−Ht)}α∗

t

が分かる．命題 8.14より，

S −1
t dSt =

t

2
(αt + α∗

t ) +
t

4
[σ3, αt + α∗

t ]

と分かるので，

F−1
t dFt =Ht(E

−1
1 dE1 − E−1

t dEt)H
∗
1 + S −1

t dSt

=
1

2
(1 +H1 −Ht)αt +

1

2
(1−H1 +Ht)α

∗
t +

t

4
[σ3, αt + α∗

t ]

が示された．

このようにして f1 の normal Gauss写像 G1 の代わりに Gt を用いることができ，f1
のS1 を (9.2)を満たす Ft に取り替えることができる．特に G1 を G0 に取り替えると，
調和写像 G0 : M → (S2, g0)によって決まる可積分方程式を満たす f = f1 のフレーム
F := F0 = E1H

−1
0 を得る．G0を f の adjusted Gauss写像という．H3内の単連結で

ない曲面M に対しては adjusted Gauss写像は普遍被覆 M̃ 上でのみ定義される．(9.2)に
t = 0を代入した可積分方程式はH0 ̸= 0のとき，Kenmotsu-Bryant型表現公式を与え，
H0 = 0のとき，Bryant表現公式を与える．ここでKenmotsu-Bryant型表現公式の主
張を述べる．

定理 9.3. (Kenmotsu-Bryant型表現公式)([1], Theorem 3.2) M を単連結なリーマン面で
z0 ∈Mを基準点とする．H > 1を定数とし，H0 =

√
H2 − 1とおく．写像 ν :M → (S2 ∼=

Ĉ, g0 = 4|dζ|2
(1+|ζ|2)2 )を非正則な調和写像とする．つまり，νは非正則で

νzz̄ −
2ν̄

1 + |ν|2
νzνz̄ = 0

を満たすとする．M 上の滑らかな 1次形式 ωを

ω =
2(ν̄)z

H0(1 + |ν|2)2
dz

と定め，M 上の sl(2,C)値の 1次形式 αとM 上の sl(2,C)値の 1次形式 µを

α =

(
−ν ν2

−1 ν

)
ω, µ =

1

2
{(1 +H −H0)α + (1−H +H0)α

∗}
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とするとき，F (z0) = σ0かつ F−1dF = µを満たす滑らかな写像 F : M → SL(2,C)が
一意的に存在する．ここで f = FF ∗とおくと，{w ∈ M | ω(w) = 0}を除いた範囲で，
f :M → H3はCMC H曲面の共形はめ込みであり，adjusted Gauss写像は νで与えられ
る．さらに f によりM 上に誘導される計量 Iとホップ微分Φと f のGauss曲率Kは

I = (1 + |ν|2)2ω · ω̄, Φ =
4νz(ν̄)z

H0(1 + |ν|2)2
dzdz, K = H2

0

(
1− |νz|2

|νz̄|2

)
である．
逆にCMC H (H > 1)曲面の共形はめ込み f :M → H3は上のように非正則な調和写像

g : M → (Ĉ, g0)によって構成されたCMC H曲面の共形はめ込みと回転や平行移動の違
いを除いて一致する．

Proof. 証明は定理 8.11と同様なので省略．

実際に (9.2)に t = 0を代入した可積分方程式がKenmotsu-Bryant型表現公式やBryant

表現公式を与えることを確かめる．(9.2)に t = 0を代入すると，

F−1dF =
1

2
(1 +H1 −H0)α0 +

1

2
(1−H1 +H0)α

∗
0

となる．よってH0 ̸= 0のとき，Kenmotsu-Bryant型表現公式を与える．
特にH0 = 0のとき，H1 =

√
H2

0 + 1 = 1より，

F−1dF = α0

となる．この F は detα0 = 0より，ナルなはめ込みであり，α0が (1, 0)型微分形式であ
るから，F は正則である．よってH0 = 0のとき，これはBryant表現公式を与える．

9.4 Kokubu-Bryant型表現公式

これまでに述べた方法はH3内のCMC H (H > 1)曲面に対するものだった．この方法
をH3内のCMC H (H < 1)曲面に対応させ表現公式を得ることができる．
0 < H < 1として，c0 =

√
1−H2とおく．ホップ微分ΦのCMC Ht =

√
t2 − c20曲面の等

長はめ込みの canonical 1パラメータ集合族 {ft : M → H3(−t2) | t ≥ c0}と ftの adapted

フレームの canonical 1パラメータ集合族 {Et :M → SL(2,C) | t ≥ c0}が存在するという
Lawson型対応より，H3内のCMCH (0 < H < 1)の等長はめ込みとH3(−c20)内の極小曲面
の等長はめ込みの間に全単射対応が存在する．t ≥ c0に対して，Et :M → SL(2,C) (t ≥ c0)

を Iwasawa分解により，Et = StHtと分解する．ここでSt : M → S,Ht : M → SU(2)

とする．CMC H = H1 (0 < H < 1)曲面の共形はめ込み f = f1 : M → H3に対して，
Ft := E1H

−1
t (t ≥ c0)とする．(9.2)の議論と同様に，Ftは ft (t ≥ c0)の normal Gauss

写像Gt = Htσ3H ∗
t を用いて，f = f1の表現を与える．特に S2 ∼= ĈにKokubu’s metric

h0 =
4|dζ|2
|1−|ζ|4|を与えたときの調和写像Gc0 :M → S2 ∼= Ĉを選ぶ．補足 8.10より，特異計量{

ht,Ht :=
4|dζ|2

|{t(1− |ζ|2) +Ht(1 + |ζ|2)}(1 + |ζ|2)|

∣∣∣∣ t ≥ c0

}
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の中で最も大きい等長変換群を持つ計量は Kokubu’s metricだったため，h0 を与えた．
Gc0 = Hc0σ3H

∗
c0

: M → (S2 ∼= Ĉ, h0)を f の adjusted Gauss写像と呼ぶ．Gc0 を用いて，
Kokubu-Bryant型表現公式が得られる．

定理 9.4. (Kokubu-Bryant型表現公式)([2], Theorem 3.1)Mを単連結なリーマン面で z0 ∈
Mを基準点とする．H < 1を定数とし，c0 =

√
1−H2とおく．写像 ν :M → (S2 ∼= Ĉ, h0)

を非正則な調和写像とする．つまり，νは非正則で

νzz̄ +
2|ν|2ν̄
1− |ν|4

νzνz̄ = 0

を満たすとする．M 上の滑らかな 1次形式 ωを

ω =
2(ν̄)z

c0(1− |ν|4)
dz

と定め，M 上の sl(2,C)値の 1次形式 αとM 上の sl(2,C)値の 1次形式 µを

α =

(
−ν ν2

−1 ν

)
ω, µ =

1

2
{(1 +H)α + (1−H)α∗}+ c0

4
[σ3, α + α∗]

とするとき，F (z0) = σ0かつ F−1dF = µを満たす滑らかな写像 F : M → SL(2,C)が
一意的に存在する．ここで f = FF ∗とおくと，{w ∈ M | ω(w) = 0}を除いた範囲で，
f :M → H3はCMC H曲面の共形はめ込みであり，adjusted Gauss写像は νで与えられ
る．さらに f によりM に誘導される計量 Iと f のGauss曲率Kは

I = (1 + |ν|2)2ω · ω̄, K = −c20
(
1 +

|νz|2(1− |ν|2)2

|νz̄|2(1 + |ν|2)2

)
である．
逆にCMC H (H < 1)曲面の共形はめ込み f :M → H3は上のように非正則な調和写像

ν :M → (Ĉ, h0)によって構成されたCMC H曲面の共形はめ込みと回転や平行移動の違
いを除いて一致する．

Proof. 証明は定理 8.11と同様なので省略．

9.5 具体例

Kenmotsu-Bryant型表現公式 (定理 9.3)を用いて，H3内のCMC H (H > 1)曲面の具体
例を考える．リーマン面Mを複素平面Cとし，H > 1を任意の定数とする．H0 =

√
H2 − 1

とおく．非正則な調和写像 ν : C → Ĉとして ν = z̄をとる．αと ωは

α =

(
−z̄ z̄2

−1 z̄

)
, ω =

2

H0(1 + |z|2)2
dz



9. Adjusted Gauss写像を用いたH3内のCMC H曲面の表現公式 64

と表せる．Kenmotsu-Bryant型表現公式より，

F−1dF =
1

2
(1 +H −H0)α +

1

2
(1−H +H0)α

∗

を満たす F : C → SL(2,C)を求める．F =

(
a b

c d

)
，ω = wdzとおくと，

Fz =
1

2
(1 +H −H0)w

(
−az̄ − b az̄2 + bz̄

−cz̄ − d cz̄2 + dz̄

)
(9.3)

Fz̄ =
1

2
(1−H +H0)w

(
−az − bz2 −a+ bz

−cz − dz2 −c+ dz

)

を得る．それぞれ 1行目の式について注目すると bz = −z̄azと az̄ = zbz̄が分かる．よって
それぞれ z，z̄を変数とする関数 P (z), Q(z̄) : C → Cを用いて，

b = −z̄a+Q(z̄), a = zb+ P (z)

と書ける．よって

a =
P (z) + zQ(z̄)

1 + |z|2

これにより，azを計算し (9.3)より，比較すると，

1 +H

H0

Q(z̄) = z̄P (z)− (1 + |z|2)P ′(z)

を得る．右辺を z̄について整理すると，

1 +H

H0

Q(z̄) = z̄(P (z)− zP ′(z))− P ′(z)

を得る．Q(z̄)は z̄で表される関数なので，P (z)− zP ′(z)と P ′(z)は定数である．よって
c1, c2を定数として

P (z) = c1z + c2

が分かり，

Q(z̄) =
H0

H + 1
(c2z̄ − c1)

を得る．ここで

h+ =
H + 1

H0

, h− =
H − 1

H0

とおき，特殊解

(P (z), Q(z̄)) = (−h+z, 1), (1, h−z̄)



9. Adjusted Gauss写像を用いたH3内のCMC H曲面の表現公式 65

を考える．a, bの P,Qには (1, h−z̄)を用いて計算し，c, dに関しても同様の議論ができる
ため，c, dの P,Qには (−h+z, 1)を用いて計算すると，

F =
1

1 + |z|2

(
h−|z|2 + 1 z̄(h− − 1)

−z(h+ − 1) h+|z|2 + 1

)

を得る．h+h− = 1を用いると，F が SL(2,C)への写像になっていて，F (0) = I2を満た
すことが分かる (この条件を満たすように特殊解を選んだ)．よって F を求めることがで
きた．f = FF ∗ : C → H3を計算すると，

f =

(
h−|z|2+1
|z|2+1

− 2z̄
H0(|z|2+1)

− 2z
H0(|z|2+1)

h+|z|2+1
|z|2+1

)

を得る．(6.5)より，H3と上半空間モデルH3
+を同一視して考えると，(

h−|z|2+1
|z|2+1

− 2z̄
H0(|z|2+1)

− 2z
H0(|z|2+1)

h+|z|2+1
|z|2+1

)
∈ H3 ↔

(
− 2z̄

H0(h2+|z|2 + 1)
,

|z|2 + 1

H0(h2+|z|2 + 1)

)
∈ H3

+

となり，これは中心 (0, (1 + 1
h2
+
)/2) = (0, H

H+1
)，半径 1

H+1
の球面を表す．よって ν = z̄の

とき，CMC H (H > 1)曲面を上半空間モデルで図示すると，H3
+の境界に接しない (浮い

ている)球面であることが分かる．H → 1とすると，第 6章の具体例で述べたホロ球面と
一致する．
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10 3次元ユークリッド空間E3内の曲面に対するKenmotsu

表現公式

10.1 fの adaptedフレーム

第 7章，第 8章ではKenmotsu表現公式 [6]のGauss写像 gの対応物としてnormal Gauss

写像Gを用いることで，Kenmotsu型表現公式を得ることができた．ここでは，Kenmotsu

表現公式の証明をこれまでの議論と同じ枠組みで再構成する．H ≡ 0の曲面 (極小曲面)

に関しては，Weierstrassの表現公式があるため，ここではH ̸≡ 0としている．
E3 ∼= SpanR{σ1, σ2, σ3} = i · su(2)の同一視の下で，E3の等長変換群の単位元を含む連

結成分は，E3 ⋊ SU(2)/{±1}で与えられる．ここで (E3 ⋊ SU(2)) ∼= (i · su(2)⋊ SU(2))は
E3 ∼= i · su(2)に

(x1, h) · x2 = hx2h
∗ + x1, (x1,x2 ∈ E3 ∼= i · su(2), h ∈ SU(2))

のように作用している．

定義 10.1. ([2], p891) Mを可縮なリーマン面とし，f :M → E3を共形はめ込みでGauss

写像を gとする．滑らかな写像 E = (f,H ) : M → E3 ⋊ SU(2)が f の adaptedフレー
ムであるとは，H σ3H ∗ = gを満たし，ϕをH · E12 = H (1

2
(σ1 − iσ2))H ∗に双対なM

上の (1, 0)型の微分形式とすると，ある滑らかな関数 u :M → Rを用いて

ϕ = eudz

とかけるときをいう．

f に誘導されるM 上の計量は I = ϕ · ϕ̄とかける．M 上の接続形式を ρとかく．平均曲
率をHとし，ホップ微分をΦ = hϕ · ϕとかく．

10.2 モーレーカルタン形式E−1dE

命題 10.2. ([2], p891) E3 ⋊ SU(2)上のモーレーカルタン形式の adaptedフレーム E =

(f,H )による引き戻しE−1dEは

E−1dE =

(
0 ϕ

ϕ̄ 0

)
⊕ H −1dH , H −1dH =

1

2

(
iρ Hϕ+ hϕ

−Hϕ̄− hϕ −iρ

)
(10.1)

と表せる．

Proof. E−1dEを計算するために，E(3)を

E(3) =

{(
1 0

b A

)∣∣∣∣b ∈ E3, A ∈ SO(3)

}
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とし，E3 ⋊ SU(2)を

E = (f,H ) ∈ E3 ⋊ SU(2) ↔ E =

(
1 0

f ±H

)
∈ E(3)

のように同一視する．ただしH を

H ∈ SU(2) ↔ ±H ∈ SO(3)

と同一視している．E−1 ∈ E(3)は

E−1 =

(
1 0

±H −1f ±H −1

)
であるから，

E−1dE =

(
1 0

±H −1f ±H −1

)(
0 0

df ±dH

)
=

(
0 0

±H −1df H −1dH

)
が成立する．よってH −1 ∈ SU(2)の df ∈ E3への作用はH −1dfH であり，

E−1dE = H ∗dfH ⊕ H −1dH

が成立する．

H ∗dfH =H ∗(e1ω
1 + e2ω

2)H

=H ∗(H σ1H
∗ω1 + H σ2H

∗ω2)H

=σ1ω
1 + σ2ω

2

=

(
0 ϕ

ϕ̄ 0

)
より，示された．

10.3 gとHの満たす方程式

hや ρによらない f のフレームに関する方程式を得るために，adaptedフレーム Eの
SU(2)成分を取り除きたい．H = (0,H ) : M → E3 ⋊ SU(2)として，F = EH −1とお
く．F は

F = (f,H )(0,H −1) = (f, σ0) :M → E3 ⋊ SU(2)

と表せる．H −1dH = 0⊕ H −1dH が成り立つので，(10.1)から hや ρを取り除くこと
ができ，

F−1dF = df ⊕ 0 = H

(
0 ϕ

ϕ̄ 0

)
H ∗ ⊕ 0
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とかける．よって

α = H E12H
∗ϕ =

(
−g g2

−1 g

)
ω, g = P1 ◦ g :M → Ĉ

とおくと，

df = α + α∗ (10.2)

を得る．f に誘導される計量は I = ϕ · ϕ̄ = tr(αα∗) = (1 + |g|2)2ω · ω̄ である．

10.4 ωの表し方

命題 10.3. ([2], p892) ω = wdz, α = Adzとおき，f の単位法ベクトル場をN とすると，
f の平均曲率Hについて

H = 2e−2u⟨fzz̄, N⟩ = e−4u tr(Az̄[A,A
∗]) =

2gz̄
(1 + |g|2)2w̄

が成り立つ．これより，H ̸≡ 0である範囲で

ω = wdz =
2(ḡ)z

H(1 + |g|2)2
dz

と表される．

Proof. 命題 8.5のホップ微分Φの証明と同様に計算することで，

H = 2e−2u⟨fzz̄, N⟩ = e−4u tr(Az̄[A,A
∗]) = 2e−2ugzw

が分かり，e−2uw = 1
(1+|g|2)2w̄ より，

H =
2gz̄

(1 + |g|2)2w̄

を得る．これをwについて解くことで，

ω = wdz =
2(ḡ)z

H(1 + |g|2)2
dz

を得る．

10.5 GH方程式

(10.2)の可積分方程式より．Gauss写像に対する次の方程式が分かる：

H

(
gzz̄ −

2ḡ

1 + |g|2
gzgz̄

)
= Hzgz̄. (10.3)
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この式は generalized harmonic equation (GH方程式)と呼ばれる．実際に可積分方
程式を計算してGH方程式を求めてみる．可積分方程式 d(df) = 0より，

0 =dα + dα∗

=

(
−d(gω)− d(gω) d(g2ω)− dω

−dω + d(g2ω) d(gω) + d(gω)

)

=

(
−gz̄dz̄ ∧ ω − gdω − (ḡ)zdz ∧ ω̄ − ḡdω̄ 2ggz̄dz̄ ∧ ω + g2dω − dω

−dω + 2ḡ(ḡ)zdz ∧ ω̄ + g2dω̄ gz̄dz̄ ∧ ω + gdω + (ḡ)zdz ∧ ω̄ + ḡdω̄

)
を得る．よって

−gz̄dz̄ ∧ ω − gdω − (ḡ)zdz ∧ ω̄ − ḡdω̄ = 0 (10.4)

2ggz̄dz̄ ∧ ω + g2dω − dω = 0 (10.5)

を得る．(10.4)× g + (10.5)より，

ggz̄dz̄ ∧ ω − g(ḡ)zdz ∧ ω̄ − (|g|2 + 1)dω̄ = 0 ⇔ 4ggz̄(ḡ)z
H(1 + |g|2)2

= (1 + |g|2)dω̄

が成立する．これを計算することで，

H

(
gzz̄ −

2ḡ

1 + |g|2
gzgz̄

)
= Hzgz̄.

を得る．よってGH方程式 (10.3)が分かる．

補足 10.4. 定理 8.16を思い出すと，(8.24)の式に c = 0を代入して整理すると，GH方
程式と一致する．図形的に説明をすると，これは断面曲率−c2 (c > 0)の 3次元双曲空間
H3(−c2)を c = 0に近づけると，H3(−c2)がだんだんと平らになって Tσ0H3と同一視でき
る．つまり，E3と同一視できることから分かる．

補足 10.5. ([2], p892) Hが 0でない定数のとき，ω ̸= 0であることから，g :M → (S2, g0)

は非正則なことがわかり，GH方程式から，gが調和写像であることがわかる．H ≡ 0の
とき，g :M → S2は調和写像であることが知られているから，ω = wdzはM上の正則な
1次微分形式であると分かる．

10.6 Kenmotsu表現公式

ここまでの議論の逆が成り立ち，これをKenmotsu表現公式という．

定理 10.6. (Kenmotsu表現公式)([2], p892) M を単連結なリーマン面，基準点を z0 ∈M

とする．滑らかな関数H : M → Rを与える．ただしH ̸≡ 0とする．このH に対して，
滑らかな写像 ν :M → (Ĉ, g0)を非正則で，GH方程式をみたすものとする．つまり，

H

(
νzz̄ −

2ν̄

1 + |ν|2
νzνz̄

)
= Hzνz̄
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をみたすものとする．M 上の滑らかな 1次微分形式 ωを

ω =
2(ν̄)z

H(1 + |ν|2)2
dz

で定める．M 上の sl(2,C)値の 1次形式 αを

α =

(
−ν ν2

−1 ν

)
ω

とおく．このとき，f(z0) = 0かつdf = α+α∗を満たす滑らかな写像f :M → i·su(2) ∼= E3

が一意的に存在する．{w ∈ M | ω(w) = 0}を除いた範囲で，f : M → H3は共形はめ込
みであり，その平均曲率はH，Gauss写像は g = P−1

1 ◦ ν : M → S2で与えられる．さら
に f によりM に誘導される計量 Iとホップ微分Φと f のGauss曲率Kは

I = (1 + |ν|2)2ω · ω̄, Φ = 2νzω · dz, K = H2

(
1− |νz|2

|νz̄|2

)
である．
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