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abstract

If a Riemann surface is packable, i.e., filled by some circle packing, we can

determine its conformal structure only by combinatorial data and their radii.

G. B. Williams [11] proved that any noncompact Riemann surface of finite

type is packable. In this paper, we prove that any Riemann surface of infinite

type is packable.
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1 Introduction

circle packingとは内部で交わらない円の局所有限な集まりであり, circle packing

による曲面の充填は離散的な接グラフのデータから曲面の等角構造を決定できると

いう特徴をもつ. これによって circle packingから測地線三角形の貼り合わせによる

リーマン面の実現が得られ, 各三角形上の擬等角写像を貼り合わせて大域的な擬等

角写像を構成する, といったことができる.

リーマン面上の circle packingが与えられたとき, その中心を頂点とし, 接する 2

つの円の中心を辺で結ぶことで, リーマン面のグラフを考えることができる. Koebe,

Andreev, Thurstonらは, 逆に閉リーマン面の三角形分割が任意に与えられたとき,
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あるリーマン面及びある circle packingによって実現される, ということを示してい

る. 証明は [2]などを参照. これ以後タイヒミュラー空間内において circle packing

point, すなわちある circle packingによって覆われるリーマン面がどの程度存在する

か, という研究が行われていた.

P. L. BowersとK. Stephensonは [4], [5]において, 有限型リーマン面のタイヒミュ

ラー空間において circle packing point全体が稠密であることを示している. これは

任意のリーマン面を circle packingで覆われるリーマン面で近似する, という方法を

取っており, 特に種数 g(≥ 2)の閉リーマン面の場合には circle packing point全体が

可算な真部分集合になっていることを示している.

更に, G. B. Williamsは [11]において, 任意の有限型開リーマン面そのものについ

て, circle packingで覆うことができることを示している. 一般に, 有界な領域を充填

するような circle packingは必ずしも存在しない. この議論の核となっているのは,

リーマン面を有界な範囲から充填していき, 充填できないような部分を理想境界に

押し付けていくことでリーマン面全体を覆う, という手法である.

本論文ではこの議論を拡張することで,任意の無限型リーマン面がある circle pack-

ingによって覆われることを示した. 無限型リーマン面がパンツ分解可能な場合に

は, あるパンツから始めて隣のパンツ, 隣のパンツ, · · · と circle packingを広げてい

くことで, Williamsの方法と同じようにリーマン面全体を覆う circle packingが構成

できる. しかし一般にはパンツ分解可能ではなく, 分解に “半円板”が残ってしまう

場合がある. このとき, パンツから始めて circle packingを構成しても半円板に circle

packingが到達しない. そこで, 半円板を覆う circle packingも同時に構成していく

ことで, リーマン面全体を覆う circle packingを構成する.

本論文の構成について. 2節では, 双曲三角形や双曲四角形に関する諸定理を用意

する. 3節では, [4]によって示された, 閉リーマン面のタイヒミュラー空間における

circle packing pointの稠密性の証明を記述している. 4節では, [11]で示された, 任意

の有限型開リーマン面を覆う circle packingの構成を記述し, それを無限型リーマン

面にまで拡張する方法を示した.

謝辞

本論文の執筆に当たり, 指導教員として懇切丁寧に指導して頂いた川平友規先生

に深く感謝申し上げます.
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2 双曲三角形と双曲四角形

D := {z ∈ C |z| < 1}上の計量 dsDを

dsD =
2|dz|

1− |z|2

によって定義し, dsDから定まるD上の距離をρDと書く. 同様に, H = {z ∈ C Im z > 0}
上の計量 dsHを

dsH =
|dz|
Im z

によって定義し, dsHから定まるH上の距離を ρHと書く. 以下特に断りが無い限り,

D,Hにはそれぞれこれらの距離が入っているとする.

4つの円C1, C2, C3, C4 = C1 ⊂ Dについて, CkとCk+1が 1点で接し, それ以外の

円は共通部分をもたないとする. このとき

D\

(
3⋃

k=1

Ck

)

は, Dを 2つの連結成分に分ける. このうち相対コンパクトな連結成分を, 3-隙間と

いう. 同様に, 4つの円で囲まれた相対コンパクト領域を 4-隙間という.

2.1節では, 双曲三角形についていくつかの基本的な定理を用意する. なお, 特に

断りがなく単に三角形といった場合には双曲三角形を表す.

2.2節では, 4-隙間に対して連続かつ狭義単調増加に定まるBrooksパラメーターと

いう実数を定義し, これによって 4-隙間が有限個の 3-隙間に分けられるための条件

を考察する. 一般に, 任意の 4-隙間は無限個の円を追加することで 3-隙間に分ける

ことができる. しかし, circle packingと三角形分割の対応を考える場合, 無限個の円

を追加すると局所有限性が崩れてしまい, 三角形分割との対応が得られない. ここで

はBrooksパラメーターに関する議論を行うことで, 4-隙間を十分小さく変形させる

ことで有限個の 3-隙間に分けられるような 4-隙間が得られる, ということを示して

いる.

2.1 双曲三角形に関する諸定理

命題 2.1.1 ([4], Section 2). a, b, c ∈ (0,∞]を任意に固定したとき, 各辺の長さが

a+ b, b+ c, c+ aであるような三角形が存在する. 更にこの三角形は, 自己等長写像

によって移りあうものを除いて一意に定まる. これを T (a, b, c)と書く.

証明. 存在は, 半径 a, b, cであるような円で 3-隙間を構成し, 中心を結ぶことで得ら

れる三角形を考えることで従う (図 1). 一意性は明らかである.
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図 1: T (a, b, c)の存在

命題 2.1.2 ([1], Theorem 7.13.1). 三角形 T を任意に固定し, 内角をそれぞれ α, β, γ

とする. このとき三角形の面積は π − (α + β + γ)で与えられる.

証明. Hにおいて考える. α = β = γ = 0ならば, 適当な等長変換によって

T = {z ∈ H |z| > 1,−1 < Re z < 1}

であるとしてよいので

|T | =
∫∫

T

dxdy

(Im z)2
=

∫ 1

−1

(∫ ∞

√
1−x2

dy

y2

)
dx = π

一般の a, b, c ∈ (0,∞]に対しても, 同様に求められる.

三角形 T (a, b, c)について, 半径 aの円に対応する頂点を va, vaにおける内角の大

きさを αと書く. 同様に, 頂点 vbに対応する内角の大きさを β, 頂点 vcに対応する

内角の大きさを γと書く.

定理 2.1.3 ([4], Lemma 2.2). b, c ∈ (0,∞]を固定し, a ∈ (0,∞]のみを動かしたとき,

(1) α = α(a)は狭義単調減少な連続関数であり, α(∞) = 0かつ α → π(a → 0)を

満たす.

(2) β = β(a)は単調増加な連続関数であり,特に b < ∞ならば狭義単調増加である.

(3) 面積 |T |は狭義単調増加な連続関数である.

証明. (1)b, c < ∞のとき. 双曲線関数に関する余弦定理から

cosα =
cosh (a+ b) cosh (a+ c)− cosh (b+ c)

sinh (a+ b) sinh (a+ c)

ここに

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
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を代入して,

cosα =
(e2a+2b + 1)(e2a+2c + 1)− 2e2a(e2b+2c + 1)

(e2a+2b − 1)(e2a+2c − 1)

よって e2a = A, e2b = B, e2c = Cとおけば

cosα =
(AB + 1)(AC + 1)− 2A(BC + 1)

(AB − 1)(AC − 1)

これをAに関して微分すると,

d

dA
cosα =

2(B − 1)(C − 1)(BCA2 − 1)

(BA− 1)2(CA− 1)2

a, b, c > 0よりA,B,C > 1なのでこれは常に正, すなわち cosαはAに関して狭義

単調増加であることが従う. よって αは aに関して狭義単調減少である.

また, a → 0としたときA → 1より

cosα → (B + 1)(C + 1)− 2(BC + 1)

(B − 1)(C − 1)
= −1

よって α → πがいえた. また, a → ∞としたときA → ∞より

cosα → BC

BC
= 1

よって α → 0であり, これにより a = ∞における連続性も従う.

b = ∞かつ c < ∞のとき, 同じく余弦定理から

cosα =
A(AC + 1)− 2AC

A(AC − 1)

と書けるため従う. b < ∞かつ c = ∞の場合も同様. b = c = ∞のとき, これも余

弦定理から

cosα =
A− 2

A

と書けるため従う. 以上により示された.

(2)b < ∞のとき.

cos β =
(AB + 1)(BC + 1)− 2B(AC + 1)

(AB − 1)(BC − 1)

をAに関して微分すると,

d

dA
cos β =

2B(1−BC)(1−B)(1− C)

(AB − 1)2(BC − 1)2

A,B,C > 1より微分は常に負, すなわち cos βは狭義単調減少である. よって βも

狭義単調増加である. b = ∞のとき β ≡ 0よりこれは広義単調増加である.

(3) a < a′ならば (2)より T (a, b, c) ⊊ T (a′, b, c)が成立するので従う.
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系 2.1.4 ([4], Lemma 2.4). 0 < λ < Λ < ∞及び ε > 0を任意に取ったときある

δ > 0が存在して, 任意の (a, b, c) ∈ [λ,Λ]3に対して

|T (a+ ε, b, c)| − |T (a, b, c)| > δ

が成立する.

証明. |T (a+ ε, b, c)| − |T (a, b, c)|はコンパクト集合 [λ,Λ]3上の連続関数より最小値

が存在する. 更に定理の (3)より最小値は非負である. よって結論を得る.

定理 2.1.5 ([4], Lemma 2.3). a, b, c ∈ (0,∞)及び ζ ∈ (0,∞]に対して

T := T (a, b, c), ζT := T (ζa, ζb, ζc)

とする. 更に ζTの内角について, ζa, ζb, ζcに対応するものをそれぞれα(ζ), β(ζ), γ(ζ)

とする. このとき α, β, γは ζに関して狭義単調減少な連続関数である.

証明. x ∈ D ∩ R>0に対して

ρD(0, x) = log
1 + x

1− x
⇐⇒ x =

eρD(0,x) − 1

eρD(0,x) + 1

であることに注意する. ρD(0, x) = rを満たすような x ∈ D ∩ R>0を xrと書く.

T について, aに対応する円を Ca, その中心を vaと書く. 同様に, bに対応するも

のをCb及び vb, cに対応するものをCc及び vcと書く. 適当な等長変換を考えること

によって va = 0, vb = xa+b, 及び vc ∈ D ∩Hを満たすとしてよい.

まず, ζ ∈ (0, 1)を任意に固定し, α < α(ζ)であることを示す. r ∈ (0,∞)に対して

λr ∈ Rを以下で定義する.

λr :=
xζr

xr

このとき λrは r ∈ (0,∞)に関して狭義単調増加である. 実際

λr =
xζr

xr

=
eζr − 1

eζr + 1
· e

r + 1

er − 1

より,

d

dr
λr = 2eζr+r ζe

r − eζr − ζe−r + e−ζr

(eζr + 1)2(er − 1)2

これの分子を f(r)とすれば,

f ′(r) = ζer − ζeζr + ζe−r − ζe−ζr > 0

すなわち f は単調増加なので,

d

dr
λr = 2eζr+r f(r)

(eζr + 1)2(er − 1)2
> 2eζr+r f(0)

(eζr + 1)2(er − 1)2
= 0
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図 2: T（上段）と λa(T )（中段）と ζT（下段）

よって λrは r ∈ (0,∞)に関して狭義単調増加であることが従う.

今, aに対して相似変換C 3 z 7→ λaz ∈ Cを考えると, λa(Ca) = Cζaが成立する. 3

つの円 λa(Ca), λa(Cb), λa(Cc) ⊂ Dによって得られる双曲三角形を λa(T )と書く (図

2). λaは相似変換より, λa(T )の aに対応する内角の大きさは αであることに注意

する.

λa(T )と ζT について. λa(Cb)を双曲距離に関する円とみなしたとき,

(λa(Cb)の半径) < (Cζbの半径)

が成立する. 実際, λa(Cb)と実軸との共通部分は xζa及び λa(xa+2b)であり, Cζbと実

軸との共通部分は xζa及び xζa+2ζbであることから,

λa(xa+2b) < xζa+2ζb

であることを示せばよい. これは λrの単調増加性より従う. 同様に,

(λa(Cc)の半径) < (Cζcの半径)
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が成立する. これと定理 2.1.3の (2)より α < α(ζ)が従う.

さて, ζ1, ζ2 ∈ (0,∞), ζ1 < ζ2を任意に固定する. このとき

α(ζ2) = (T (ζ2a, ζ2b, ζ2c)の ζ2aに対応する内角の大きさ)

α(ζ1) =

(
ζ1
ζ2
T (ζ2a, ζ2b, ζ2c)の ζ2aに対応する内角の大きさ

)
と書ける. これと α < α(ζ)(ζ ∈ (0, 1))が成り立つことを合わせて, α(ζ1) > α(ζ2)が

従う. すなわち α(ζ)は ζ ∈ (0,∞)に関して狭義単調減少であることが従う. α(ζ)の

連続性は定理 2.1.3の (1), (2)より従う. β, γについても同様に示される.

定理 2.1.6 ([3], Section 3). {(an, bn, cn)}n∈N ⊂ R3
>0を (a, b, c) ∈ (0,∞)3に収束する

点列とする. また, T := T (a, b, c), Tn := T (an, bn, cn)に対して, fn : ∂T → ∂Tnを次

を満たす同相写像とする.

(i) a, b, cに対応する頂点を, an, bn, cnに対応する頂点へ移す.

(ii) 長さ a+ b, b+ c, c+ aの辺を, 長さ an + bn, bn + cn, cn + anの辺へ移す.

(iii) f は各辺上で piecewise linear, すなわち, 長さ a+ bの辺を t : 1− tに内分する

点は, 長さ an + bnの辺を t : 1− tに内分する点に移す. 長さ b+ c, c+ aの辺に

ついても同様.

このときある擬等角写像 Fn : T → Tnが存在して, Fnは ∂T 上で f と一致し, かつ

‖µFn‖∞ → 0(n → ∞)を満たす. ただし, 擬等角写像については 3節を参照.

証明の概略. T ⊂ Dであるとし, 適当な等長変換によって T の内心は原点であると

する. T の各辺を双曲距離に関して 2n等分するような 3 · 2n個の点を取る. そして,

T の内心と 3 · 2n−1個の点を結ぶことで, T は 3 · 2n−1個の双曲三角形に分けられる.

各双曲三角形について, 頂点が一致するようなユークリッド三角形を考えると,

n ∈ Nが十分大きいとき, これらの三角形は十分等角に近いような擬等角写像で互

いに移り合う.

今, T 及び Tnを 3 · 2n個の双曲三角形に分け, 対応する双曲三角形を考える. nが

十分大きいとき, これらの双曲三角形から得られるユークリッド三角形は, 十分等角

に近いアフィン変換で移り合う.

よって 3 · 2n個の三角形それぞれについて, 十分等角に近い擬等角写像が構成でき

る. これらを貼り合わせることで, Fnを得る (図 3).

2.2 双曲四角形とBrooksパラメーター

4-隙間を成すような円 C1, C2, C3, C4 ⊂ Hを任意に固定する. このとき, C1, C2に

接し 4-隙間に含まれるような円のうち, 半径が最大であるような円Cが一意に存在
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q.c. affine q.c.

図 3: n = 3の場合

図 4: 水平かつ垂直な円 図 5: 真に水平な円 図 6: 真に垂直な円

する. この C は C3, C4の少なくとも一方に接する. C3に接するとき C は水平であ

るといい, C4に接するとき C は垂直であるという. 更に, 水平であって垂直でない

円を真に水平な円 (図 5)といい, 垂直であって水平でない円を真に垂直な円 (図 6)と

いう.

Cが水平かつ垂直であるとき, 4-隙間はCによって 4つの 3-隙間に分けられる. C

が垂直, 水平のいずれか一方のみであるとき, C1, C2, C3, C4及び C は 2つの 3-隙間

と 1つの 4-隙間を成す.

Cが真に水平であるとき, C1, C, C3, C4によって作られる 4-隙間について, C1, Cに

接し 4-隙間に含まれるような円のうち半径が最大であるようなものを考えれば, 再

びこの円について水平, 垂直を定義することができる. 同様に, Cが真に垂直である

とき, C,C2, C3, C4によって作られる 4-隙間について水平, 垂直の少なくとも一方を

満たすような円が一意に定まる.

以上の考察から, 次のような整数列 n1, n2, · · · (有限列の場合もあれば無限列の場
合もある)が C1, C2, C3, C4に対して一意に定義できる. まず, C1, C2, C3, C4に対し

て水平な円が取れない場合は n1 = 0とする. 水平な円が取れる場合は, 水平な円に

よって新たに得られる 4-隙間に対して再び円を加える, という操作を水平な円が取

れなくなるまで繰り返し, これによって加えられた円の個数を n1 ∈ Nとする. 最後

の円, すなわち n1番目の円が水平かつ垂直な場合は列を n1のみで定義し, 真に水平
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図 7: Brooksパラメーター

な場合は n2を次のように定義する.

n1番目の円は水平に取れる最後の円であったので, 次に追加される円は真に垂直

である. これによって得られる新たな 4-隙間に垂直な円を追加する, という操作を垂

直な円が取れなくなるまで繰り返し, その個数を n2 ∈ Nとする. 最後の円, すなわ

ち n1 + n2番目の円が水平かつ垂直の場合は列を n1, n2で定義する. 真に垂直な場合

は, n1と同様に水平な円を追加していき, その個数を n3 ∈ Nとする.

以下同様に, 円を水平, 垂直, 水平, · · · と追加していき, その個数を n1, n2, n3, · · ·
とする. 水平かつ垂直な円が取れれば列は有限列であり, そのような円が取れなけれ

ば列は無限列になる. 例えば, 図 7の場合には

n1 = 2, n2 = 2, n3 = 1, n4 = 1, n5 = 2

である.

以上により, C1, C2, C3, C4から定まる列 n1 ∈ N ∪ {0}, n2, n3, · · · ∈ Nが定義でき
た. これに対してBrooksパラメーターを定義するが, その前に連分数に関する次の

命題を用意する.

命題 2.2.1 ([9], Appendix C). 自然数列 {nN}∞N=1 ⊂ Nに対して βN ∈ Rを次で定義
する.

βN := n1 +
1

n2 +
1

. . .
...

nN−2 +
1

nN−1 +
1

nN

このとき {βN}N∈Nは収束列である.

証明. まず, {rN}N∈N ⊂ R>0に対してpN = pN(r1, · · · , rN), qN = qN(r1, · · · , rN) ∈ R

10



を次の漸化式によって定義する.

p0 = 0, p1 = 1, pN = rNpN−1 + pN−2 (N ≥ 2)

q0 = 1, q1 = r1, qN = rNqN−1 + qN−2 (N ≥ 2)

このとき任意のN ∈ N及び任意の r1, · · · , rN ∈ R>0対して,

αN := r1 +
1

r2 +
1

. . .
...

rN−2 +
1

rN−1 +
1

rN

によって定義される αN = αN(r1, · · · , rN)は αN = qN/pN を満たすことを, 数学的

帰納法によって示す. N = 1, 2の場合は明らかであり, N ≥ 3については

αN(r1, · · · , rN−2, rN−1, rN) = αN−1(r1, · · · , rN−2, rN−1 + 1/rN)

と書けることから,

αN(r1, · · · , rN−2, rN−1, rN)

= αN−1(r1, · · · , rN−2, R) (R := rN−1 + 1/rN)

=
qN−1(r1, · · · , rN−2, R)

pN−1(r1, · · · , rN−2, R)
(帰納法の仮定)

=
RqN−2(r1, · · · , rN−2) + qN−3(r1, · · · , rN−3)

RpN−2(r1, · · · , rN−2) + pN−3(r1, · · · , rN−3)
(漸化式)

ここでこの式の分子は,

RqN−2 + qN−3

=

(
rN−1 +

1

rN

)
qN−2 + qN−3 (Rの定義)

= rN−1qN−2 + qN−3 +
qN−2

rN

= qN−1 +
qN−2

rN
(漸化式)

=
rNqN−1 + qN−2

rN

=
qN(r1, · · · , rN)

rN
(漸化式)

と計算できる. 分母も同様に計算できるので,

αN(r1, · · · , rN)

=
RqN−2(r1, · · · , rN−2) + qN−3(r1, · · · , rN−3)

RpN−2(r1, · · · , rN−2) + pN−3(r1, · · · , rN−3)

=
qN(r1, · · · , rN)
pN(r1, · · · , rN)

11



よって示された. 特に, βN についても

βN =
qN(n1, · · · , nN)

pN(n1, · · · , nN)

と書ける.

以下では, 変数を省略して pN = pN(n1, · · · , nN), qN = qN(n1, · · · , nN)と書く. 漸

化式より (
pN qN

pN+1 qN+1

)
=

(
0 1

1 nN

)(
pN−1 qN−1

pN qN

)
と書けるので, 帰納的に(

pN qN

pN+1 qN+1

)
=

(
0 1

1 nN

)(
0 1

1 nN−1

)
· · ·

(
0 1

1 n1

)(
p0 q0

p1 q1

)

と書ける. 両辺の行列式を考えることで,

pNqN+1 − pN+1qN = (−1)N(p0q1 − p1q0) = (−1)N+1

よって任意のN ∈ Nに対して,

|βN+1 − βN | =
∣∣∣∣pNqN+1 − pN+1qN

pNpN+1

∣∣∣∣ = 1

pNpN+1

が従う. 各nNは自然数であったので, 漸化式より pNの発散速度はフィボナッチ数列

1√
5


(
1 +

√
5

2

)N

−

(
1−

√
5

2

)N


の発散速度以上である. よって {βN}N∈Nはコーシー列でありすなわち収束列であ

る.

定義. (Brooksパラメーター) C1, C2, C3, C4に対して上記の操作を行うことで得ら

れる整数列 n1, n2, n3, · · · に対して, Brooksパラメーター βを以下で定義する.

整数列が有限列 n1, n2, · · · , nN ならば

β := n1 +
1

n2 +
1

. . .
...

nN−2 +
1

nN−1 +
1

nN

整数列が無限列ならば, 命題 2.2.1の記号を用いて

β := lim
N→∞

βN

12



Brooksパラメーターは 4-隙間に対して定まるのではなく, 順番のついた 4つの円

C1, C2, C3, C4に対して定まるパラメーターであることに注意する.

命題 2.2.2 ([4], Section3). Brooksパラメーター βについて,

(1) βに対してn1, n2, · · · は一意に定まる. すなわち, n1, n2 · · · ,とm1,m2 · · · ,が同
じ βを定めるならば, n1 = m1, n2 = m2, · · · が成立する.

(2) βが有理数となるための必要十分条件は, n1, n2, · · · が有限列となることである.

証明. (1) n1, n2, · · · から定まる Brooksパラメーターを β1, m1,m2, · · · から定まる
Brooksパラメーターを β2とおく. 仮定より β1 = β2である.

β1の定義より, n1はβ1の整数部分である. 同様にm1はβ2の整数部分より, n1 = m1

が成立する. 次に, n2は 1/(β1 − n1)の整数部分であり, m2は 1/(β2 −m1)の整数部

分である. よって n2 = m2が成立する. 以下同様に, 任意のN に関して nN = mN が

成立するため, 結論を得る*1.

(2) n1, n2, · · · が有限列ならば βが有理数となることは明らかなので, 逆を示す. β

が有理数のとき. βは互いに素な自然数 p, qによって

β =
q

p

と書ける. p, qは互いに素より, ユークリッドの互除法から次を満たすようなN ∈ N
及び n1, · · · , nN ∈ N ∪ {0}, m1, · · · ,mN−2 ∈ Nが存在する.

p = q × n1 +m1 ⇐⇒ p

q
= n1 +

m1

q

q = m1 × n2 +m2 ⇐⇒ q

m1

= n2 +
m2

m1

m1 = m2 × n3 +m3 ⇐⇒ m1

m2

= n3 +
m3

m2

...
...

...

mN−3 = mN−2 × nN−1 + 1 ⇐⇒ mN−3

mN−2

= nN−1 +
1

mN−1

mN−2 = 1× nN ⇐⇒ mN−2

1
= nN

*1一般の連分数についてこれは成り立たない. 例えば列 1, 3と列 1, 2, 1は

1 +
1

3
= 1 +

1

2 +
1

1

のように同じ数を定める. 今回の場合, 有限列かつ末項が 1, は起こり得ないため一意性が保たれる.
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図 8: λ = λ0及び λ = ∞ 図 9: 一次分数変換 g

これらを用いることで

p

q
= n1 +

1

n2 +
1

. . .
...

nN−2 +
1

nN−1 +
1

nN

と書けるので, βが有理数ならば βを定めるのは有限列 n1, · · · , nN である.

この命題より, 4-隙間を任意に固定したときその 4-隙間が有限個の 3-隙間に分け

られるための十分条件のひとつは, Brooksパラメーターが有理数であるということ

が分かった. 次に, Brooksパラメーターが有理数であるような 4-隙間がどの程度存

在するかを考察する.

C1, C2, C3を固定して, C4を C1及び C3に接するように動かすことを考える. C2

と C4の中心の距離を λとすれば, λの下限 λ0は C2と C4が接するときに実現され

る. λの上限は∞でありこれはC4の半径が∞, すなわちC4と ∂Dが接するときに
実現される (図 8).

すなわち, C1, C2, C3及び λ ∈ (λ0,∞)によって円 C4 = C4,λ及び 4-隙間 Iλが定

まる.

C1, C2, C3, C4,λはD内 (あるいはH内)の円なので, Aut(Ĉ)の円円対応から次のよ
うな一次分数変換 gが存在する (図 9); ある 0 < r < 1に対して

g(C1) = {z ∈ C |z| > 1}

g(C3) = {z ∈ C |z| ≤ r}

g(C2) ∩ g(C1) = {−1}

14



このとき g(C4,λ) ∩ g(C1) = {ei(π−θ(λ))}を満たすような θ = θ(λ) ∈ (0, 2π)が定まる.

この対応 λ 7→ θは明らかに狭義単調増加かつ連続である. また, Aut(Ĉ)の円円対応
より, g(Iλ)に対してもBrooksパラメーターを考えることは可能であり, これは Iλの

Brooksパラメーターと一致する.

補題 2.2.3 ([6], Section 2). IλのBrooksパラメーターは, λに関して連続である.

証明. g(Iλ)のBrooksパラメーターを βθと書く. λ 7→ θは連続であったので, θ 7→ βθ

が連続であることを示す.

θを任意に固定する. βθが無理数のとき.

βθ = n1 +
1

n2 +
1

n3 + · · ·

であるとする. Brooksパラメーターの定義のために構成した無限個の円について,

それぞれの中心及び半径は θに関して連続的に変化する. よって任意のN ∈ Nに対
してある δ > 0が存在して, |θ − θ′| < δならば

βθ′ = m1 +
1

m2 +
1

m3 + · · ·

, mk = nk (k < N)

が成立する. 命題 2.2.1より, N を大きくしていけば βθと βθ′の差はいくらでも小さ

くできるので, θにおける βθの連続性が従う.

βθが有理数のとき.

βθ = n1 +
1

n2 +
1

. . .
...

nN−1 +
1

nN

であるとする. θに十分近い θ′を任意に固定して,

βθ′ = m1 +
1

m2 +
1

m3 + · · ·

であるとする. θと θ′ の差が十分小さいとき, n1 + · · · + nN − 1個目までの円に

ついて, 水平な円は水平のまま, 垂直な円は垂直なままであるとしてよい. ここで,

n1 + · · ·+ nN 番目の円をCθと書くとき, Cθは水平かつ垂直である. 以下ではCθ′の

水平, 垂直それぞれの場合について考える.

Cθ′が水平かつ垂直の場合, βθ = βθ′が成立する.

Cθ′ が真に垂直な場合. n1 + · · · + nN − 1個目の円, すなわち Cθ′ の 1つ前の円を

Dとする. Cθ′は真に垂直より d(Cθ′ , g(C3)) > 0が成立するが, Cθ′の変化は θに関し

15



図 10: Cが真に垂直かつDが水平の場合

図 11: Cが真に垂直かつDが垂直の場合

て連続的なため, θ′を θに近づけることで d(Cθ′ , g(C3))はいくらでも小さくできる.

よって, 任意の k ∈ Nに対してある δ > 0が存在して, |θ − θ′| < δならば

D: 水平 (図 10) =⇒ mi



= ni (i = 1, · · · , N − 1)

= nN − 1 (i = N)

= 1 (i = N + 1)

> k (i = N + 2)

(2.1)

D: 垂直 (図 11) =⇒ mi

= ni (i = 1, · · · , N)

> k (i = N + 1)
(2.2)

が成立する. これより βθと βθ′の差はいくらでも小さくできることがいえた.

同様に, Cθ′が真に水平な場合, d(Cθ′ , g(C4)) > 0はいくらでも小さくできる. よっ

て,任意の k ∈ Nに対してある δ > 0が存在して, |θ−θ′| < δならば, Dが水平 (図 12)

のとき (2.2)の場合に帰着され, Dが垂直 (図 13)のとき (2.1)の場合に帰着される.

以上により, βθが無理数の場合にも θにおける βθの連続性が確かめられた. よっ

て βθは θに関して連続である.

補題 2.2.4 ([6], Lemma 3.1). IλのBrooksパラメーターは, λに関して広義単調増加

である.
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図 12: Cが真に水平かつDが水平の場合

図 13: Cが真に水平かつDが垂直の場合

証明. 同じく, θ 7→ βθが広義単調増加であることを示す.

(I)βθの大小関係について. θ, θ′が

βθ = n1 +
1

n2 +
1

n3 + · · ·

, βθ′ = m1 +
1

m2 +
1

m3 + · · ·

かつ

nk = mk (k < N), nN < mN (2.3)

を満たすとする. このとき

nN +
1

nN+1 + · · ·
< nN + 1 ≤ mN ≤ mN +

1

mN+1 + · · ·

すなわち

nN +
1

nN+1 + · · ·
< mN +

1

mN+1 + · · ·
が成立する. また, nN−1 = mN−1より

nN−1 +
1

nN +
1

nN+1 + · · ·

> mN−1 +
1

mN +
1

mN+1 + · · ·
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が成立する. 更に nN−2 = mN−2より

nN−2 +
1

nN−1 +
1

nN +
1

nN+1 + · · ·

< mN−2 +
1

mN−1 +
1

mN +
1

mN+1 + · · ·

が成立する. 以下同様に繰り返すことで, (2.3)の条件の下で

N が偶数 ⇐⇒ βθ > βθ′ , N が奇数 ⇐⇒ βθ < βθ′

となることが分かる.

(II) 関数 Sθ
k. βθ に対応する円のうち k 番目のものを Cθ

k と書く. すなわち円

Cθ
1 , · · · , Cθ

n1
が水平であり, 円 Cθ

n1+1, · · · , Cθ
n1+n2

が垂直であり, · · · となっている.

更に Sθ
kを

Sθ
k =


1 (Cθ

k が真に水平)

0 (Cθ
k が水平かつ垂直)

−1 (Cθ
k が真に垂直)

と定義する. (2.3)の条件の下では,

Sθ
1 = Sθ′

1

Sθ
2 = Sθ′

2

...

Sθ
n1+···+nN−1 = Sθ′

n1+···+nN−1

が成立している.

N が偶数のとき. Sθ
n1+···+nN

= 0ならば, Cθ
n1+···+nN−1は真に垂直でありCθ

n1+···+nN

は水平かつ垂直である. これと nN < mN を合わせると, Cθ′
n1+···+nN

は真に垂直と分

かるので

Sθ
n1+···+nN

= 0 > Sθ′

n1+···+nN
= −1

が従う. また, Sθ
n1+···+nN

6= 0ならば, Cθ
n1+···+nN

は真に垂直かつ Cθ
n1+···+nN+1は真に

水平である. 一方, nN < mN より Cθ′
n1+···+nN

は真に水平かつ Cθ′
n1+···+nN+1は垂直な

ので,

Sθ
n1+···+nN

= Sθ′

n1+···+nN
= −1

{0, 1} 3 Sθ
n1+···+nN+1 > Sθ′

n1+···+nN+1 = −1

が成立する.

同様に, N が奇数かつ Sθ
n1+···+nN

= 0ならば

Sθ
n1+···+nN

= 0 < Sθ′

n1+···+nN
= 1

18



であり, N が奇数かつ Sθ
n1+···+nN

6= 0ならば

Sθ
n1+···+nN

= Sθ′

n1+···+nN
= 1

Sθ
n1+···+nN+1 = −1 < Sθ′

n1+···+nN+1 ∈ {0, 1}

が成立する.

以上の議論から, θ, θ′について βθ < βθ′が成り立つための必要十分条件は,

Sθ
k = Sθ′

k (k = 1, · · · , k0 − 1), Sθ
k0

6= Sθ′

k0
(2.4)

が成り立つような k0 ∈ Nに対して Sθ
k0

< Sθ′

k0
が成立することと分かる. よって, βθ

が広義単調増加であることを示すためには, 任意の θ < θ′について, (2.4)を満たす

ような k0 ∈ Nが存在すれば Sθ
k0

< Sθ′

k0
が成立することを示せばよい (そのような k0

の存在は, 補題 2.2.5で示す). 以下ではそのような k0が存在すると仮定する.

ここで次のようなRθ
k, B

θ
kを定義する. Sθ

k ≤ 0, すなわちCθ
k が垂直であるような k

に対して,

Rθ
k := |z|, z ∈ Cθ

k ∩ g(C4,θ)

Sθ
k = 1であるような kに対してはRθ

kは定義されない. また, Sθ
k ≥ 0, すなわち Cθ

k

が水平であるような kに対して,

Bθ
k := π − arg z, z ∈ Cθ

k ∩ g(C3)

Sθ
k = −1であるような kに対してはBθ

kは定義されない (図 14).

(III)Rθ
k, B

θ
kの単調性. 任意のCθ

kに対して, Cθ
kに “上”から接する円をCθ

k,top, “左”

から接する円をCθ
k,leftと書く. 例えば,

Cθ
1,top = C1, Cθ

1,left = C2

である.

また, (互いに素とは限らない)4つの円A,B,C,Dに対して, H\(A ∪ B ∪ C ∪D)

が相対コンパクト領域を成し, かつその領域から見て A,B,C,Dが正の順に並んで

いるとき, 相対コンパクト領域を [A,B,C,D]と書く.

さて, θ, θ′が θ < θ′を満たしかつ (2.4)を満たすような k0 ∈ Nが存在するとする.

このとき任意の k = n1 + 1, n1 + 2, · · · , k0 − 1に対して

(1) Sθ
k = 1ならば, Bθ

k > Bθ′

k かつ

[g(C3), g(C4,θ′), C
θ′

k,top, C
θ
k ] ⊊ [g(C3), g(C4,θ′), C

θ′

k,top, C
θ′

k ]

(2) Sθ
k = −1ならば, Rθ

k > Rθ′

k かつ

[g(C3), g(C4,θ), C
θ
k , C

θ
k,left] ⊋ [g(C3), g(C4,θ), C

θ′

k , C
θ
k,left]
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図 14: Rθ
kとBθ

k

が成立することを, kに関する帰納法で示す.

k = n1+1のとき. Sθ
k = Sθ′

k = −1であり, 対称性によりRθ
n1+1はw ∈ Cθ

n1
∩Cθ

n1+1

の大きさに一致する (図 15). 一方, θ < θ′より明らかに

(Cθ
n1+1の半径) < (Cθ′

n1+1の半径)

が成立する. これらを合わせてRθ
n1+1 > Rθ′

n1+1が従う. このとき包含関係

[g(C3), g(C4,θ), C
θ
n1+1, C

θ
n1
] ⊋ [g(C3), g(C4,θ), C

θ′

n1+1, C
θ
n1
]

が成り立つことも容易に分かる. よって (2)の成立がいえた. (1)は, 仮定 Sθ
n1+1 = 1

が偽なので真である.

一般の k = n1 + 1, n1 + 2, · · · , k0 − 1について. Sθ
k = 1の場合. 帰納法の仮定 (2)

をCθ
k,topに適用することで, Cθ

k とCθ′

k,topは内部で交わっている. よって, g(C3)と偏

角Bθ
kで接し, かつCθ′

k,topと接するような円Dkを考えると, これはCθ
k,leftとは交わら

ない. 更に帰納法の仮定 (1)をCθ
k,leftに適用することで, DkはCθ′

k,leftとも交わらない

ことが分かる. これよりCθ′

k はDkを反時計回りにスライドさせた円であることが分

かるので, Bθ
k > Bθ′

k が従う (図 16). また, この議論により (1)の包含関係が成立する

も分かるので, (1)の成立がいえた. (2)については仮定が偽なので真である.

Sθ
k = −1の場合. Cθ

k及びCθ
k,topを θ− θ′(< 0)だけ回転させると, これらは g(C4,θ′)

と接し, Cθ
k,leftとは交わらない. よってCθ

k,leftに対して帰納法の仮定 (1)を適用するこ

とで,回転させた 2つの円はCθ′

k,leftとも交わらない. そこで 2つの円について, g(C4,θ′)
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図 15: k = n1 + 1の場合

との接点は保ったまま Cθ′

k,leftに接するように拡大させる. このとき 2つの円は内部

で交わる. 2つの円のうち Cθ
k,topに対応する方について考えると, 帰納法の仮定 (2)

より, g(C4,θ′)及びCθ′

k,leftに接したまま下にスライドさせることでCθ′

k,topが得られる.

このことよりRθ
k > Rθ′

k であることが従う (図 17). 同様の議論から包含関係について

も分かるので, (2)がいえた. (1)については仮定が偽なので真である.

以上より, 任意の k = n1 + 1, n1 + 2, · · · , k0 − 1に対して (1), (2)が成立すること

がいえた.

(IV)この (1), (2)を用いて, k0に対して Sθ
k0

< Sθ′

k0
が成立することを示す.

Sθ
k0

= −1のとき. 仮定より Sθ
k0

6= Sθ′

k0
であり定義より Sθ′

k0
∈ {0,±1}なので, 明ら

かに Sθ
k0

< Sθ′

k0
が成立する.

Sθ
k0

= 0のとき. Cθ
k0
は g(C3)及び g(C4,θ), C

θ
k0,top

, Cθ
k0,left

と接している. このとき

Cθ
k0
は, g(C4,θ′)と離れ, Cθ′

k0,top
と交わり (帰納法の主張 (2)), Cθ′

k0,left
と離れている (帰

納法の主張 (1)). よってCθ′

k0
は, Cθ

k0
を縮小し g(C2)方向へスライドさせて得られる

円であることが分かる. このときCθ′

k0
は g(C4,θ′)と離れているので, Cθ′

k0
は水平, すな

わち Sθ′

k0
= 1が成立することが分かる. よって Sθ

k0
< Sθ′

k0
が示された.

Sθ
k0

= 1のとき. 上と同様の議論によりCθ′

k0
は真に水平, すなわちSθ

k0
= Sθ′

k0
= 1と

なり, これは仮定に反する. よって Sθ
k0

= 1は起こりえないことが分かる.

以上によりSθ
k0

< Sθ′

k0
が成立することがいえたので, βθは θに関して広義単調増加

であることが従う.

補題 2.2.5 ([6], Lemma 3.2). IλのBrooksパラメーターは, λに関して狭義単調増加

である.

証明. θ 7→ βθが狭義単調増加であることを示す. (2.4)よりこれは,任意の θ, θ′, θ < θ′

に対してある k0 ∈ Nが存在して, Sθ
k0

6= Sθ′

k0
が成り立つことを示せばよい.
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図 16: 帰納法: Sθ
k = 1の場合.

図 17: 帰納法: Sθ
k = −1の場合.

βθが有理数のとき.

βθ = n1 +
1

n2 +
1

. . .
...

nN−1 +
1

nN

に対して k := n1 + · · ·+ nN とする. このとき,

Sθ
1 = Sθ′

1

...

Sθ
k−1 = Sθ′

k−1

が成立すればSθ
k 6= Sθ′

k となることを示せば十分である. 実際, βθが有理数よりSθ
k = 0

であるが, これは上の補題の (IV)の議論に帰着される. よって βθ が有理数ならば

βθ < βθ′が従う.
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図 18: h(C1), h(C2), h(C3), h(C4)

βθが無理数のとき. Sθ
k0

6= Sθ′

k0
を満たすような k0が存在しない, すなわち任意の k

に対して Sθ
k = Sθ′

k が成立すると仮定する. このとき, 次が成立することを示す.

lim
k→∞
Sθ
k=1

Bθ
k = θ (2.5)

そうすれば Bθ
k → θ,Bθ′

k → θ′ と分かるが, これは θ < θ′ 及び上の補題で示した

Bθ
k > Bθ′

k に反する.

適当な一次分数変換 hを取ることで,

h(C2) ∩ h(C3) = 0

h(C3) = {z ∈ C Im z < 0}

h(C4) = {z ∈ C Im z > 1}

であるとしてよい (図 18). このとき, 4-隙間 Iλは実軸正の方向に無限に続く帯の形

をしており, 帯の下底に接する円は水平, 上底に接する円は垂直な円である. また, 水

平な円Cθ
kと下底との接点を bθk, 垂直な円Cθ

kと上底との接点を rθkとすれば, (2.5)は

lim
k→∞
Sθ
k=1

bθk = ∞ (2.6)

と同値である. 以下ではこれを示す.

無理数 βθ を定める無限列 {nN}n∈Nを取る. これに対して 2つの円 Cθ
n1
, Cθ

n1+1を

考えると, これらは互いに接し, Cθ
n1
は帯の下底に, Cθ

n1+1は帯の上底に接している.

よって少なくとも一方の半径は 1/4以上より, これらの面積の和は π/16以上である.

同様に, Cθ
n1+n2+n3

, Cθ
n1+n2+n3+1を考えると, それぞれは下底, 上底に接し, これらの

面積の和は π/16以上である. 以下同様に 2つの円

Cθ
n1+···+n2N+1

, Cθ
n1+···+n2N+1+1 (N ∈ N)
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の面積の和は π/16以上なので,∣∣∣∣∣⋃
n∈N

Cθ
n

∣∣∣∣∣ = ∑
n∈N

|Cθ
n|

≥
∑
N∈N

(|Cθ
n1+···+n2N+1

|+ |Cθ
n1+···+n2N+1+1|)

=
∑
N∈N

π

16
= ∞

これより{Cθ
n}n∈Nは帯内の非有界領域であることが分かるので,接点の列{bθk}k∈N,Sθ

k=1

も非有界と分かる. 単調増加性と合わせて (2.6)を得る.

以上 3つの補題により, λ ∈ (λ0,∞)に Brooksパラーメーターを対応させる対応

β = β(λ)は, 像への 1対 1対応を定めることがいえた.

4-隙間を定める 4つの円 C1, C2, C3, C4によって得られる双曲四角形の合同類は,

C1, C2, C3の半径R1, R2, R3, 双曲四角形のC2における内角 α, C2とC4の中心間距

離 λの 5つによって定まる. 更に上の定理より λとBrooksパラメーター βの間には

像への 1対 1対応が定まる. よってこのような双曲四角形を, 次の記号であらわす.

Q = Q(R1, R2, R3, α, β) (2.7)

ここで, R1, R2, R3及びαを固定して βのみを動かす場合を考える. 集合Bを次で

定義する.

B := {β ∈ R>0 Q(R1, R2, R3, α, β)は 4-隙間を定める }

λの定義域が開集合なので, Bも開集合である.

定理 2.2.6 ([4], Lemma 3.1). 任意の β ∈ B及び任意の ε > 0に対してある β0 ∈ B

が存在して, 以下が成立する.

(i) |β0 − β| < ε.

(ii) βによって定まるC4の半径をR4(β)としたとき, 0 < R4(β0)−R4(β) < ε.

(iii) β0は有理数. すなわち, 隙間に円を追加することで有限個の 3-隙間に分けるこ

とができる.

証明. (i)及び (iii)はλ 7→ βが連続かつ狭義単調増加より分かる. (ii)については, R4

が λに関して連続かつ極小値をもつことより分かる.

この節の最後に,定理2.1.5と同様の定理が,四角形に対しても成り立つことを示す.

4-隙間を成す円C1, C2, C3, C4から定まる四角形Qを任意に取る. Qには内部を通

る対角線が少なくとも 1つ存在し, それによってQを 2つの三角形 T1, T2に分けら
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れる. これらに対して各辺を ζ ∈ (0, 1)倍した三角形 ζT1, ζT2を考え, 再び対角線で

これらを貼り合わせたものを ζQと書く. 対角線が 2本取れる場合, ζQは対角線の

選び方に依存することに注意する.

ζQは半径が ζ倍された円 ζC1, ζC2, ζC3, ζC4を互いに接するように配置して中心

を結ぶことで実現することができる. このとき, ζC1と ζC3, あるいは ζC2と ζC4が

共通部分もつ場合がある. しかし, ζ ∈ (0, 1)を十分 1に近く取ることで, これらは共

通部分をもたないようにできる. この ζQに関して次の定理が成り立つ.

定理 2.2.7 ([4], Lemma 3.2). Qを C1, C2, C3, C4から定まる四角形とする. このと

きある ζ0 ∈ (0, 1)が存在して, 任意の ζ ∈ (ζ0, 1)に対して ζC1, ζC2, ζC3, ζC4から定

まる四角形 ζQが存在し, 更に ζQの 4つの角はそれぞれ対応するQの 4つの角より

も真に大きい. 更に ζ → 1としたとき, ζQの 4つの角はそれぞれQの対応するもの

に収束する.

証明. ζQが存在することは上で示した通り. 角に関する主張は定理 2.1.5より従

う.

3 閉リーマン面の場合

Sを双曲型リーマン面とし, Sには普遍被覆から定まる距離 ρが入っているとする.

定義. (1) 領域 C ⊂ Sが円であるとは, 単連結かつ境界 ∂C が S1と同相であって,

ある p0 ∈ S及び r > 0に対して

C = U(p0, r) := {p ∈ S ρ(p, p0) < r}

と書けることをいう. また, S内の円の集合 Cが Sの circle packingであると

は, 任意のCi, Cj ∈ C, Ci 6= Cjに対してCi ∩ Cj = ∅かつ |Ci ∩ Cj| ≤ 1が成立

し, 更に任意のCi ∈ Cに対して∣∣{C ∈ C |C ∩ Ci| = 1
}∣∣ < ∞

が成立することをいう.

(2) k ∈ N, k ≥ 3について, 円C1, C2, · · · , Ck, Ck+1 = C1が閉円鎖であるとは, 次が

成立することをいう.

|Ci ∩ Cj| =

1 (i = 1, 2, · · · , k, j = i+ 1)

0 (otherwise)

また, 閉円鎖C1, · · · , Ckに対して,

S\

(
k⋃

i=1

Ci

)
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図 19: 閉円鎖 (左), k-隙間 (中央), D(C1, · · · , Ck)(右).

の相対コンパクトかつ単連結な連結成分を k-隙間という. 更に, k-隙間を成す

閉円鎖C1, · · · , Ckに対して,

D(C1, · · · , Ck) := int
[
C1 ∪ · · · ∪ Cn ∪ (k-隙間)

]
とする. ただし, 集合Aに対して int(A)はAの内部を表す (図 19).

(3) circle packing Cが Sを覆うとは,

S\

(⋃
C∈C

C

)

が 3-隙間のみから成ることをいう.

3.1節では, リーマン面の三角形分割と circle packingの関係について考察する.

リーマン面を覆う circle packingが任意に与えられたとき, そこから重み付き三角形

分割が自然に定まる. 一方で, 逆に重み付き三角形分割が与えられたとき, それを双

曲三角形の張り合わせとして実現するような双曲曲面が定まる. そこで閉リーマン

面の場合に, 三角形分割に対して特異点をもたない双曲曲面を実現するような重み

が存在するための十分条件を与える.

3.2節では,種数 g(≥ 2)の閉リーマン面のタイヒミュラー空間において circle pack-

ing point全体が稠密に存在することを示す. ただし, これらの用語は以下で定義さ

れる.

定義. Rをリーマン面とする.

(1) K ≥ 1に対して, 向きを保つ同相写像 f : H → HがK-擬等角写像であるとは,

次の 2条件を満たすことをいう.

(i) 任意の長方形 R = [a, b] × [c, d] ⊂ H及び a.e. y ∈ [c, d]に対して, f(·, y) :
[a, b] → Rは絶対連続. 同様に, a.e. x ∈ [a, b]に対して f(x, ·) : [c, d] → Rは
絶対連続.
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(ii) a.e.z ∈ Hに対して次が成立する.

|∂zf | ≤
K − 1

K + 1
|∂zf | ⇐⇒ |∂zf |+ |∂zf |

|∂zf | − |∂zf |
≤ K

また, 各局所座標においてK-擬等角であるようなリーマン面間の同相写像を,

K-擬等角写像という. 更に, f がK-擬等角であるようなK の最小値をKf と

書く.

(2) R に対して, 擬等角写像 f : R → S の組を (S, f)と書く. また, 2つの組

(S1, f1), (S2, f2)について,

(S1, f1) ∼ (S2, f2) ⇐⇒ ∃g ' f2 ◦ f−1
1 : S1 → S2 :等角

とする. これらに対してRのタイヒミュラー空間 T (R)を

T (R) := {(S, f) f : R → S :擬等角写像 } / ∼

によって定義する.

(3) 次で定義されるタイヒミュラー空間上の距離 dを, タイヒミュラー距離という.

d([S1, f1], [S2, f2]) := inf
g:S1→S2:擬等角

g≃f2◦f−1
1

logKg

定義. タイヒミュラー空間の 1点 [S, f ] ∈ T (R)が circle packing pointであると

は, [S, f ]の代表元としてある circle packingで覆われるリーマン面が取れることを

いう.

このとき, 主張は次と同値である; 任意の閉リーマン面 S及び任意の ε > 0に対し

て, ある circle packingで覆われるリーマン面 Ŝ及び (1 + ε)-擬等角写像 f : S → Ŝ

が存在する. また, 1-擬等角写像は等角写像であり, その意味でこれは, 等角にいく

らでも近い擬等角写像が存在する, と言い換えることができる.

3.1 三角形分割と circle packing

双曲型閉リーマン面 Sには, 頂点の集合 V , 辺の集合E, 面の集合F から成る三角

形分割Kが与えられているとする. Kに対して頂点 V 上の関数R : V → R>0が与

えられているとき, (K,R)を重み付き三角形分割という.
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Sを覆う circle packing C = {Ci}i∈I が与えられているとき, Sの三角形分割K(C)
として次のようなものが定まる.

V (C) := {pi ∈ S piはCi ∈ Cの中心.i ∈ I}

E(C) :=

{
αij ⊂ S

piから pjへの測地線

i, j ∈ I, i 6= j, Ci ∩ Cj 6= ∅

}

F (C) :=

∆ijk ⊂ S

pi, pj, pkを頂点とする双曲三角形

i, j, k ∈ I :相異なる

Ci, Cj, Ckは 3-隙間を成す


また, 各頂点に対してCiの半径Riを対応させることで, 重み付き三角形分割

(K(C), {Ri}i∈I)

が自然に定義される.

今, 重み付き三角形分割 (K,R)が与えられているとする. vi, vj, vk ∈ V からなる

面 f について,

TR(f) := T (R(vi), R(vj), R(vk))

とする. すなわち TR(f)は, 半径がR(vi), R(vj), R(vk)であるような 3つの円から定

まる双曲三角形である (命題 2.1.1参照). また, 頂点 vを含む面 f に対して

∠R(v, f) := (T (f(R))の vに対応する内角の大きさ)

とし, 更に任意の頂点 vに対して

θR(v) :=
∑

f∈F,v∈f

∠R(v, f)

で定義する.

定義. 重み付き三角形分割 (K,R)が subpackingであるとは, 任意の v ∈ V に対し

て θR(v) ≥ 2πが成立することをいう. また, (K,R)が packingであるとは, 任意の

v ∈ V に対して θR(v) = 2πが成立することをいう.

重み付き三角形分割 (K,R)が与えられているとき, 双曲三角形 TR(f)をKによっ

て貼り合わせたることで, 双曲曲面を構成することができる. (K,R)が packingなら

ば, 各頂点において貼り合わせられた角の和が 2πなので, この双曲曲面は特異点を

もたない. 更にSが閉リーマン面の場合には双曲曲面も完備になり, これによって新

たなリーマン面 Ŝが定まる. Ŝと Sは一般には一致しないことに注意する.

C が S を覆う circle packingを定めるとき, C から定まる重み付き三角形分割は
packingである. 逆に, packing (K,R)与えられたとき, それを実現するようなリー

マン面及びRを半径とするような circle packingが定まる.
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補題 3.1.1. R1, R2 が K の subpackingを定めるとき, R := max{R1, R2}も K の

subpackingを定める.

証明. v ∈ V を任意に固定し, R1(v) ≥ R2(v)であるとする. このとき V 上で

R(v) = R1(V ), R(w) ≥ R1(w) (w ∈ V,w 6= v)

が成り立つ. よって vを頂点とする任意の面 f について, 定理 2.1.3の (2)より

∠R(v, f) ≥ ∠R1(v, f)

が成り立つため

θR(v) ≥ θR1(v) ≥ 2π

が従う. R1(v) ≤ R2(v)であるような vについても同様. よってRはKの subpacking

を定める.

定理 3.1.2 ([4], Lemma 4.2). Sを閉リーマン面とし, K を Sの三角形分割とする.

このとき

R := {R : V → R>0 (K,R)は subpacking}

についてR 6= ∅が成立すれば,

R̃(v) := sup
R∈R

R(v)

に対して (K, R̃)は packingを定める. (K, R̃)をKのmaximal packingという.

証明. V 上で R̃ < ∞が成り立つ. 実際, R̃(v0) = ∞であるような v0が存在すれば,

Rn(v0) → ∞を満たすような {Rn}n∈N ⊂ Rが取れる. このとき v0 ∈ f を満たすよう

な f ∈ F について, 定理 2.1.3の (1)より∠Rn(v0, f) → 0が成立する. これと三角形

分割の局所有限性を合わせて θRn(v0) → 0が分かるが, これは θRn(v0) ≥ 2πに反す

る. よって R̃(v0) = ∞を満たすような v0は存在しないことが分かる.

R̃は subpackingである. 実際 v1 ∈ V を任意に固定する. R̃(v1) = supR(v1)より,

Rn(v1) → R̃(v1)を満たすような {Rn}n∈N ⊂ Rが存在する. 補題より, R1, · · · , Rnの

maxを改めてRnと書くことで, Rn(v1) → R̃(v1)かつRnは V 上で n ∈ Nに関して
単調増加であるとしてよい. 更に上の議論より各 v ∈ V においてRn(v)は上に有界

なので,

R̂(v) := lim
n→∞

Rn(v) : V → R>0
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を考えることができる. 任意の v ∈ V に対して

θR̂(v) =
∑
v∈f

∠R̂(v, f)

=
∑
v∈f

lim
n→∞

∠Rn(v, f)

= lim
n→∞

∑
v∈f

∠Rn(v, f)

= lim
n→∞

θRn(v) ≥ 2π

すなわち R̂ ∈ Rが成立する. R̂の構成より

R̃(v1) = R̂(v1), R̃(v) ≥ R̂(v) (v ∈ V, v 6= v1)

が成立するので, 再び定理 2.1.3の (2)より θR̃(v1) ≥ 2πであることが分かる. v1 ∈ V

は任意であったので, R̃ ∈ Rが従う.

R̃はpackingである. 実際そうでないと仮定すれば,ある v2 ∈ V に関して θR̃(v2) >

2πが成立する. このとき定理 2.1.3の (1)より, 十分小さい ε > 0に対して

R̃0(v) :=

R̃(v2) + ε (v = v2)

R̃(v) (v ∈ V \{v2})
: V → R>0

は θR̃0
(v2) > 2πを満たす. v ∈ V \{v2}においては θR̃0

(v) ≥ θR̃(v) ≥ 2πが成り立つ

ことが分かるので, R̃0 ∈ Rが成立する. しかしこれは R̃の極大性に反するので, R̃

が packingであることが従う.

3.2 閉リーマン面のタイヒミュラー空間におけるcircle packing point

示す主張は次の通りである; 種数 g(≥ 2)の閉リーマン面 Sを任意に取ったとき,

ある circle packingで覆われるリーマン面 Ŝ及びいくらでも等角に近い擬等角写像

f : S → Ŝが存在する. なお, 証明は [4]の Section 5を参照している.

まず, Sの circle packing Cとして, 隙間が 3-隙間と 4-隙間のみであるようなもの

を取る. このような circle packingの存在は, n(≥ 5)-隙間が任意に与えられたとき,

連続しない 3つの円に接するように円を追加できることから分かる.

Cから定まる Sの多角形分割を L(C)とする. また, Ci, CjCk ∈ Cによって定まる
三角形を 〈Ci, Cj, Ck〉 ∈ L(C)と書く. 四角形についても同様.

L(C)に四角形が含まれない場合, L(C)は Sの三角形分割であり, すなわち Cは S

を覆っている. この場合には Ŝ = Sとすればよい.

L(C)が四角形を含む場合. L(C)は有限集合なので, 四角形が 1つの場合のみを示

せば十分である. よって以下では, 唯 1つの四角形Q := 〈C1, C2, C3, C4〉 ∈ L(C)が存
在する場合を考える.
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今, C = {Ci = U(pi, Ri)}mi=1(m > 4)と書けているとする. このとき, Qの C2に

対応する内角の大きさをαとし, C1, C2, C3, C4によって定まる 4-隙間のBrooksパラ

メーターを βとすれば, Qの双曲構造は (2.7)の記号を用いて

Q = Q(R1, R2, R3, α, β)

と書ける. また, Q以外の面 (すなわち三角形)の双曲構造は, 各頂点の半径Riによっ

て定まる. よって Sの双曲構造は, 次で一意的に決定されている.

(L(C), R1, · · · , Rm, α, β) (3.8)

すなわち S は, R1, · · · , Rmおよび α, β によって決定される双曲三角形, 四角形を,

L(C)の組合せによってはり合わせることで得られる双曲曲面である.

定理 2.2.7より, Q及びQの内部を通る対角線を 1つ固定したときある ζ0 ∈ (0, 1)

が存在して, 任意の ζ ∈ (ζ0, 1)に対して四角形 ζQが定まる. ζQのC2に対応する内

角の大きさを α(ζ), Brooksパラメーターを β(ζ)とすれば,

ζQ = Q(ζR1, ζR2, ζR3, α(ζ), β(ζ))

と書ける.

ここで, 任意の ζ ∈ (ζ0, 1)に対して, 次で決定される双曲曲面を考える.

(L(C), ζR1, · · · , ζRm, α(ζ), β(ζ)) (3.9)

すなわち, ζRiによって定まる三角形及び四角形 ζQを, L(C)の組合せに従って貼り
合わせた曲面である.

定理 2.1.5及び定理 2.2.7より, 各三角形, 四角形の内角はもともとのものより真に

大きい. また, Sの各頂点における内角の和は 2πであった. よって (3.9)によって定

まる双曲曲面は, 各頂点で内角の和が 2πを超える特異点をもつ.

また, 定理 2.2.6より, 次を満たすような βζ及びRζ
4が取れた.

(i) |βζ − β(ζ)| < (1− ζ)R4/2.

(ii) 0 < Rζ
4 − ζR4 < (1− ζ)R4/2.

(iii) βζは有理数である.

これによって得られる双曲曲面

(L(C), ζR1, · · · , ζR3, R
ζ
4, ζR5, · · · , ζRm, α(ζ), β

ζ) (3.10)

を考える. ζ0を十分 1に近く取っておくことで, 条件 (ii)よりRζ
4と ζR4の差は十分

小さくなるので, 各頂点における内角の和は 2πより真に大きいままであるとしてよ

い. 更に, これによって定まる 4-隙間Q(ζR1, ζR2, ζR3, α(ζ), β
ζ)のBrooksパラメー
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ター βζ は有理数なので, 定理 2.2.2よりこの隙間に有限個の円を追加することで 3-

隙間に分けられる.

それらの円をCi = U(pi, Ri)(i = m+ 1, · · · ,m+ q)とし, L(C)に {Ci}m+q
i=m+1を加

えることで得られる L(C)の細分三角形分割をK とする. このとき双曲曲面 (3.10)

は, 次のように表すこともできる.

(K, ζR1, · · · , ζR3, R
ζ
4, ζR5, · · · , ζRm, Rm+1, · · · , Rm+q) (3.11)

Kの各頂点 viにおける内角の和について. 1 ≤ i ≤ mならば, これまでの議論より

角の和は 2πより真に大きい. m+1 ≤ i ≤ m+ qならば, viは四角形を分割すること

によって得られた頂点なので, 角の和は 2πに一致する. よって (3.11)は subpacking

を定めるので, 定理 3.1.2よりKにはmaximal packingが存在する.

Kのmaximal packingを

(K, R̂1, · · · , R̂m+q) (3.12)

とし, これを実現するリーマン面を Ŝ, circle packingを Ĉと書く. これらは全て ζに

依存していることに注意する.

以下では, ζ → 1としたとき Ŝの双曲構造が Sの双曲構造に十分近くなることを

示す.

命題 3.2.1. 任意の i = 1, · · · ,mに対して, ζ → 1としたとき R̂i = R̂i(ζ) → Riが成

立する.

証明. ε > 0を任意に固定する. maximal packingの定義より各 iについて ζRi ≤ R̂i

が成り立つので,

Ri − R̂i ≤ Ri − ζRi = (1− ζ)Ri

よって ζ → 1としたときRi − R̂i < εが成り立つ. 以下では, R̂i − Ri < εが成り立

つことを示す.

各 ζ ∈ (ζ0, 1)に対して (3.11)で定まるKの subpackingを rζとする. すなわち

rζ(i) :=


ζRi (i ∈ 1, · · · ,m, i 6= 4)

Rζ
4 (i = 4)

Ri (i = m+ 1, · · · ,m+ q)

また, A(ζ)を (3.10)で定まる双曲曲面の面積, すなわち

A(ζ) :=
∑

⟨Ci,Cj ,Ck⟩∈L(C)

|T (rζ(i), rζ(j), rζ(k))|+ |Q(ζR1, ζR2, ζR3, α(ζ), β
ζ)|

とする. 定理 2.1.5及び定理 2.2.7より, ζ → 1としたときA(ζ) → |S|が成立する.
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ここで, (3.10)と (3.11)は同じ双曲曲面を表したので,

A(ζ) =
∑

⟨vi,vj ,vk⟩∈K

|T (rζ(i), rζ(j), rζ(k))|

とも書ける. このとき rζ(i) ≤ R̂iよりA(ζ) ≤ |Ŝ|が成り立つ. 更に S及び Ŝは種数

gの閉リーマン面なので |S| = |Ŝ|が成立する*2ので, 上と合わせてA(ζ) ↗ |Ŝ| = |S|
であることが従う.

また, 定数 λ,Λを

λ := min{ζ0R1, · · · , ζ0Rm}

Λ := max{R1, · · · , Rm}

と定義すると, 0 < λ < Λ < ∞が成り立っている. 補題 2.1.4より, λ,Λ及び εに対

してある定数M = M(ε, λ,Λ)が存在して, 任意の (a, b, c) ∈ [λ,Λ]3に対して

|T (a+ ε, b, c)| − |T (a, b, c)| > M (3.13)

が成立する.

今, ある l = 1, · · · ,mに対して R̂l −Rl ≥ εが成り立つと仮定して矛盾を導く. こ

のような lが存在するとき,

R̂l −Rl = (R̂l − rζ(l)) + (rζ(l)−Rl)

かつ ζ → 1としたとき rζ(l)−Rl → 0なので, R̂l − rζ(l) ≥ εが成立している. この l

に対して s, tを, 〈Cl, Cs, Ct〉 ∈ L(C)を満たすように取る. この l, s, tに対して

|Ŝ| − A(ζ)

=
∑

⟨vi,vj ,vk⟩∈K

|T (R̂i, R̂j, R̂k)| −
∑

⟨vi,vj ,vk⟩∈K

|T (rζ(i), rζ(j), rζ(k))|

=
∑

⟨vi,vj ,vk⟩∈K

(|T (R̂i, R̂j, R̂k)| − |T (rζ(i), rζ(j), rζ(k))|)

≥ |T (R̂l, R̂s, R̂t)| − |T (rζ(l), rζ(s), rζ(t))| (R̂i ≥ rζ(i)より)

≥ |T (rζ(l) + ε, R̂s, R̂t)| − |T (rζ(l), rζ(s), rζ(t))| (背理法の仮定より)

≥ |T (rζ(l) + ε, rζ(s), rζ(t))| − |T (rζ(l), rζ(s), rζ(t))| (R̂i ≥ rζ(i)より)

ここで, 各 i = 1, · · · ,mに対して rζ(i) ∈ [λ,Λ]が成立する. 実際, i 6= 4ならば明ら

かであり, i = 4の場合も

rζ(4) = Rζ
4 > ζR4 > ζ0R4 ≥ λ

rζ(4) = Rζ
4 < ζR4 +

(1− ζ)R4

2
=

(1 + ζ)R4

2
< R4 ≤ Λ

*2[1], Theorem 10.4.3. 種数 g(≥ 2)の閉リーマン面の面積は 2π(2g − 2)である.
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よって式 (3.13)より, |Ŝ| − A(ζ) > M が従う. これはA(ζ) ↗ |Ŝ|に反するため, 矛

盾が導かれた. よって R̂i −Ri < εであることが従う.

以上により, ζ → 1としたとき, i = 1, · · · ,mについて R̂i → Riであることがいえ

た.

三角形 T = 〈Ci, Cj, Ck〉 ∈ L(C)を任意に固定し, 対応する Ŝの三角形を T̂ とする.

このとき (3.8)及び (3.12)より

T = T (Ri, Rj, Rk), T̂ = T (R̂i, R̂j, R̂k)

と書ける. このとき ζを1に十分近く取れば,上の命題より (R̂i, R̂j, R̂k)は (Ri, Rj, Rk)

に十分近い. よって定理 2.1.6を用いることで, 境界上で piecewise linearな擬等角写

像 T → T̂ を, 十分等角に近いように取ることができる.

四角形 Q = 〈C1, C2, C3, C4〉 ∈ L(C)について. C1, · · · , C4 ∈ C に対応する円を
Ĉ1, · · · Ĉ4 ∈ Ĉとしたとき, Ĉ1, · · · , Ĉ4は Ŝ内の四角形を成す. これを Q̂とする. Q

と Q̂の各辺の大きさについては, 上の命題より十分近いことが分かる. よって, 対応

する角の大きさが十分近いことを確かめる.

C1 ∈ Cに対応する頂点 v1 ∈ L(C)について, v1に集まる面は, 四角形Q及び有限

個の三角形である. 更に v1に集まる角の和は 2πなので, v1におけるQの内角は

2π − (v1に集まる三角形の内角の和)

と書ける.

同様に, Ĉ1 ∈ Ĉに対応する頂点を v̂1 ∈ Kとすれば, v̂1における Q̂の内角は

2π − (v̂1に集まる三角形の内角の和)

と書ける. L(C)の各三角形は対応するK の三角形と十分近い双曲構造をもつこと

を示したので, v1におけるQの内角と v̂1における Q̂の内角は十分に近いことが分

かる.

v2, v3, v4についても同様のことがいえるので, Qと Q̂の双曲構造は十分に近いこ

とが分かる. このときQ, Q̂を対角線で三角形に分ければ定理 2.1.6が適用できるの

で, 境界上で piecewise linearな擬等角写像Q → Q̂を, 十分等角に近いように取るこ

とができる.

以上により, L(C)の各面からKの対応する面へ, 境界上で piecewise linearな擬等

角写像を構成できた. これを貼り合わせることで, 擬等角写像 f : S → Ŝが構成でき

る. ζ → 1としたときこの fの歪曲係数はいくらでも小さくできるので, 結論を得る.

4 開リーマン面の場合

定義. g, n,m ∈ N ∪ {0}とする. 双曲型リーマン面 Sが (g,n,m)型であるとは, S

が種数 gの閉リーマン面から n個の点及びm個の円板を取り除いたリーマン面と擬
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等角同値であることをいう. また, ある g, n,m ∈ N ∪ {0}によって (g, n,m)型と書

けるようなリーマン面を有限型リーマン面といい, 有限型でないようなリーマン面

を無限型リーマン面という.

4.1節では, 任意の有限型開リーマン面がある circle packingによって覆われると

いうWilliamsの証明を記述した. まず cuspとアニュラス以外の部分を覆う circle

packingを取り, そこから理想境界に向かって円を加えていく, という方法を取って

いる.

4.2節では, 上の議論をパンツ分解可能な無限型リーマン面に拡張している. この

場合, あるパンツから初めて隣のパンツ, 隣のパンツ, · · · と円を加えていくことで
リーマン面全体を覆っている. その際, 理想境界への逃げ場を失うようなパンツが出

ないように, うまくパンツを広げていく必要がある.

4.3節では, 一般の無限型リーマン面を覆う circle packingを構成している. 一般に

リーマン面はパンツ分解可能ではなく, 測地線が集積することで “半円板”が現れる

場合がある. この場合には, パンツ分解可能な部分と半円板に分けて circle packing

を構成していく. その際, 半円板のそばには無限個のパンツが存在するため, circle

packingの局所有限性に気を遣う必要がある.

4.1 G. B. Williamsの方法

定理 4.1.1 ([11], Theorem 1.1). 任意の有限型開リーマン面は, ある circle packing

によって覆うことができる.

定理の証明には, 以下の補題を用いる. この補題は定理 2.2.6の拡張になっている.

補題 4.1.2 ([11], Lemma 3.1). 任意の閉円鎖C1, · · · , Ck ⊂ Hに対して, 次を満たす

ようなHの circle packing Cが存在する.

(I) C1, · · · , Ck−1 ∈ C.

(II) ある c1, · · · , cl ∈ Cが存在して, C1, · · · , Ck−1, c1, · · · , clは閉円鎖を成す.

(III) D := D(C1, · · · , Ck), D
′ := D(C1, · · · , Ck−1, c1, · · · , cl)としたときD ⊂ D′が

成立 (図 19参照).

(IV) 任意のC ∈ Cに対してC ⊂ D′が成立.

(V)

D′\

(⋃
C∈C

C

)
は有限個の 3-隙間の和集合である.
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図 20: D1を囲む閉円鎖は, Sに移したときに circle packingとなる

ように取る. 例えばD1において, Sで同一視される 2つの頂点を中

心とする円の半径が異なれば, S上では同心円が現れてしまい, 異

なる 2つの円は内部で交わらないという条件に反する.

定理 4.1.1の証明. 有限型の開リーマン面Sを任意に固定する. Sの基本領域として

ディリクレ領域 F ⊂ Dを取る. Sは有限型の開リーマン面なので, F のCにおける
閉包は, ∂D = {z ∈ C |z| = 1}と有限個の連結成分で交わる.

それぞれの連結成分について, 1点集合ならば horocycleで, そうでないならば測

地線で切ることで, F の相対コンパクトな部分集合D1が得られる. これに対して,

D1の境界上に中心を持つような閉円鎖をD1を囲むように取る. ただしこのとき閉

円鎖は, Sに移すことで circle packingとなるように取るものとする (図 20).

Sは開リーマン面であったので, この閉円鎖には, ∂D\∂F を中心とする円が少な
くとも 1つ存在する. その円をCkとみなして補題 4.1.2を適用することで, D1を覆

うような circle packing C1が取れる. 以下では, この C1に円を加えていくことで S

全体を覆うような circle packingを構成する.

F を切った horocycleを δi(i ∈ I), 測地線を γj(j ∈ J)とする. このとき F\D1は

|I| + |J |(< ∞)個の連結成分をもつ. 各連結成分について, horocycleで切られる場

合と, 測地線で切られる場合に分けて考える.

horocycleで切られる場合. horocycle δiによって切られるとする. このとき, δiと

同じ点で ∂Dに接し, ユークリッド半径が真に小さいような horocycleを考える. た

だし, この horocycleは C1の各円と交わらないように取るものとする. これにより,

δi, 新たな horocycle及び ∂F に囲まれた四角形領域が得られる. これをDi
2とする.

Di
2の δiに対応する辺は C1に含まれる円によって囲まれている. これに, 他の 3辺

を囲むような円を追加して, Di
2を囲むような閉円鎖を構成する. ただしD1の場合

と同様に, Sに移したときに circle packingとなるように取るものとする (図 21).

このときやはり, ∂Di
2\(∂F ∪ δi)を中心とするような円が存在するため, それをCk

とみなして補題 4.1.2が適用できる. これにより得られる circle packingを Ci
2とすれ

ば, C1 ∪Ci
2はDi

2を覆っている. 以後帰納的に, ユークリッド半径が→ 0となるよう
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図 21: horocycleで切られる場合

図 22: 測地線で切られる場合

に horocycleを取り, 順に得られる領域をDi
3, D

i
4, · · · , これらを覆う circle packingを

Ci
3, Ci

4, · · · とする. このとき, circle packing C1 ∪ Ci
2 ∪ Ci

3 ∪ · · · は δiで切られる F\D1

の連結成分を覆っている.

測地線で切られる場合. 測地線 γj によって切られるとする. このとき, Dとの交
点が γjと一致するような Ĉ内の円周で, γjを境界とするF\D1の連結成分を通るよ

うなものを考える. ただし, この円周は C1の各円と交わらないように取るものとす
る. これにより, γj, 円周及び ∂F に囲まれた四角形領域が得られる. これをDj

2とす

る (図 22).

horocycleの場合と同様に, Dj
2を囲む閉円鎖を取り, ∂Dj

2\(∂F ∪γj)を中心とするよ

うな円をCkとみなして補題 4.1.2を適用することで, Dj
2を覆うような circle packing

Cj
2が得られる. これを帰納的に繰り返すことで, γj で切られる F\D1の連結成分を

覆う circle packing C1 ∪ Cj
2 ∪ Cj

3 ∪ · · · が得られる.

以上の議論を各 δi(i ∈ I), γj(j ∈ J)に対して適用することで, S全体を覆うような

circle packing

C1 ∪
⋃

k=2,3,···
i∈I

Ci
k ∪

⋃
k=2,3,···

j∈J

Cj
k

が構成できた.
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4.2 パンツ分解可能な場合

定義. (1) 領域P ⊂ Sが双曲的パンツ, あるいは単にパンツであるとは, P が 3点抜

き球面と同相であって, 3つの境界成分はそれぞれ単純閉測地線あるいは cusp

であることをいう.

(2) 領域A ⊂ Sが half annulusであるとは, ある λ > 1に対してAがリーマン面

H/〈z 7→ λz〉内の領域 {z ∈ H Re z > 0} /〈z 7→ λz〉と等長であることをいう.

(3) リーマン面 Sがパンツ分解可能とは, S内のある単純閉測地線の族 {γj}j∈J が
存在して,

S\

(⋃
j∈J

γj

)
の任意の連結成分がパンツあるいは half annulusに等長であることをいう.

定理 4.2.1. 無限型リーマン面 Sについて, ある単純閉曲線の族 Γによってパンツ分

解可能かつ (⋃
γ∈Γ

γ

)
\

(⋃
γ∈Γ

γ

)
= ∅ (4.14)

が成立するとき, リーマン面を覆うような circle packingが存在する.

証明. 必要ならば Γに高々可算個の horocycleを加えることで, Sは相対コンパクト

なパンツ, half annulus及び, cusp近傍に分割されているとする.

パンツ P1を任意に固定する. S\P1を考えると, これは高々3つの連結成分に分か

れる. Sは無限型, 特にコンパクトでないので, S\P1の連結成分のうち少なくとも 1

つはコンパクトでない. コンパクトでない連結成分に含まれるP1の境界を γ1 ∈ Γと

おく. また相対コンパクトな領域D1 ⊂ Sを

D1 := P1 ∪
⋃

{S\P1のコンパクト成分 }

によって定義する. このとき S\D1の各連結成分はコンパクトでない.

また, ∂D1は γ1を含めた高々3つの Γの元の和集合で表されるので, D1はある有

限型リーマン面と同相である. これより定理 4.1.1の証明で用いた議論が適用できて,

D1を覆うような circle packing C1が構成できる. ただし, 補題 4.1.2を適用する際に

は, γ1上の円をCkとみなす.

次に, D1と境界を共有するパンツ全体をP2とする. D1の構成より |P2| ≤ 3であ

り, これより S\(D1 ∪
⋃
P2)は高々6つの連結成分から成る. これに対して相対コン

パクト領域D2 ⊂ Sを

D2 := D1 ∪
⋃

P2 ∪
⋃

{S\(D1 ∪
⋃

P2)のコンパクト成分 }

によって定義する. このときD1 ⊂ D2かつ S\D2の各連結成分はコンパクトでない.
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また, ∂D2は高々6つの Γの元の和集合で表させるので, D1はある有限型リーマ

ン面と同相である. よってD2\D1の連結成分をD1
2, · · ·D

i2
2 とすれば, これらも相対

コンパクトかつそれぞれある有限型リーマン面と同相である.

また,各Di
2(i = 1, · · · , i2)について∂Di

2∩∂D2 6= ∅が成立する. 実際∂Di
2∩∂D2 = ∅

ならば ∂Di
2 ⊂ ∂D1であり, このとき ∂Di

2は S\D1の連結成分である. これは S\D1

の各連結成分がコンパクトでないことに反する. よって ∂Di
2∩∂D2 6= ∅と分かる. 各

i = 1, · · · , i2について, ∂Di
2の成分 γi

2 ∈ Γを γi
2 ⊂ ∂D2を満たすように取る.

ここで各 i = 1, · · · , i2について, Di
2対して定理 4.1.1の証明で用いた議論を適用

することでDi
2を覆うような circle packing Ci

2を得る. ただし, 補題 4.1.2のCkにあ

たる円は γi
2上に中心をもつ円とする. また Ci

2は, C1 ∪ Ci
2が circle packingになるよ

うに取るものとする. このとき

C2 := C1
2 ∪ · · · ∪ Ci2

2

とすれば, C1 ∪ C2はD2を覆う circle packingである.

以下帰納的に, 相対コンパクト領域D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ · · · 及びそれぞれを覆うよ
うな circle packing C1, C2, C3, · · · を取る. これによって得られる Sの circle packing

C1 ∪ C2 ∪ C3 ∪ · · · に, cusp近傍 (図 21)及び half annulus(図 22)を覆う circle packing

を加えたものを Cとすれば, これが Sを覆う circle packingである. これを確かめる.

Cが circle packingであることは, 構成より容易に確かめられる. よって, Cが Sを

覆っていることを確かめればよい. すなわち, あるパンツから隣のパンツ, 隣のパン

ツ, · · · と circle packingを広げていった時に, 全てのパンツに到達するかを確かめれ

ばよい. これは, 次の補題を示すことで確かめられる.

補題 4.2.2. 無限型リーマン面 Sは, ある単純閉曲線の族 Γによってパンツ分解可能

かつ式 (4.14)が成立するとする. このとき, 任意のパンツ P, P0に対してあるパンツ

Pi(i ∈ I, |I| < ∞)が存在して,

P ∪ P 0 ∪
⋃
i∈I

P i

は連結である.

証明. Γについて, 任意の γ0 ∈ Γに対してある ε > 0が存在して,⋃
p∈γ0

U(p, ε) ∩
⋃

γ∈Γ\{γ0}

γ = ∅ (4.15)

が成立することを用いる ([7], Proposition 3.3.9).

x ∈ P 及び x0 ∈ P0を任意に固定する. リーマン面は弧状連結より, xから x0への

道αが存在する. αと交わるようなΓの元が有限個ならば, それらを境界とするよう

なパンツ全体が補題を満たすパンツの集合である.
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αと交わる Γの元が無限個であると仮定する. このとき, 相異なる列 {γn}n∈N ⊂ Γ

及び pn ∈ γnが存在して, {pn}n∈N ⊂ αが成立する. αは点列コンパクトより, 必要

ならば部分列を取ることによって pn → p0 ∈ αであるとしてよい. ここで p0につい

て, p0 6∈
⋃

Γならば式 (4.14)に反するので, p0を通るような測地線 γ0 ∈ Γが存在す

る. 更に式 (4.15)が成立することから, 十分大きい任意の n ∈ Nに関して γn = γ0で

なければならない. これは, {γn}n∈Nが相違なる元から成る列であることに反する.

よって αと交わる Γの元が有限個であることが導かれ, すなわち結論を得る.

4.3 一般の無限型リーマン面の場合

定理 4.3.1 ([7], Theorem 3.6.2). Sを, 単連結でない (無限型とは限らない)リーマ

ン面とする. このとき, ある単純閉測地線の族 Γが存在して,

G :=
⋃
γ∈Γ

γ ⊂ S

に対して S\Gの各連結成分は次のいずれかに等長である.

(1) パンツ

(2) half annulus

(3) Dの部分集合としてのD ∩ {z ∈ D Im z > 0}. これを半円板と呼ぶ.

また, G\Gの各連結成分は長さ無限の単純測地線であり, ある半円板の境界を成す*3.

例 4.3.2. D内に, 相異なる ∂D上の点に収束する 2つの点列があるとし, Dからこ
の 2つの点列を取り除いたようなリーマン面 S0を考える. このとき S0の単純閉測

地線の族として図 24のようなものを取れば, S0は無限個のパンツと 2つの半円板に

分けられる.

このようにリーマン面の分解に半円板が登場する場合, あるパンツから始めて 4.2

節のような circle packingの構成をしても, パンツが無限に並んでいるため半円板ま

で circle packingが到達しない. よって, 半円板を覆う circle packingも同時に構成し

ていく.

定理 4.3.3. 任意の無限型リーマン面は, ある circle packingで覆われる.

証明. 半円板が登場しない場合は既に示したので, 半円板が登場する場合のみを示

す. また, 半円板が無限個の場合のみを示す*4. すなわち, 無限型リーマン面Sはある

単純閉曲線の族 Γによって分解され, かつ分解には半円板 {Ln}∞n=1が含まれるとす

*3これより定理 4.2.1の条件 (4.14)は本質的ではないことが分かる.
*4半円板が無限個の場合を示せば有限個の場合も即座に従うことが, 証明より分かる.

40



図 23: リーマン面 S0

図 24: S0の単純閉曲線族. 網掛け部分が

半円板.

る. ただし定理 4.2.1の証明と同様に, 各パンツは相対コンパクトであるとする. こ

れに対してG :=
⋃

Γと書く. 各 n ∈ Nについて Lnの境界となる単純測地線を αn

とし, αn上の 1点 pnを任意に固定しておく. 定理 4.3.1より αn ⊂ G\Gである.

C1の構成. パンツ P1を任意に固定し, 定理 4.2.1の証明と同様に領域D1及びD1

を覆う circle packing C1を構成する.

C2の構成. 半円板L1について, r1 > 0を任意に固定してL1
1 ⊂ L1を次で定義する.

L1
1 := L1 ∩ U(p1, r1)

そして, ∂L1
1を囲む閉円鎖を取る (図 25). このとき α1上に中心をもつ各円は無限個

の測地線と交わるが, C1の元とは交わらないようにする. また, 各円を十分小さく取

ることで, 円と交わる測地線はそれぞれ α1に平行に近いとしてよい.

この閉円鎖に対して補題4.1.2を適用する. ただし,補題4.1.2のCkとして∂U(p, r1)

上に中心を持つ円を取るものとする. これによって得られる circle packingを C ′
2と

する.

また, C ′
2によって切り取られる測地線分, すなわち

G\

 ⋃
C∈C′

2

C


の相対コンパクトな連結成分で, α1から最も離れたものを考える. その測地線分上に

中心を持つ中心を持つ円を取り, 先程取った閉円鎖と合わせて新たな閉円鎖を構成す

る (図 26). そして得られたそれぞれの閉円鎖に対して補題 4.1.2を適用する. ただし,

Ck にあたる円は測地線分上にある円を取る. これによって得られた circle packing

を C ′
2に加えたものを, C2とする.
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図 25: L1
1を囲む閉円鎖

図 26: 最も離れた測地線分に円を追加することで新たな閉円鎖を構成する.

C3の構成. 領域D1に対して, 領域D2を定理 4.2.1の証明と同様に構成する. この

ときD2は C2の元と交わる場合があるが, C2は有限集合よりそのような円は高々有
限個である (図 27). よってD2を普遍被覆に引き戻した多角形 F2を考えると, F2は

有限個の円によっていくつかの連結成分に分かれる.

今, ∂F2を囲むように有限個の円を追加することで有限個の閉円鎖を構成する. こ

のとき C2の円のみから成るような閉円鎖は存在しないことに注意する. 各閉円鎖に

対して補題 4.1.2を適用することで, D2を覆うような circle packing C3が得られる.

ただし, Ckとみなす円は ∂F2上に新たに加えた円とする.

C4の構成. 半円板 L1について, r2 > r1を任意に固定して

L1
2 := L1 ∩ U(p1, r2)\U(p1, r1)

とする. このとき ∂L1
2のうち ∂U(p, r1)に対応する境界は, C2によって囲まれている.

∂U(p, r1)以外の境界を囲むように円を加えることで閉円鎖を取り, ∂U(p, r2)上の円

をCkとみなして補題 4.1.2を適用する. これによって得られる circle packingに, 図

27の議論を行うことで得られる circle packingを加えたものを, C1
4 とする.
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図 27: 領域D2. ただしD1を覆う circle packing C1は省略している.

また, 半円板 L2に対して

L2
1 := L2 ∩ U(p2, r1)

とし, これに対して C2と同様の議論を行うことで得られる circle packingを C2
4 とす

る. これらに対して C4 := C1
4 ∪ C2

4 とする.

以下同様に, C2n−1では定理 4.2.1のDnに対応する領域を覆うような circle pack-

ingを構成する. C2nでは半円板内の領域 L1
n, L

2
n−1, · · · , Ln−1

2 , Ln
1 を覆うような circle

packingを構成する. ただし

Ln
m :=

Ln ∩ U(pn, r1) (m = 1)

Ln ∩ U(pn, rm)\U(pn, rm−1) (m > 1)

であり, 半径は nに関して狭義単調増加かつ rn → ∞(n → ∞)となるように取る

ものとする. 以上により構成した circle packing C1 ∪ C2 ∪ · · · に, half annulus及び

cusp近傍を覆うような circle packingを加えたもの Cが, Sを覆う circle packingで

ある. Cが Sを覆っていることは, G\Gの各連結成分が半円板の境界を成すことか
ら従う.
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