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For the formal mating f of two quadratic polynomials, the precise conditions for

the existence of the Thurston obstruction for f is given by the theorem of Tan. When

f satisfies these conditions, by the theorem of Thurston, there is no rational map

which is Thurston equivalent to f . On the other hand, by using a special Thurston

obstruction which is pinched under iteration of the Thurston pullback map, called

canonical obstruction, we obtain some rational maps as some kind of limits of slow

mating.

In this paper, for the formal mating f with Thurston obstruction, by a recursive

calculation method of Jung, we perform numerical verification of how the postcritical

set of f degenerates. By using the results, we estimate the canonical obstruction

for f and check the consistency with the theorem of Jung, and we calculate limit

rational maps. The organization of this thesis is as follows. In Section 1, we give

some definitions about Thurston map. Then, we define the Thurston obstruction,

which prevents a Thurston map from being Thurton equivalent to some rational

map, and give a statement of the theorem of Thurston. In Section 2, after explaining

polynomial dynamics, we define two types of matings, which are the methods to

obtain dynamics by pasting two polynomial dynamics. In Section 3, we define the

canonical obstruction. In Section 4, we present the theorem of Tan on the mating of

two quadratic polynomials, and the theorem of Jung on the canonical obstruction of

matings. In Section 5, we introduce Jung’s recursive calculation method. In Section 6,

we apply Jung’s method for numerical calculation of some quadratic formal matings

with Thurston obstruction. Then, we estimate the canonical obstruction and derive

rational maps that come from the pinching procedure. The program of Mathematica

used in Section 6 is written in Section 7.
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Introduction

球面上の分岐被覆 f で分岐点の軌道 Pf が有限なものを Thurston mapという. 2つの

Thurston mapの間には位相共役という標準的な同値関係も考えられるが, Thurstonはそ

れよりも少し弱い同値関係として Thurston equivalenceを定義した. ここで, どのような

f が有理写像に Thurston equivalentかという問題が考えられるが, これに対し Thurston

の定理 ([4]) では, Thurston map f がどんな有理写像にも Thurston equivalent ではな

いことと, f が Thurston obstruction と呼ばれる球面上の特別な単純閉曲線族をもつこ

とが同値であることが示された.

以上の Thurston の理論を複素力学系理論に適用することを考える. 2 つの多項式 P ,

Qを上手く選ぶと, その 2つをある意味で貼り合わせて球面上の写像を構成する mating

という手法を用いることで, P , Q の性質を受け継いだ特別な Thurston map を構成す

ることができる. 特に, 2 つの 2 次多項式 P (z) = z2 + p, Q(z) = z2 + q (p, q ∈ C) の
formal mating P ⊎ Qが Thurston obstruction をもつためのパラメータ p, q の条件は,

Tan の定理 ([11]) により与えられている. よってこの条件をみたすように p, q を取る

と, Thurston の定理より P ⊎ Q は有理写像と Thurston equivalent ではない. しかし,

Teichmüller 空間上の Thurston pullback map の反復合成により退化する性質をもつ,

canonical obstruction と呼ばれる特別な Thurston obstruction を利用すれば, P , Q の

slow matingに関するある種の極限として複数の有理写像が得られる.

そこで本論文では, 2 次多項式の formal mating で Thurston obstruction をもつもの

に対し, Jungの再帰計算手法 ([12])を利用して postcritical setがどのように退化してい

くかを数値的に確かめ, それにより canonical obstructionを推定する. そしてその推定と

Jungの定理 ([12])との整合性を確認し, canonical obstructionを利用して得られる有理

写像を計算する.

以下, 本論文の構成に関して概説する. 第 1章では, Thurston mapに関連する諸定義を

し, Thurston mapが有理写像に Thurston equivalentとならない原因である, Thurston

obstructionを定義し, Thurstonの定理の主張を述べる. 第 2章では, 一般の多項式力学

系の性質について述べ, 2 つの多項式力学系をある意味で貼り付けることで新たな力学

系を得る手法である, mating の定義をする. 第 3 章では, 第 1 章で定義した Thurston

obstructionの中でも, Teichmüller空間上で定義される Thurston pullback map σ の反

復合成によって退化していく特別な性質をもつ, canonical obstructionを定義する. 第 4

章では, 2次多項式の formal matingが Thurston obstructionをもつための条件を示した
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Tan の定理, さらに特別な条件をみたす formal mating に対する canonical obstruction

について特徴付けをした Jungの定理の主張を述べる. 第 5章では, σ の反復合成による

postcritical setの推移を計算することができる, Jungの再帰計算手法について説明する.

さらに, canonical obstructionを利用した有理写像の導出についても説明する. 第 6章で

は, 第 5章で説明した手法を具体例に対して適用し, canonical obstructionや有理写像を

計算する. 第 7章には, 第 6章で用いたMathematicaのプログラムをまとめた.
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1 Thurston’s theory

本章では, branched covering に関する Thurston の理論について概説する. 特に,

Thurstonの定理の主張および Thurston obstructionの定義をすることが目的である.

以下, S2 で位相的な 2次元球面を表すこととする.

Definition 1 (Thurston map).

f : S2 → S2 が branched mapであるとは, 任意の a ∈ S2 に対し, 以下の 3条件を

みたす S2 の局所座標 φ : U → C, ψ : V → Cおよび n ∈ Nが存在することをいう.

(i) a ∈ U, f(a) ∈ V

(ii) φ(a) = ψ(f(a)) = 0

(iii) ψ ◦ f ◦ φ−1(z) = zn on φ(U)

上の nを, f の aにおける局所次数といい, deg(f, a)で表す. 集合

Critf := {a ∈ S2 | deg(f, a) > 1}

の元を f の critical pointといい,

Pf :=
∪
n∈N

fn(Critf )

を f の postcritical setという. #Pf < ∞をみたすとき, f は postcritically finite

であるといい, postcritically finiteな branched mapを Thurston map という.

Definition 2 (Thurston equivalent).

Thurston map f , g が Thurston equivalentであるとは, 以下の 3条件をみたす向

きを保つ同相写像 φ,φ′ : S2 → S2 が存在することをいう.

(i) φ|Pf
= φ′|Pf

(ii) g = φ′ ◦ f ◦ φ−1

(iii) φ, φ′ は Pf を留めてイソトピック

Definition 3 (周期点).

写像 f の n回反復合成を fnで表すこととする. aが f の周期点であるとは, fm(a) = a

となるm ∈ Nが存在することをいい, この等式をみたすmのうち最小のものを aの周期

という.
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Remark 1.

特に, branched map f の critical pointが全て f の周期点であるとき, f は Thurston

mapである.

Definition 4 (hyperbolic orbifold).

Thurston map f に対し, νf : S2 → N ∪ {∞}を以下のように定める. まず a /∈ Pf に

対し, νf (a) := 1 とする. また, Critf に属する f の周期点 b および n ∈ N が存在して
a = fn(b)と書けるとき, νf (a) := ∞とする. これら以外の aに対しては,

νf (a) := lcm
b∈Critf ,fk(b)=x

deg(fk, b)

とおく. Of := (S2, νf )を f の orbifoldといい, このオイラー標数 χを

χ(Of ) := 2−
∑
a∈S2

(
1− 1

νf (a)

)
で定義する. χ(Of ) < 0なる Of を, hyperbolic orbifoldという.

Thurston mapが hyperbolic orbifoldをもつことは, Thurstonの定理を含む様々な定

理の仮定となっている. よって, 簡単な判定条件をここで示しておく.

Proposition 1.

#Pf ≥ 5ならば f は hyperbolic orbifoldをもつ.

Proof. a /∈ Pf に対して νf (a) = 1であることから, 1− 1/νf (a)は a ∈ Pf のときのみ正

の値となる. そして, a ∈ Pf のとき νf (a) ≥ 2または νf (a) = ∞であることから,

χ(Of ) ≤ 2−
∑
a∈Pf

(
1− 1

2

)
= 2− #Pf

2

となるので, #Pf ≥ 5ならば χ(Of ) < 0が従う. □

続いて Thurston obstructionを定義するため, いくつかの用語を準備する. S2 におい

て, Pf を除外点と考えるときは S2 ∖ Pf とかき, marked pointと考えるときは (S2, Pf )

とかくこととする.

Definition 5 (essential curve).

S2 ∖ Pf 上の単純閉曲線 γ が essentialであるとは, S2 ∖ γ のいずれの連結成分にも

Pf の元が 2点以上含まれることをいう.
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Definition 6 (f -stable multicurve).

S2 ∖ Pf 上の単純閉曲線の族 Γが (S2, Pf )上のmulticurveであるとは, 任意の相異

なる γ, γ′ ∈ Γに対し, γ, γ′ は互いにホモトピックではなく, かつ γ ∩ γ′ = ∅であること
をいう. さらに, (S2, Pf )上の multicurve Γが f-stable multicurveであるとは, 任意

の γ ∈ Γに対し, f−1(γ) の任意の essentialな連結成分が, Γ のある元に Pf を留めてホ

モトピックであることをいう.

Remark 2 ([4]).

#Pf ≥ 3のとき, (S2, Pf )上のmulticurve Γの元は高々 (#Pf − 3)個. よって特に, f

が Thurston mapのとき, #Γ <∞.

Definition 7 (Thurston eigenvalue).

f を Thurston map とし, Γ = {γ1, γ2, ..., γn}を f -stable multicurveとする. 以下の

式で定まる n× n行列 (aij)1≤i,j≤n を, f の Thurston matrixという.

aij :=
∑ 1

deg(f |η : η → γj)

ただし, 上式の和は γi に Pf を留めてホモトピックな f−1(γj) の連結成分 η にわたり,

deg(f |η)は γj の各点の f |η による逆像の個数を表している. これは非負実正方行列だか

ら, Perron-Frobeniusの定理 ([4] Corollary C1.2)より最大固有値 λΓ が存在する. この

λΓ を Γの Thurston eigenvalueという.

Definition 8 (Thurston obstruction).

λΓ ≥ 1をみたす f -stable multicurve Γを, f の Thurston obstructionという.

以上の定義の下で, Thurston mapと有理写像の関係について以下の定理が成り立つ.

Theorem 1 (Thurston, [4] Theorem 10.1.14).

hyperbolic orbifoldをもつ Thurston map f に対し, f がある有理写像 g に Thurston

equivalentであることと, f が Thurston obstructionをもたないことは同値である. さら

に, g は存在すればメビウス変換による共役を除いて一意である.

この定理によれば, Thurston obstruction をもつ Thurston map と有理写像との間に

は, 関連性がないように思える. しかし第 3章で定義する canonical obstructionを用いる

と, Thurston mapのある種の変形として有理写像が得られることを第 5章で説明する.
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2 Mating

本章では, 多項式力学系特有の性質について概説する. 2つの多項式力学系を貼り合わ

せる手法として, 2種類の matingを定義することが目標である.

Ĉ := C ∪ {∞}, D := {z ∈ C | |z| < 1}とおく. 本論文を通して, 集合として S2 = Ĉ
と同一視することとし, 単に位相多様体としての構造のみを考慮する場合は S2 を, リーマ

ン面としての構造まで考慮する場合は Ĉと書くこととする.

f : Ĉ → Ĉを次数 d (≥ 2)のモニックな多項式とする.

Remark 3 ([9] Theorem 2.1).

f は branched mapの定義をみたす.

Definition 9 (filled Julia set, Julia set).

K = Kf := {z ∈ C | {fn(z)}n∈Nは有界 }

を f の filled Julia setという.

J = Jf := ∂Kf

を f の Julia setという.

図 1 fc(z) = z2 + cの filled Julia set

Remark 4 ([5] Lemma 4.3).

f−1(Kf ) = Kf = f(Kf ), f
−1(Jf ) = Jf = f(Jf )である.

Theorem 2 ([5] Theorem 9.5).

7



K が連結であることと, ある等角写像 ϕ : C∖K → C∖ Dで, 任意の w ∈ C∖ Dに対
して以下をみたすものが存在することは同値である.

ϕ ◦ f ◦ ϕ−1(w) = wd (1)

さらに, ϕ は存在すれば 1 の (d − 1) 乗根による回転を除いて一意である. (この ϕ を

Böttcher mapという.）
C∖K

f //

ϕ
��

C∖K

ϕ
��

C∖ D w 7→wd
// C∖ D

⟲

Outline of the proof. 十分大きい r に対し, ϕn(z) := (fn(z))1/d
n

は {|z| > r} 上 well-

definedな正則写像であり, n → ∞としたとき {|z| > r}上広義一様収束することが示せ
る. 収束先を

ϕ(z) := lim
n→∞

ϕn(z)

とおくと,

ϕ(f(z)) = lim
n→∞

{(fn+1(z))1/d
n+1

}d = ϕ(z)d

となっているので, ϕ は等式 (1)をみたす正則写像である. さらに, K が連結であること

と Critf ∖ {∞} ⊂ K が同値であることを用いると, ϕは C ∖K 上まで正則に拡張され,

ϕ : C∖K → C∖ Dが等角写像であることが示せる. □

Remark 5.

特に d = 2のとき, Böttcher mapは存在すれば一意に定まる.

Definition 10 (external ray).

K が連結のとき, 各 t ∈ R/Zに対し,

Rt = Rt(K) := {ϕ−1(re2πit) | 1 < r <∞}(⊂ C∖K)

を角度 tの external rayという.

Definition 11 (landing point).

K が連結かつ局所連結のとき, Carathéodoryの定理 ([5] Theorem 17.14)により ϕ−1

は ∂D上に全射連続に拡張される. このとき各 t ∈ R/Zに対し,

γ(t) = γf (t) := ϕ−1(e2πit)(∈ J)

を Rt の landing pointという.
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Proposition 2.

K が連結かつ局所連結のとき, 各 t ∈ R/Zに対して f(Rt) = Rd·t, f(γt) = γd·t が成立

する.

Proof. t ∈ R/Zを固定する. 等式 1より, 任意の 1 < r <∞に対して

ϕ ◦ f ◦ ϕ−1(re2πit) = re2πidt

であるから, 両辺を ϕ−1 で写すと,

f ◦ ϕ−1(re2πit) = ϕ−1(re2πidt)

が従う. よって f(Rt) = Rd·t が成り立つ. f の連続性より, f(γt) = γd·t も成り立つ. □

Remark 6 ([3] Theorem 9.1.6, [5] Theorem 18.3, 19.6, 19.7).

f が postcritically finiteのとき, Kf は連結かつ局所連結になる.

図 2 rabbitの external ray
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i = 1, 2に対し, fi : Ĉ → Ĉを次数 d (≥ 2)のモニックな多項式とし, Kfi を単にKi と

表すこととする. Ki が連結のとき, fi に対する Böttcher map ϕi を

lim
|z|→∞

ϕi(z)

z
= 1

をみたすように選ぶ.

Definition 12 (formal mating).

2つの同相写像 φ0 : C → D, φ∞ : C → Ĉ ∖ Dを

φ0(z) :=
z√

|z|2 + 1
, φ∞(z) :=

1

φ0(z)

で定める. 各 fi がモニックであることから, f1 ⊎ f2 : Ĉ → Ĉを

f1 ⊎ f2 =


φ0 ◦ f1|C ◦ φ0

−1 on D
φ∞ ◦ f2|C ◦ φ∞

−1 on Ĉ ∖ D
z 7→ zd on ∂D

と定義すると, これは branched mapになる. この f1 ⊎ f2 を f1, f2 の formal mating

という．

図 3 basilicaと rabbitの formal mating (d = 2)
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Remark 7 ([6]).

各 Ki が連結のとき, 任意の t ∈ R/Z に対し, φ0(ϕ
−1
1 (re2πit)), φ∞(ϕ−1

2 (re2πit)) の

r → ∞としたときの極限点は, ともに e2πit である. よって, さらに各Ki が局所連結のと

き, φ0(Rt(K1)) ∪ φ∞(R−t(K2)) は φ0(γf1(t)), φ∞(γf2(−t)) を端点にもつ Ĉ 上の単純
曲線となる.

Definition 13 (slow mating).

各 Ki は連結であるとする. 任意の R > 1 を固定する. 各 i に対し, 単純閉曲線

{ϕ−1
i (Re2πit) | t ∈ R/Z}に囲まれた, Ki を含む方の領域を Ui(R)とおく. また, 任意の

R′ ∈ (R,R2)を固定し, Ui := Ui(R
′)とおく. z ∈ U1, w ∈ U2 が同値であることを

ϕ1(z)

R

ϕ2(w)

R
= 1 (すなわち, |ϕ1(z)| · |ϕ2(w)| = Rdかつ arg ϕ1(z) = − arg ϕ2(w))

が成り立つことにより定め, この同値関係 ∼に関する商空間

SR := U1 ⊔ U2/ ∼ (∼= S2)

を考える. 各 iに対し, 射影を qi,R : Ui → SR とおくと, {(q−1
i,R : qi,R(Ui) → C)}i=1,2 に

より複素構造を入れることで SR はリーマン面となる (一意化定理より, SR は Ĉ と等角
同型である). ここで, 等式 (1) より fi(Ui(R)) = Ui(R

d) であるから, 以下のようにして

正則写像 F̃R : SR → SRd が定まる.

F̃R =

{
q1,Rd ◦ f1 ◦ q−1

1,R on q1,R(U1)

q2,Rd ◦ f2 ◦ q−1
2,R on q2,R(U2)

よって, 2つの等角写像 h : SR → Ĉ, h̃ : SRd → Ĉを用いて FR := h̃ ◦ F̃R ◦ h−1 とおけ

ば, FR : Ĉ → Ĉは有理写像になる (メビウス変換による共役を除いて一意に定まってい

る). {FR}R>1 を f1, f2 の slow matingという.

形式的には, R = ∞の場合の slow matingが formal matingに対応しており, R を 1

に近付けていく過程が slow matingであると考えられる. 実際第 5章では, formal mating

と slow matingをある意味で結びつけるような同相写像を構成することで, slow mating

の R → 1としたときのある種の極限として formal matingと関連した有理写像が得られ

ることを説明する.
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図 4 basilicaと rabbitの slow mating (d = 2)

3 Canonical obstruction

本章では, 第 1 章で定義した Thurston obstruction のうち, Thurston pullback map

の反復合成により縮んでいく特別な性質をもつ, canonical obstructionを定義する.

f を Thurston mapとする.

Definition 14 (Teichmüller空間).

2つの向きを保つ同相写像 ψ, ψ′ : (S2, Pf ) → Ĉに対して以下の 2条件をみたすメビ

ウス変換m : Ĉ → Ĉが存在するとき, ψ と ψ′ は同値であるという.

(i) m ◦ ψ |Pf
= ψ′ |Pf

(ii) m ◦ ψ は ψ′ に Pf を留めてイソトピック

この同値関係に関する ψ の同値類を [ψ]で表すこととし,

Tf := {[ψ] | ψ : (S2, Pf ) → Ĉは向きを保つ同相写像 }

を, f の Teichmüller空間という.

Definition 15 (Thurston pullback map).

向きを保つ同相写像 ψ : (S2, Pf ) → Ĉ を固定する. Ĉ の複素構造を {(φi : Ui → C)}
と表す. ψ は同相写像だから, (S2, Pf ) の複素構造を µ := {(φi ◦ ψ : ψ−1(Ui) → C)}
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で定める. これを用いて, (S2, Pf ) の別の複素構造 µ′ を以下のように定める. まず

a ∈ S2∖Critf に対し, f(a)を含む µの元 φj ◦ ψ : ψ−1(Uj) → Cを, f−1(ψ−1(Uj))の a

を含む連結成分 Vj に対して f |Vj が単射になるように十分小さく取る. そして, aの局所

座標を φj ◦ψ ◦f : Vj → Cと定める. 次に b ∈Critf に対しては, f が branched mapであ

ることから, 以下の 3条件をみたす 2つの局所座標 ξb : Vb → C, φk ◦ ψ : ψ−1(Uk) → C
が取れる.

(i) b ∈ Vb, f(b) ∈ ψ−1(Uk)

(ii) ξb(b) = (φk ◦ ψ)(f(b)) = 0

(iii) (φk ◦ ψ) ◦ f ◦ ξ−1
b (z) = zdeg(f,b) on ξb(Vb)

このことから, bの局所座標を ξb : Vb → Cと定める. 以上で定義した µ′ を入れた S2 を

S2
µ′ で表すこととする. このとき, 一意化定理より等角写像 ψ′ : (S2

µ′ , Pf ) → Ĉが存在す
る. σf : Tf → Tf ; [ψ] → [ψ′]を Thurston pullback mapという. (ψ′ は以下の可換

図式をみたすように定まっている. )

(S2, Pf )
ψ′

//

f

��

(Ĉ, ψ′(Pf ))

ある有理写像
��

(S2, Pf )
ψ // (Ĉ, ψ(Pf ))

⟲

一般に, 3点以上含む有限集合 Z に対し, S2 ∖ Z に双曲計量を入れる. すなわち, 普遍

被覆写像 π : D → S2 ∖ Z による D 上の双曲計量 ρD = 2|dz|/(1 − |z|2) の押し出しを
S2 ∖ Z の計量と定める.

以下, #Pf ≥ 3を仮定する.

Theorem 3 ([4] Proposition 3.3.8).

S2 ∖Pf 上の essential curve γ に対し, γ にホモトピックな S2 ∖Pf 上の双曲計量に関

する単純閉測地線がただ 1つ存在する.

Definition 16 (canonical obstruction).

τ = [ψ] ∈ Tf , S2 ∖ Pf 上の essential curve γ に対し, Theorem 3より, ψ(γ)にホモト

ピックな Ĉ ∖ ψ(Pf )上の双曲計量に関する単純閉測地線がただ 1つ存在する. この曲線

の双曲計量に関する長さを lτ (γ) とおく. また, τi := σif (τ) (i ∈ N) と定める. このとき,

任意の τ ∈ Tf に対して lτi(γ)
i→∞−→ 0となるような S2 ∖ Pf 上の essential curve γ から

なる最大の multicurve Γc を, f の canonical obstructionという.
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Remark 8.

Pf を留めたイソトピーによる変形で互いに移り合わない Γc の 2つの元 γ, γ′ が共通部

分を持つと仮定する. このとき collaring theorem([3] Theorem 3.8.3) より, γ の双曲計

量に関する長さが 0 に近づくとき, γ′ の双曲計量に関する長さは発散するので, γ′ ∈ Γc

に矛盾. 以上より, Γc は Pf を留めたイソトピーによる変形を除いて一意に定まる.

以下, f は hyperbolic orbifoldをもつとする.

Theorem 4 ([7] Theorem 1.1).

(1) Γc = ∅ならば, f はある有理写像に Thurston equivalentである.

(2) Γc ̸= ∅ならば, Γc は f の Thurston obstructionである.

Theorem 5 ([7] Theorem 1.2).

任意の τ ∈ Tf に対し, 正の定数 Eτ が一様に取れて,

γ /∈ Γcならば lτi(γ) ≥ Eτ

が任意の i ∈ Nに対して成立する.

よって特に, τi の代表元を ψi としたとき, iを大きくしていくごとに ψi(Pf )の元が密

集していくことが分かれば, ψi(γ) がそれらの元を囲むような γ ∈ Γc が存在すると考え

られる. そのため第 5章では, 各 iに対して ψi(Pf )の元の座標を計算することができる,

Jungの手法について述べる.

また, Theorem 4 (1)の対偶および Theorem 1より, 以下が成立する.

Theorem 6.

f が obstructionをもつならば, f は空でない canonical obstructionをもつ.

4 Quadratic mating

本章では, 2次多項式 fc(z) := z2+c (c ∈ C)に焦点を絞り, formal matingがThurston

obstructionをもつ条件を示した Tanの定理, Hubbard treeを用いた formal matingの

canonical obstructionの特徴付けを示した Jungの定理を述べる.

Kfc を単にKc と表すこととする.

Definition 17 (Mandelbrot集合).

M := {c ∈ C | Kc は連結 }をMandelbrot集合という.
◦
Mの連結成分の中で 0を含

14



むものをW0 とおく.

図 5 Mandelbrot集合

これを用いることで, 2 次多項式の formal mating が Thurston obstruction をもつか

どうかを判定する根拠となる, Tanの定理を主張できる.

Theorem 7 (Tan, [11] Theorem 1.1).

fc1 , fc2 がともに postcritically finiteで, かつ c1, c2 がM∖W0 の同じ連結成分に含ま

れるならば, fc1 ⊎ fc2 はどんな有理写像にも Thurston equivalentではない.

以下, 0が fc の周期 nの周期点である場合を考えることとする. Remark 6より, Kc は

連結かつ局所連結である.

Theorem 8 ([4] Proposition 10.4.3).
◦
Kc の連結成分の中で, 0を含むものを V0 とおく. このとき, 以下の 2つが成立する.

(i) D上正則かつ η−1
V0

◦ fnc ◦ ηV0(z) = z2 (z ∈ D) (特に ηV0(0) = 0)をみたす同相写像

15



ηV0 : D → V0 が一意に存在する.

D z 7→z2 //

ηV0

��

D

ηV0

��
V0

fn
c // V0

⟲

(ii)
◦
Kc の連結成分 V に対し, fmc : V → V0 が等角写像となる最小のm ∈ Nが取れる.

Carathéodoryの定理より, 各等角写像 (fmc |V )−1 ◦ ηV0 : D → V は ∂D上まで同相に
拡張できる. 拡張後の同相写像を ηV : D → V で表す.

Definition 18 (internal ray).
◦
Kc の連結成分 V に対し, {ηV (re2πit)}0≤r≤1 を V の角度 tの internal rayという.

Definition 19 (regulated path).

区間 [0, 1] を Kc に埋め込んだもので,
◦
Kc の各連結成分との共通部分が高々 2 つの

internal rayしかないものを, Kc 上の regulated pathという.

Definition 20 (Hubbard tree).

Pfc = {fkc (0)}1≤k≤n のうち, 2点を端点にもつ Kc 上の regulated path全ての和集合

Tc を, fc の Hubbard tree という. また, (Tc ∩
◦
Kc) ∖ Pfc の各連結成分を, それぞれ

Hubbard treeの edgeと呼ぶこととする.

図 6 左:basilica 右:rabbit の Hubbard tree.
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c1 ̸= 0を以下の 2つをみたすように取る.

(i) fc1 は postcritically finiteである.

(ii) c2 := c1 とおくと, fc1 ⊎ fc2 は hyperbolic orbifoldをもつ.

このとき Theorem 1, 6, 7 より, fc1 ⊎ fc2 は canonical obstruction Γ をもつ. また,

c2 = c1 であることに対応して, Tc1 の edge E を実軸に関して反転させたとき, Tc2 のあ

る edgeに一致することがわかる. これを Ẽ と表すこととする. 以上の仮定の下で, 次の

Jungの定理が成り立つ.

Theorem 9 (Jung, [12] Proposition 3.8).

任意の γ ∈ Γに対し, Tc1 の edge E で γ が φ0(E)および φ∞(Ẽ)と交わるものがただ

1つ存在する.

Jungの定理は, 第 6章で行う canonical obstructionの推定を裏付ける役割を果たす.

5 Jung’s method

本章では, formal mating の postcritical set が Thurston pullback map の反復合成

によりどのように移動していくか計算できる, Jung の手法について説明する. その後,

canonical obstructionを利用することで, slow matingのある種の極限として有理写像を

導出する方法についても述べる.

p, q ∈ C を, P (z) := z2 + p, Q(z) := z2 + q が共に postcritically finite となるよう

に取る. f := P ⊎ Q とおく. 各 i ∈ N ∪ {0} に対し, pi := P i(0), qi := Qi(0) とおき,

Np := #{Pn(0)}n∈N, Nq := #{Qn(0)}n∈N と定める.

Remark 9.

定義より, 0が P の周期 Np の周期点であることと, pNp = 0であることは同値である.

同様に, 0が Qの周期 Nq の周期点であることと, qNq = 0であることは同値である.

R ≥ 5を固定し, 0 ≤ t ≤ 1に対して Rt = R21−t

と定める. このとき, 各 tに対し Rt =

R2
t+1, および Rt

t→∞−→ 1となっていることから, P , Qの slow mating {FRt}0≤t<∞ を単

に {Ft}0≤t<∞ と表す. Thurston pullback map σf の反復合成による f の postcritical

set の挙動を見るため, 向きを保つ同相写像の族 {ψt : (S2, Pf ) → Ĉ}0≤t<∞ で以下の可
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換図式をみたすものを構成したい.

S2
ψt+1 //

f

��

Ĉ

Ft

��
S2 ψt // Ĉ

⟲

各 t ≥ 0に対して σf ([ψt]) = [ψt+1]と定まっていくことから, σf ([ψ0]) = [ψ1]をみたす

{ψt}0≤t≤1 を構成すれば十分である. まず,

F0(z) =
1 + (q/R2)

1 + (p/R2)

z2 + (p/R2)

1 + (q/R2)z2

と正規化する. そして |z| ≤ 4に対して,

ψt(φ0(z)) :=
1 + (q/R2)(1− t)

1 + (p/R2)(1− t)

z/Rt
1 + (q/R4)(1− t)(z − p)

ψt(φ∞(z)) :=
1 + (q/R2)(1− t)

1 + (p/R2)(1− t)

1 + (p/R4)(1− t)(z − q)

z/Rt

と定めると, R0 = R2 に注意すれば, |z| ≤ 4のとき

F0 ◦ ψ1 ◦ φ0(z) = F0

( z
R

)
=

1 + (q/R2)

1 + (p/R2)

(z2 + p)/R2

1 + (q/R4){(z2 + p)− p}
= ψ0 ◦ φ0 ◦ P (z)

F0 ◦ ψ1 ◦ φ∞(z) = F0

(
R

z

)
=

1 + (q/R2)

1 + (p/R2)

1 + (p/R4){(z2 + q)− q}
(z2 + q)/R2

= ψ0 ◦ φ0 ◦Q(z)

となっているので, φ0({|z| ≤ 4})および φ∞({|z| ≤ 4})上では F0 ◦ ψ1 = ψ0 ◦ f がみた
されている.

ここで Remark 6より p, q ∈ Mであることと, M ⊂ {|z| ≤ 2}(Hubbard 2 Proposition

and Definition 10.5.4) より, |p|, |q| ≤ 2 である. これと R ≥ 5 より, |z| ≤ 4 のとき

|ψt(φ0(z))| < 1, |ψt(φ∞(z))| > 1 となっているから, φ0({|z| ≤ 4}), φ∞({|z| ≤ 4}) 以
外のところを ψt : (S

2, Pf ) → Ĉ が向きを保つ同相写像になるように補完する. そのと

き, |z| ≤ 4 で ψt(φ0(z)) ≈ z/Rt, ψt(φ∞(z)) ≈ Rt/z であることに注意すれば, ψt は実

軸を実軸の近くに写し, |z| = 1 の近くで恒等写像に近くなるように取れるから. さらに

F0 ◦ ψ1 = ψ0 ◦ f もみたすように ψ0, ψ1 を拡張することで, σf ([ψ0]) = [ψ1]を得る.

以上の {ψt}0≤t≤1 を σf で移していくことで, 目的の {ψt}0≤t<∞ が得られる. ただし各

t ≥ 1 に対し, σf ([ψt]) = [ψt+1] の代表元は ψ1 のように, ψt+1(0) = 0, ψt+1(∞) = ∞,

Ft(1) = 1となるものを選ぶこととする. 各 0 ≤ t <∞および i ∈ Nに対して

xi(t) := ψt(φ0(pi)) , yi(t) := ψt(φ∞(qi))
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と定めると, 以下の可換図式と P (pi) = pi+1, Q(qi) = qi+1 が成り立つことより,

Ft(xi(t+ 1)) = xi+1(t) , Ft(yi(t+ 1)) = yi+1(t) (2)

となる.

C
φ0 //

P

��

D
ψt+1 //

f

��

Ĉ

Ft

��
C

φ0 // D
ψt //

⟲

Ĉ

⟲

C
φ∞ //

Q

��

Ĉ ∖ D
ψt+1 //

f
��

Ĉ

Ft

��
C

φ∞ // Ĉ ∖ D
ψt //

⟲

Ĉ

⟲

ここで, 特に i = 0のときを考えれば, Ft : 0 7→ x1(t), 1 7→ 1, ∞ 7→ y1(t)となっている.

一方, P およびQの critical pointは 0のみだから, ψt+1 ◦φ0(0) = 0, ψt+1 ◦φ∞(0) = ∞
は Ft のただ 2つの critical pointである. よって以下の補題を用いれば,

Ft(z) =
(1− x1(t))y1(t)z

2 − (1− y1(t))x1(t)

(1− x1(t))z2 − (1− y1(t))

と求めることができる.

Lemma 1.

次数 2の有理写像 hが Crith = {0,∞}をみたすならば, ある a, b, c, d ∈ Cが存在して
h(z) = (az2 + b)/(cz2 + d)と書ける.

Proof. h(z) = (a2z
2+a1z+a0)/(b2z

2+b1z+b0) (ai, bi ∈ C, a2 ̸= 0または b2 ̸= 0)と書

ける. a1 = b1 = 0を示せばよい. 0 ∈ Crithより h′(0) = 0を解くと, a1b0−a0b1 = 0とな

る. h̃(z) := 1/h(1/z)とおいたとき, ∞ ∈ Crithより h̃′(0) = 0を解くと, a2b1−a1b2 = 0

となる.

a1 ̸= 0を仮定する. このとき, h(z)/a1 = (a2z
2+a1z+a0)/(a1b2z

2+a1b1z+a1b0) =

(a2z
2 + a1z + a0)/(a2b1z

2 + a1b1z + a0b1) ≡ 1/b1 より, deg h = 0となり矛盾. b1 ̸= 0

を仮定したとき, 上と同様にして計算すれば b1 · h(z) ≡ a1 となるので, deg h = 0となり

矛盾. したがって a1 = b1 = 0. □

等式 (2)において Ft による逆像を考えることで, 以下の関係式を得る.

zi(t+ 1) = ±

√
1− y1(t)

1− x1(t)

zi+1(t)− x1(t)

zi+1(t)− y1(t)
(z = x or y) (3)

ただし ±は, zi(t)が t ∈ Nにおいて連続になるように選んでいくこととする.
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ここまでが Jung の手法である. 次に, canonical obstruction を利用した有理写像 Fj
の導出方法について述べる.

以下, 0が P および Qの周期点で, Np = Nq = N である場合を考える.

Remark 10.

Remark 9より, xN (t) ≡ 0, yN (t) ≡ ∞ (0 ≤ t ≤ 1)である. これと, 等式 (2)より

Ft(xN (t+ 1)) = x1(t) = Ft(0) , Ft(yN (t+ 1)) = y1(t) = Ft(∞) (0 ≤ t <∞)

であること, および CritFt = {0,∞}から,

xN (t) ≡ 0 , yN (t) ≡ ∞ (0 ≤ t <∞)

が成り立つ.

Definition 21 (zoom).

以上の Ft は, 任意の 0 ≤ t < ∞ に対して xN (t) は 0, yN (t) は ∞, 1 は 1 に固定さ

れるように定められている. この意味で, 以上の正規化を N-zoom とよぶ. ここで各

j = 1, 2, ..., N に対し,

ηj,t(z) :=
(z − xj(t))(1− yj(t))

(z − yj(t))(1− xj(t))
(0 ≤ t <∞)

と定め, x̃i(t) := ηj,t(xi(t)), ỹi(t) := ηj,t(yi(t)) (i = 1, 2, ..., N) とおく. このとき,

Fj,t := ηj,t ◦ Ft ◦ η−1
j−1,t−1 について Remark 10 と同様の議論をすれば, x̃j(t) ≡ 0,

ỹj(t) ≡ ∞ (0 ≤ t < ∞), および Fj,t(1) = 1が成り立つ. この正規化を j-zoomとよぶ.

(Ft = FN,t となっている.)

Notation.

f を Thurston map とし, τ := [ψ] ∈ Tf , τi := σif (τ) とする. j-zoom を与える各 τi

の代表元を ψi で表すこととする. f が canonical obstruction {γk}1≤k≤n をもつとき,

(γk)j ∈ Ĉを以下のように定義する. まず ψi(γk)にホモトピックな Ĉ ∖ ψi(Pf )上の双曲

計量に関する単純閉測地線を (γk)i,j で表すこととすると, canonical obstructionの定義

より, i → ∞ としたとき (γk)i,j の双曲計量に関する長さは 0 に収束する. よって特に,

Ĉ ∖ (γk)i,j の 0,∞を含まない方の連結成分は, i → ∞としたとき Ĉ上の球面計量に関
して 1点に退化する. この点を (γk)j と定める.

Theorem 10 ([8] Proposition 6.2).

Fj,t が canonical obstruction Γj をもつとする. このとき, Fj,t は t → ∞としたとき,

Ĉ ∖
∪
k{(γk)j}上で正則写像 Fj に広義一様収束する.
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さらに, リーマンの除去可能特異点定理 ([9] Theorem 1.8) により Fj を
∪
k{(γk)j}上

まで正則に拡張することで, Fj,t の極限として有理写像 Fj を得ることができる.

6 Application

本章では, 第 5 章の手法を 2 つの具体例に適用し, その結果から推定される canonical

obstructionと Jungの定理との整合性を確認する. また, それを利用して得られる有理写

像 Fj も導出する. なお, ここで用いたMathematicaによる近似計算プログラムは, 第 7

章に掲載してある.

(1)basilica ⊎ basilica

P (z) = Q(z) := z2 − 1 (p = q = −1)の formal mating f = P ⊎Qを考える. P およ

び Q はただ 1 つの周期的な critical point 0 をもつことからオイラー標数を計算すると,

χ(Of ) = −2 < 0となる. よって f は hyperbolic orbifoldをもち, これと p = −1 = q̄ か

ら, Theorem 1, 6, 7 より f は canonical obstruction をもつ. プログラム 1 を適用すれ

ば, 次ページの表 1のような, 1または −1に近付いていく数列が得られる. 図 7は, この

結果を単位球面上にプロットしたものを表している.

図 7 t ∈ Nにおける各 xi(t), yi(t)の値.
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表 1 プログラム 1から生成されるリストの中身

\ 1-zoom 2-zoom

t x2(t) y2(t) x1(t) y1(t)

2 0.01 100 -0.01 -100

3 0.1 10 -0.1 -10

4 0.316228 3.16228 -0.316228 -3.16228

5 0.562341 1.77828 -0.562341 -1.77828

6 0.749894 1.33352 -0.749894 -1.33352

7 0.865964 1.15478 -0.865964 -1.15478

8 0.930572 1.07461 -0.930572 -1.07461

9 0.964662 1.03663 -0.964662 -1.03663

10 0.982172 1.01815 -0.982172 -1.01815

11 0.991046 1.00904 -0.991046 -1.00904

12 0.995513 1.00451 -0.995513 -1.00451

13 0.997754 1.00225 -0.997754 -1.00225

14 0.998876 1.00112 -0.998876 -1.00112

15 0.999438 1.00056 -0.999438 -1.00056

16 0.999719 1.00028 -0.999719 -1.00028

17 0.999859 1.00014 -0.999859 -1.00014

18 0.99993 1.00007 -0.99993 -1.00007

19 0.999965 1.00004 -0.999965 -1.00004

20 0.999982 1.00002 -0.999982 -1.00002

21 0.999991 1.00001 -0.999991 -1.00001

22 0.999996 1. -0.999996 -1.

23 0.999998 1. -0.999998 -1.

24 0.999999 1. -0.999999 -1.

25 0.999999 1. -0.999999 -1.

26 1. 1. -1. -1.
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よって, 下表のような収束性が推定される.

\ x1(t), y1(t)
t→∞−→ x2(t), y2(t)

t→∞−→
1-zoom 0,∞ 1

2-zoom −1 0,∞

し た が っ て, canonical obstruction を 構 成 す る に は, {φ0(p1), φ∞(q1)} と
{φ0(p2), φ∞(q2), 1} を分割する essential curve を見つければよいと考えられる.

例えば, KP , KQ それぞれに対し角度 1/3, 2/3の external rayを考え,

Γ = {γ := φ0(R1/3(KP )) ∪ φ0(R2/3(KP )) ∪ φ∞(R1/3(KQ)) ∪ φ∞(R2/3(KQ))}

と定めると, Γは f の canonical obstructionになると推定される.

Γ が obstruction であることは以下のように確認できる. まず, 1/3 ≡ −2/3, 2/3 ≡
−1/3 (mod Z) であることから, Remark 7 より γ は単純閉曲線である. そして, 図 8

下段より Pf は γ により {φ0(0), φ∞(0)} と {φ0(−1), φ∞(−1)} の 2 点ずつに分かれて

いるため, γ は essential である. よって, Γ は (S2, Pf ) 上の multicurve である. 次に,

Proposition 2より P (Rt) = R2t (t ∈ R/Z)であることから,

P−1(R1/3(KP ) ∪R2/3(KP )) = R1/3(KP ) ∪R2/3(KP ) ∪R1/6(KP ) ∪R5/6(KP )

である. よって,

γ̃ := φ0(R1/6(KP )) ∪ φ0(R5/6(KP )) ∪ φ∞(R1/6(KQ)) ∪ φ∞(R5/6(KQ))

とおいたとき, f−1(γ) = γ ∪ γ̃ である. ここで, S2 ∖ γ̃ の連結成分のうち 1を含む方には

Pf の元が含まれないから, γ̃ は essentialではない. したがって, Γは f -stable multicurve

である. またこの議論から, Thurston matrixは 1× 1行列 (1)と求まり, λΓ = 1 ≥ 1で

あることから Γは f の obstructionであることが分かる. そして, Remark 8より Pf を

留めたイソトピーにより γ を動かしても canonial obstruction は不変なので, 例えば図

8 左下のように δ を取れば, Tp のただ 1 つの edge E := (−1, γ(1/3)) に対して φ0(E),

φ∞(Ẽ)は δ と交わっており, 上の推定は Theorem 9と整合的である.

次に以下の Theoremを用いて, 1-zoomおよび 2-zoomから得られる有理写像を求める.

Theorem 11 ([5] Theorem 7.2).

次数 dの定数でない有理写像の critical pointは, 重複度を込めて (2d− 2)個存在する.
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図 8 basilicaどうしの formal matingの canonical obstruction

最初に 2-zoomの場合の有理写像 F2 を求める. F2 の critical pointは 0,∞(いずれも

simple) だから, Theorem 11 より deg F2 = 2である. よって Lemma 1より, F2(z) =

(az2 + b)/(cz2 + d)と書ける. まず, f(0) = 0だから F2(0) = 0より b = 0, f(∞) = ∞
だから F2(∞) = ∞より c = 0と求まる. また, f(γ) = γ より F2((γ)2) = (γ)1 だが, プ

ログラムの結果より (γ)1 = −1, (γ)2 = 1なので, a = d と求まる. よって, F2(z) = z2

と求まる.

同様にして 1-zoom の場合の有理写像 F1 を求める. まず F1 の critical point は

pinching により消失しているため, Theorem 11 より deg F1 = 1 である. そして

F1(0) = 0, F1((γ)1) = (γ)2, F1(∞) = ∞であることから, F1(z) = −z と求まる.
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図 9 1-zoom, 2-zoomから得られる有理写像

(2)rabbit ⊎ anti-rabbit

P 3(0) = 0 かつ Im(p) > 0 をみたす唯一の p を取り, q := p̄ とおく. Kp, Kq はそれ

ぞれ, rabbit, anti-rabbitと呼ばれている (Kp を実軸に関して反転させると Kq と一致す

る). 改めて f = P ⊎Qとおく. #Pf = 6 ≥ 5だから, Proposition 1より f は hyperbolic

orbifoldをもつ. これと p = q̄ から, Theorem 1, 6, 7より f は canonical obstructionを

もつ. プログラム 2を適用すれば, プログラム 1と同様に 1または −1に値が近付いてい

く数列が得られる. 図 10は, この結果を単位球面上にプロットしたものを表している.
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図 10 t ∈ Nにおける各 xi(t), yi(t)の値.

よって, 下表のような収束性が推定される.

\ x1(t), y1(t)
t→∞−→ x2(t), y2(t)

t→∞−→ x3(t), y3(t)
t→∞−→

1-zoom 0,∞ 1 1

2-zoom 1 0,∞ 1

3-zoom −1 −1 0,∞

し た が っ て, canonical obstruction を 構 成 す る に は, {φ0(p1), φ∞(q1)} と
{φ0(p2), φ∞(q2)} と {φ0(p3), φ∞(q3), 1} を分割する essential curves を見つけれ

ばよいと考えられる. しかし, (1) のように直接 external ray を用いる方法では,

γf (1/7) = γf (2/7) = γf (4/7) で曲線どうしが交わってしまうため multicurve の定

義に反する. ただし Remark 8 より Pf を留めたイソトピーによる移動は許されてい

るため, external ray から得られる曲線を動かして交わらないようにすれば, 目的の

essential curvesが得られる. よって例えば図 11のように 3つの curve δ1, δ2, δ3 を取り,

γ1 := φ0(δ1) ∪ φ∞(δ∗1), γ2 := φ0(δ2) ∪ φ∞(δ∗2), γ3 := φ0(δ3) ∪ φ∞(δ∗3) (閉包と区別す

るため, ここでは添え字*で複素共役を表すこととする) とおいたとき, Γ = {γ1, γ2, γ3}
は f の canonical obstructionになると推定される.

Γ が obstruction であることは以下のように確認できる. まず, 任意の z ∈ C に対
して arg(φ0(z)) =arg(φ∞(z∗)) となっていることから, 各 i = 1, 2, 3 に対して φ0(δi)

と φ∞(δ∗i ) の 2 つの極限点は ∂D 上で一致するので, 各 γi は単純閉曲線である. また,

26



γ1 は Pf を {φ0(p
2 + p), φ∞(q2 + q), φ0(0), φ∞(0)}と {φ0(p), φ∞(q)}に分割するので,

essentialである. 同様にして γ2, γ3 も essentialである. 互いに Pf を留めてホモトピッ

クではなく共通部分をもたないことも図 11より従うので, Γは (S2, Pf )上の multicurve

である.

次に Γが f -stableであることを示す. 図 11では, 各 δi とその逆像 P−1(δi)を同じ色に

している. このことに注意すれば, f−1(γ1)は, γ3に Pf を留めてホモトピックな essential

curve と, essential ではない curve の和集合となる. 同様にして f−1(γ2) の essential な

連結成分は γ1 に, f−1(γ3)の essentialな連結成分は γ2 に Pf を留めてホモトピックだか

ら, Γは f -stableである.

図 11 rabbit, anti-rabbitの external rayを基準とした変形
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またこの議論から, Thurston matrixは0 1 0
0 0 1
1 0 0


と求まり, λΓ = 1 ≥ 1であることから Γは f の obstructionであることが分かる. そし

て, Tp の 3つの edgeをそれぞれ δ1, δ2, δ3 が通過しているため, 上の推定は Theorem 9

と整合的である.

最後に, 1-zoom, 2-zoom, 3-zoom から得られる有理写像を求める. まず次数に関して

は, (1)の場合と同様にして deg(F1) =deg(F2) = 1, deg(F3) = 2と求まる. 各 Fi が 0,

∞ を固定することも同様に示せる. そして, 再び図 11 の色の対応に注意すれば, f(γ1)

は γ2 に, f(γ2) は γ3 に, f(γ3) は γ1 に Pf を留めてホモトピックであることが分かり,

F1((γ1)1) = (γ2)2, F2((γ2)2) = (γ3)3, F3((γ3)3) = (γ1)1 となる. プログラムの結果よ

り (γ1)1 = (γ2)2 = 1, (γ3)3 = −1 だから, F1(z) = z, F2(z) = −z, F3(z) = z2 と求

まる.

(3)これら以外の場合

周期 4および周期 5の場合についても同様にしてプログラムを構成し適用した結果, そ

の結果から推定される canonical obstruction と Jung の定理との整合性が確認できた.

より大きな周期に対しても整合性が得られることが期待される.

また, 本論文では Tanの定理や Jungの定理を用いるために 2次多項式に焦点を絞った

が, 第 5章で説明した Jungの手法は 3次以上の多項式に対しても拡張できる. よって本

論文の推定手法の応用として, 一般の formal matingに対する Thurston obstructionの

存在を数値的に検証することなどが考えられる.
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7 Appendix

プログラム 1(basilica ⊎ basilicaに適用)

k := 2

p := -1//N

q := -1//N

r := 10000

P[z_] := z^2+p

Q[z_] := z^2+q

R[t_] := r^(2^(1-t))

postp[n_] := Nest[P,0,Mod[n,k,1]]

postq[n_] := Nest[Q,0,Mod[n,k,1]]

Np := k

Nq := k

xpull[i_,t_,0] :=

((R[0]+(1-t)q)postp[i]R[0]^2)

/((R[0]+(1-t)p)R[t](R[0]^2 + (1-t)q(postp[i]-p)))

ypull[i_,t_,0] :=

((R[0]+(1-t)q)R[t](R[0]^2+(1-t)p(postq[i]-q)))

/((R[0]+(1-t)p)postq[i]R[0]^2)

xbranch[i_,t_,j_] :=

Sqrt[((1-ypull[1,t,j-1])(xpull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-xpull[1,t,j-1]))

/((1-xpull[1,t,j-1])(xpull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-ypull[1,t,j-1]))]

ybranch[i_,t_,j_] :=

Sqrt[((1-ypull[1,t,j-1])(ypull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-xpull[1,t,j-1]))

/((1-xpull[1,t,j-1])(ypull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-ypull[1,t,j-1]))]

xbranch[k,t_,j_] := 0

ybranch[k-1,t_,j_] := Sqrt[(1-ypull[1,t,j-1])/(1-xpull[1,t,j-1])]

g1[z_,t_,j_] :=

((z-xpull[1,t,j])(1-ypull[1,t,j]))

/((z-ypull[1,t,j])(1-xpull[1,t,j]))
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g1infty[t_,j_] := (1-ypull[1,t,j])/(1-xpull[1,t,j])

pulltimes := 25

listx12 := {}

listy12 := {}

listx21 := {}

listy21 := {}

For[j = 1, j <= pulltimes, j++,

For[i = 1, i <= Np, i++,

If[Abs[xbranch[i,0,j]-xpull[i,1,j-1]]<

Abs[-xbranch[i,0,j]-xpull[i,1,j-1]],

xpull[i,0,j]=xbranch[i,0,j],

xpull[i,0,j]=-xbranch[i,0,j]

]

If[Abs[xpull[i,0,j]-xbranch[i,1,j]]<

Abs[-xpull[i,0,j]-xbranch[i,1,j]],

xpull[i,1,j] = xbranch[i,1,j],

xpull[i,1,j] = -xbranch[i,1,j]

]

]

For[i = 1, i <= Nq - 1, i++,

If[Abs[ybranch[i,0,j]-ypull[i,1,j-1]]<

Abs[-ybranch[i,0,j]-ypull[i,1,j-1]],

ypull[i,0,j]=ybranch[i,0,j],

ypull[i,0,j]=-ybranch[i,0,j]

]

If[Abs[ypull[i,0,j]-ybranch[i,1,j]]<

Abs[-ypull[i,0,j]-ybranch[i,1,j]],

ypull[i,1,j] = ybranch[i,1,j],

ypull[i,1,j] = -ybranch[i,1,j]

]

]

AppendTo[listx12,xpull[1,1,j]]

AppendTo[listy12,ypull[1,1,j]]
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AppendTo[listx21,g1[xpull[2,1,j],1,j]]

AppendTo[listy21,g1infty[1,j]]

]

proj[{x_,y_}] :=

{(2x)/(1+x^2+y^2),(2y)/(1+x^2+y^2),(-1+x^2+y^2)/(1+x^2 +y^2)}

gx12 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx12]],PlotStyle -> Red]

gy12 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy12]],PlotStyle -> Blue]

gx21 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx21]],PlotStyle -> Orange]

gy21 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy21]],PlotStyle -> Green]

gsp := Graphics3D[{GrayLevel[0.9,0.1], Sphere[{0,0,0}]},Boxed -> False]

Show[gsp,gx21,gy21,ViewPoint -> Front]

Show[gsp,gx12,gy12,ViewPoint -> Front]

プログラム 2(rabbit ⊎ anti-rabbitに適用)

k := 3

f[z_] := z^2+c

Solve[Nest[f,0,k] == 0 && Im[c] > 0, c]

{{c -> Root[1 + #1 + 2 #1^2 + #1^3 &, 3]}}

p := Root[1 + #1 + 2 #1^2 + #1^3 &, 3]//N

q := Conjugate[p]

r := 10000

P[z_] := z^2 + p

Q[z_] := z^2 + q

R[t_] := r^(2^(1 - t))

postp[n_] := Nest[P,0,Mod[n,k,1]]

postq[n_] := Nest[Q,0,Mod[n,k,1]]

postp[k] := 0

postq[k] := 0

Np := k

Nq := k

xpull[i_,t_,0] :=

((R[0]+(1-t)q)postp[i]R[0]^2)

/((R[0]+(1-t)p)R[t](R[0]^2 + (1-t) q (postp[i]-p)))
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ypull[i_,t_,0] :=

((R[0]+(1-t)q)R[t](R[0]^2+(1-t)p(postq[i]-q)))

/((R[0]+(1-t)p)postq[i]R[0]^2)

xbranch[i_,t_,j_] :=

Sqrt[((1-ypull[1,t,j-1])(xpull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-xpull[1,t,j-1]))

/((1-xpull[1,t,j-1])(xpull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-ypull[1,t,j-1]))]

ybranch[i_,t_,j_] :=

Sqrt[((1-ypull[1,t,j-1])(ypull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-xpull[1,t,j-1]))

/((1-xpull[1,t,j-1])(ypull[Mod[i,k]+1,t,j-1]-ypull[1,t,j-1]))]

xbranch[k,t_,j_] := 0

ybranch[k-1,t_,j_] := Sqrt[(1-ypull[1,t,j-1])/(1-xpull[1,t,j-1])]

g1[z_,t_,j_] :=

((z-xpull[1,t,j])(1-ypull[1,t,j]))

/((z-ypull[1,t,j])(1-xpull[1,t,j]))

g2[z_,t_,j_] :=

((z-xpull[2,t,j])(1-ypull[2,t,j]))

/((z-ypull[2,t,j])(1-xpull[2,t,j]))

g1infty[t_,j_] := (1-ypull[1,t,j])/(1-xpull[1,t,j])

g2infty[t_,j_] := (1-ypull[2,t,j])/(1-xpull[2,t,j])

pulltimes := 50

listx12 := {}

listy12 := {}

listx13 := {}

listy13 := {}

listx21 := {}

listy21 := {}

listx23 := {}

listy23 := {}

listx31 := {}

listy31 := {}

listx32 := {}

listy32 := {}

For[j = 1, j <= pulltimes, j++,
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For[i = 1, i <= Np, i++,

If[Abs[xbranch[i,0,j]-xpull[i,1,j-1]]<

Abs[-xbranch[i,0,j]-xpull[i,1,j-1]],

xpull[i,0,j]=xbranch[i,0,j],

xpull[i,0,j]=-xbranch[i,0,j]

]

If[Abs[xpull[i,0,j]-xbranch[i,1,j]]<

Abs[-xpull[i,0,j]-xbranch[i,1,j]],

xpull[i,1,j] = xbranch[i,1,j],

xpull[i,1,j] = -xbranch[i,1,j]

]

]

For[i = 1, i <= Nq - 1, i++,

If[Abs[ybranch[i,0,j]-ypull[i,1,j-1]]<

Abs[-ybranch[i,0,j]-ypull[i,1,j-1]],

ypull[i,0,j]=ybranch[i,0,j],

ypull[i,0,j]=-ybranch[i,0,j]

]

If[Abs[ypull[i,0,j]-ybranch[i,1,j]]<

Abs[-ypull[i,0,j]-ybranch[i,1,j]],

ypull[i,1,j] = ybranch[i,1,j],

ypull[i,1,j] = -ybranch[i,1,j]

]

]

AppendTo[listx12,g1[xpull[2,1,j],1,j]]

AppendTo[listy12,g1[ypull[2,1,j],1,j]]

AppendTo[listx13,g1[xpull[3,1,j],1,j]]

AppendTo[listy13,g1infty[1,j]]

AppendTo[listx21,g2[xpull[1,1,j],1,j]]

AppendTo[listy21,g2[ypull[1,1,j],1,j]]

AppendTo[listx23,g2[xpull[3,1,j],1,j]]

AppendTo[listy23,g2infty[1,j]]

AppendTo[listx31,xpull[1,1,j]]
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AppendTo[listy31,ypull[1,1,j]]

AppendTo[listx32,xpull[2,1,j]]

AppendTo[listy32,ypull[2,1,j]]

]

proj[{x_,y_}] :=

{(2x)/(1+x^2+y^2),(2y)/(1+x^2+y^2),(-1+x^2+y^2)/(1+x^2 +y^2)}

gx12 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx12]],PlotStyle -> Orange]

gy12 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy12]],PlotStyle -> Green]

gx13 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx13]],PlotStyle -> Magenta]

gy13 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy13]],PlotStyle -> Purple]

gx21 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx21]],PlotStyle -> Red]

gy21 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy21]],PlotStyle -> Blue]

gx23 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx23]],PlotStyle -> Magenta]

gy23 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy23]],PlotStyle -> Purple]

gx31 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx31]],PlotStyle -> Red]

gy31 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy31]],PlotStyle -> Blue]

gx32 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listx32]],PlotStyle -> Orange]

gy32 := ListPointPlot3D[Map[proj,ReIm[listy32]],PlotStyle -> Green]

gsp := Graphics3D[{GrayLevel[0.9,0.1],Sphere[{0,0,0}]},Boxed -> False]

Show[gsp,gx12,gy12,gx13,gy13,ViewPoint -> Front]

Show[gsp,gx21,gy21,gx23,gy23,ViewPoint -> Front]

Show[gsp,gx31,gy31,gx32,gy32,ViewPoint -> Front]
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[1] A. Chéritat, Tan Lei and Shishikura’s example of non-mateable degree 3 polyno-

mials without a Levy cycle, Ann. Fac. Sc. Toulouse 21, 935-980 (2012).

[2] A. Douady, J. H. Hubbard, A proof of Thurston’s topological characterization of

rational functions, Acta Math. 171, 263-297 (1993).

[3] J. H. Hubbard, Teichmüller theory and applications to geometry, topology, and

dynamics I: Teichmüller theory. Matrix editions 2006.

[4] J. H. Hubbard, Teichmüller theory and applications to geometry, topology, and

dynamics II: Surface homeomorphisms and Rational Functions. Matrix editions,

2016.

[5] J. Milnor, Dynamics in One Complex Variable, Princeton University Press, 3rd

edition, 2006.

[6] J. Milnor, Pasting together Julia sets: a worked out example of mating, Exp.

Math. 13, 55-92 (2004).

[7] K. M. Pilgrim, Canonical Thurston obstructions, Adv. Math. 158, 154-168 (2001).

[8] N. Selinger, Thurston’s pullback map on the augmented Teichmüller space and

applications, Invent. Math. 189, 111-142 (2012).

[9] O. Forster, Lectures on Riemann Surfaces, Translated by Bruce Gilligan, Springer

81, 1981.

[10] M. Shishikura, On a theorem of Mary Rees, in The Mandelbrot Set, Theme

and Variations, Tan L. ed., LMS Lecture Notes 274, Cambridge University Press

2000.

[11] Tan Lei, Matings of quadratic polynomials, Ergod. Th. Dyn. Sys. 12, 589-620

(1992).

[12] W. Jung, The Thurston Algorithm for quadratic matings, Dedicated to the mem-

ory of Tan Lei, arXiv:1706.04177(2017).

35


