
ユークリッド n単体と対応するグラム行列の性質

筆者：加藤　明彦

2019年 4月 4日

1



目次

1 序文 3

2 ユークリッド n単体とグラム行列の性質 5

2.1 基本事項 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 ユークリッド n単体と対応する行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3 行列からユークリッド n単体を構成する . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3 行列が様々な n単体のグラム行列となる必要十分条件 29

3.1 行列がユークリッド n単体のグラム行列となる必要十分条件 . . . . . . . 29

3.2 行列が球面的 n単体のグラム行列となる必要十分条件 . . . . . . . . . . . 35

3.3 行列が双曲的 n単体のグラム行列となる必要十分条件 . . . . . . . . . . . 37

4 あとがき 41

2



1 序文

初めに，私がユークリッド n 単体の研究を行うに至った経緯を述べる．修士課程 1 年

次，糸健太郎准教授の少人数クラスで輪読した B.Iversen [1]に，ユークリッド n単体の

研究が載っていた．そこでは，ユークリッド空間の単体を考えるために，次元を 1つ上げ

て正定値でない内積を入れた空間で研究をしていた．何故そのように研究をしたのか疑問

を持ったことがきっかけである．正定値でない内積の入った空間を考えることの利点や，

得られる結果がユークリッド空間とどう関係しているか解明したいと思い研究を始めた．

では，本修士論文の説明に移る．本修士論文は，2017年度，2018年度の糸健太郎准教

授の少人数クラスにおける学習をまとめたものと一部オリジナルな結果をまとめたサーベ

イ論文である．本修士論文の目的は，ユークリッド n単体とそれに対応するグラム行列の

性質を調べることである．ユークリッド n単体とは，n次元ユークリッド空間内の n+ 1

点を頂点とする有界領域で，1 つのアファイン超平面に含まれていないもののことをい

う．ユークリッド n単体を 1つ定めると，それに対応してグラム行列と呼ばれる行列が定

義されるが，これにより，ユークリッド n単体の性質という図形的な問題を，グラム行列

の性質という行列の問題として置き換えることができるようになる．例えば命題 2.38は，

相似なユークリッド n単体のグラム行列は等しいということを示しているが，これは，相

似な 3角形の対応する角度がそれぞれ等しいということの一般化とみることができる．行

列が，内角に鈍角を含まないユークリッド n単体のグラム行列となる必要十分条件は [1]

から学ぶことができたが，一方，行列が，内角に鈍角を含むユークリッド n単体のグラム

行列となる十分条件は分からなかった．そこで私は，行列がユークリッド n 単体のグラ

ム行列となる必要十分条件を考察し，結果としては，n = 2の時における必要十分条件と

なる行列の成分の関係式を見つけることができた．また，参考文献 [2]をもとに別のアプ

ローチによるユークリッド n単体とそれに対応するグラム行列の必要十分条件を学習し，

ユークリッド n単体と関連している球面的 n単体や双曲的 n単体とそのグラム行列の性

質についてもまとめた．

本修士論文の構成を述べておく．2 章で参考文献 [1] を中心に学んだことをまとめた．

2.1節で双曲幾何を学ぶ上で最低限必要となる定義などを簡単に説明し，本修士論文に必

要な写像や変換，集合の説明を行う．2.2節でユークリッド n単体の定義をし，それに対

応するグラム行列と呼ばれる行列の定義や性質を述べ，行列がユークリッド n単体を構成

できる十分条件を見ていく．2.3節でユークリッド n単体と対応する行列の必要条件を調

べた結果をまとめる．この節の内容は自分で考えたものであるが，特に，命題 2.45がオ
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リジナルの結果である．3章で参考文献 [2]を中心に学んだことをまとめた．3.1節でユー

クリッド n単体の異なる定義とそのグラム行列の異なる定義や性質などをまとめ，ユーク

リッド n単体とそれに対応するグラム行列の必要十分条件を 2章と異なる方法で見てい

く．3.2節，および，3.3節でユークリッド n単体と関係の深い球面的 n単体，双曲的 n

単体についてまとめる．4章ではあとがきとして，参考文献 [1]，[2]を比較したことをま

とめた．

本修士論文を執筆するにあたり，学部生の時からお世話になりました，糸健太郎先生に

深く感謝申し上げます．私が研究で行き詰っている時に，別の視点からの考察をご教授し

ていただいたり，参考資料を紹介していただいたりと，本修士論文を執筆できたのは糸先

生のおかげです．本当にありがとうございました．また，予備審査を行ってくださった先

生方に深く感謝申し上げます．この修士論文をより良くできたのは，予備審査で多くのア

ドバイスを頂けたためです．本当にありがとうございました．さらに，少人数セミナー

で 2年間ともに研究をしてきた，同じ修士課程の杉山周平氏に深く感謝いたします．最後

に，私の成長を手助けしてくださった，同じ数理科学研究科の皆様，特に，修士課程 1, 2

年の時に同じ院生室となった皆様に感謝いたします．
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2 ユークリッド n単体とグラム行列の性質

この章においては，参考文献 [1]で学んだことを中心に，2.1節では双曲幾何の基本事項

と本修士論文に必要な準備を簡単に行い，2.2節ではユークリッド n単体と呼ばれる図形

の定義やそれに対応するグラム行列の定義，特に行列がユークリッド n単体のグラム行列

となる十分条件を紹介し，2.3節では行列がユークリッド n単体のグラム行列となる必要

十分条件を調べた結果をまとめた．

2.1 基本事項

この節では，双曲幾何を学ぶ上で最低限必要となる定義などを簡単に説明し，本修士論

文に必要な写像や変換，集合の説明を行う．

定義 2.1. F を実ベクトル空間とする．この時，次の (1), (2)を満たす ⟨·, ·⟩ : F ×F → R
を F 上の内積という．

(1) x, y ∈ F に関して ⟨x, y⟩は双線形．
(2) 任意の x, y ∈ F に対し ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩．

Remark 2.2. 一般的な内積の定義では，正定値性を仮定するが，本修士論文では仮定し

ない．

定義 2.3. F を実ベクトル空間とし，⟨·, ·⟩を F 上の双線形形式とした時，(F, ⟨·, ·⟩)を内
積空間という．

定義 2.4. (F, ⟨·, ·⟩) を内積空間とする．次を満たす F の線形変換 η を F の直交変換と

いう：

⟨η(x), η(y)⟩ = ⟨x, y⟩ (∀x, y ∈ F ).

また直交変換全体がなす群を O(F )と表す．

定義 2.5. (F, ⟨·, ·⟩) を内積空間とする．⟨x, x⟩ = 0 を満たす x ∈ F を光的 (isotropic)

と呼ぶ．

命題 2.6 ([1] Proposition 3.1). (F, ⟨·, ·⟩) を n 次元内積空間とする．この時，F には次
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を満たす基底 {e1, . . . , en}が存在する：

⟨ei, ej⟩ =
{

0 (i ̸= j)
−1, 0, 1 (i = j)

(i, j = 1, . . . , n)

この基底 {e1, . . . , en}を F の ⟨·, ·⟩に関する正規直交基底という．

証明. 次元 nに関する帰納法により証明する．

n = 1の時，任意の x ∈ F に対し ⟨x, x⟩ = 0ならば F の正規直交基底として {x}が取
れる．ある x ∈ F に対し ⟨x, x⟩ ̸= 0ならば，⟨x, x⟩ = ϵa2 (ϵ ∈ {−1, 1}, a > 0) とでき，

F の正規直交基底として { 1
ax}が取れる．よって，n = 1の時は成り立つ．

n = k で成り立つと仮定し n = k + 1の時に成り立つことを示す．任意の x ∈ F に対

し ⟨x, x⟩ = 0とすると，F の基底 {x1, . . . , xk+1}に対し，

⟨xi, xj⟩ =
1

2
{⟨xi + xj , xi + xj⟩ − ⟨xi, xi⟩ − ⟨xj , xj⟩}

= 0 (i, j = 1, . . . , k + 1)

であるので，F の基底 {x1, . . . , xk+1}は正規直交基底である．
ある x ∈ F に対し ⟨x, x⟩ ̸= 0ならば，⟨x, x⟩ = ϵa2 (ϵ ∈ {−1, 1}, a > 0)とできる．こ

の時，xk+1 := 1
axとおくと，dim {(Rxk+1)

⊥} = kなので帰納法の仮定から，(Rxk+1)
⊥

は正規直交基底 {x1, . . . , xk} を持つ．ここで，{x1, . . . , xk, xk+1} が F の正規直交基底

であることを示す．F = Rxk+1 ⊕ (Rxk+1)
⊥ なので {x1, . . . , xk, xk+1}は F の基底であ

る．また，xk+1 の定義と {x1, . . . , xk}が (Rxk+1)
⊥ の正規直交基底であることから，

⟨xi, xj⟩ = 0 (i ̸= j, i, j = 1, . . . , k + 1),

⟨xi, xi⟩ = −1, 0, 1 (i = 1, . . . , k),

⟨xk+1, xk+1⟩= ϵ.

したがって {x1, . . . , xk, xk+1}は F の正規直交基底である．

以上から，任意の n ∈ Zに対し，n次元内積空間 (F, ⟨·, ·⟩)は正規直交基底を持つ．

定義 2.7. (F, ⟨·, ·⟩) を内積空間とする．任意の x ∈ F に対し ⟨x, x⟩ ≥ 0 が成り立つ時，

(F, ⟨·, ·⟩) は正値であるという．さらに，任意の x ̸= 0 に対し ⟨x, x⟩ > 0 が成り立つ時，

(F, ⟨·, ·⟩)は正定値であるという．

Remark 2.8. 正定値ならば正値であるが，逆は正値が光的の存在を認めているため一般

的には成り立たない．
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命題 2.9 ([1] Cauchi-Schwarz ineqality 5.1). (F, ⟨·, ·⟩)を正値内積空間とする．この時，
任意の x, y ∈ F に対し，⟨x, y⟩2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩が成り立つ．

証明. ⟨x, y⟩2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ であることと，det

(
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

)
≥ 0 であることは同値

であるので，det

(
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

)
≥ 0であることを示す．

x, y が 1次従属であるとすると，x = ay なる a ∈ Rがとれる．この時，

det

(
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

)
= det

(
a2⟨y, y⟩ a⟨y, y⟩
a⟨y, y⟩ ⟨y, y⟩

)
= 0.

x, y が 1 次独立であるとすると，Span{x, y} の正規直交基底 {p, q} がとれる．また，{
p = ax+ by

q = cx+ dy
(a, b, c, d ∈ R) と表した時，A :=

(
a b

c d

)
は detA ̸= 0 をみたす．こ

の時， (
⟨p, p⟩ ⟨p, q⟩
⟨q, p⟩ ⟨q, q⟩

)
= A

(
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

)
AT

であることから，

sign det

(
⟨p, p⟩ ⟨p, q⟩
⟨q, p⟩ ⟨q, q⟩

)
= sign det

(
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

)
であり，また，(F, ⟨·, ·⟩)が正値，{p, q}が正規直交基底であることから，

det

(
⟨p, p⟩ ⟨p, q⟩
⟨q, p⟩ ⟨q, q⟩

)
= det

(
⟨p, p⟩ 0
0 ⟨q, q⟩

)
= ⟨p, p⟩⟨q, q⟩ ≥ 0

である．したがって，det

(
⟨x, x⟩ ⟨x, y⟩
⟨y, x⟩ ⟨y, y⟩

)
≥ 0が示された．

定義 2.10. (F, ⟨·, ·⟩)を正値内積空間とする．F の直交補空間 F⊥ を次で定める：

F⊥ := {x ∈ F | ⟨x, y⟩ = 0 (∀y ∈ F )}.

系 2.11 ([1] Corollary 5.2). (F, ⟨·, ·⟩)を正値内積空間とする．この時，x ∈ F に対し，x

が光的であることの必要十分条件は，x ∈ F⊥ である．

証明. x ∈ F が光的であるとすると，任意の y ∈ F に対し命題 2.9より，

0 ≤ ⟨x, y⟩2 ≤ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩ = 0
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であるので，⟨x, y⟩ = 0．ゆえに，任意の y ∈ F に対し ⟨x, y⟩ = 0を満たすので，x ∈ F⊥

である．逆に，x ∈ F⊥ とすると，F⊥ ⊂ F より x ∈ F であるので ⟨x, x⟩ = 0．よって，

xは光的である．

定義 2.12. (F, ⟨·, ·⟩)を正値内積空間とする．dimF⊥ = 1である時，(F, ⟨·, ·⟩)を放物的
(parabolic)内積空間という．

放物的内積空間 (F, ⟨·, ·⟩)に対し，x ∈ F を光的とすると，dimF⊥ = 1であることか

ら，F⊥ = Rxである．また，任意の ψ ∈ O(F )に対し，⟨ψ(x), ψ(x)⟩ = ⟨x, x⟩ = 0であ

ることから，ψ(x) ∈ F⊥ である．ゆえに，ψ(x) = axを満たす a ∈ Rが一意に存在する．
ここで，a ̸= 0である．実際 a = 0とすると，ψ(F⊥) = {0}となるので不適．

定義 2.13. 上記の記号を用いて，µ : O(F ) → R× を µ(ψ) := a とすることにより定

める．

Remark 2.14. 簡単な計算から，µ(ψψ′) = µ(ψ)µ(ψ′)，即ち，µが準同型であることが

分かる．また，O(F )は µ(ψ) > 0と µ(ψ) < 0の部分に分解できるので，

O∞(F ) := {ψ ∈ O(F ) | µ(ψ) > 0}

と定める．

以降，n+ 1次元放物的内積空間 (F, ⟨·, ·⟩)に対し，{e1, . . . , en+1}を (F, ⟨·, ·⟩)の正規
直交基底とする．ただし，

⟨ei, ei⟩ = 1 (i = 1, . . . , n),

⟨en+1, en+1⟩= 0,

⟨ei, ej⟩ = 0 (i ̸= j)

とする．また，E := Span{e1, . . . , en}とすると，これは F のユークリッドな部分空間で

ある．さらに，⟨·, ·⟩とは異なる双線形形式

· : F × F → R

を ei · ej := δij (i, j = 1, . . . , n + 1) で定める．即ち，· : F × F → R は F の基底

{e1, . . . , en+1}に関するユークリッド内積を定めている．

Remark 2.15. u, v ∈ E に対し，⟨u, v⟩ = u · v である．
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定義 2.16. (F, ⟨·, ·⟩) を n + 1 次元放物的内積空間とする．F 上の evaluation map

ev : F × E → Rを次で定める．x = xE + aen+1 (xE ∈ E, a ∈ R), u ∈ E に対し

ev(x, u) := ⟨xE , u⟩+ a (= x · (u+ en+1)) .

補題 2.17 (evの性質). x, y ∈ F, u, v ∈ E, a, b ∈ Rに対し次が成り立つ：

ev(ax+ by, u) = a ev(x, u) + b ev(y, u),

ev(x, au+ bv) = a ev(x, u) + b ev(x, v) + (1− a− b)ev(x, 0).

証明. x, y ∈ F, u, v ∈ E, a, b ∈ Rとする．この時，

ev(ax+ by, u) = (ax+ by) · (u+ en+1)

= a{x · (u+ en+1)}+ b{y · (u+ en+1)}
= a ev(x, u) + b ev(y, u)

である．また，

ev(x, au+ by) = x · (au+ bv + en+1)

= x · en+1 + a(x · u) + b(x · v)
= ev(x, 0) + a(x · u+ en+1 − en+1) + b(x · v + en+1 − en+1)

= ev(x, 0) + a{ev(x, u)− ev(x, 0)}+ b{ev(x, v)− ev(x, 0)}
= a ev(x, u) + b ev(x, v) + (1− a− b)ev(x, 0)

である．

定義 2.18. (F, ⟨·, ·⟩) を n + 1 次元放物的内積空間とする．E 内のアファイン超平面 H

と H によって分けられる E の半開空間の片方を P とした時，(H,P )を向き付きアファ

イン超平面 という．

定義 2.19. (F, ⟨·, ·⟩)を n+ 1次元放物的内積空間とする．任意の x ∈ F \ F⊥ は，

Hx := {u ∈ E | ev(x, u) = 0}, Px := {u ∈ E | ev(x, u) > 0}

により，向き付きアファイン超平面 (Hx, Px)を定めることができる．特に，⟨x, x⟩ = 1の

時，xを (Hx, Px)の normal vector という．

Remark 2.20. λ > 0 に対し

{
ev(λx, u) = 0

ev(λx, u) > 0
⇔

{
ev(x, u) = 0

ev(x, u) > 0
であるので，

(Hλx, Pλx) = (Hx, Px) である．よって，特に ⟨x, x⟩ = 1 を仮定してもよい．即ち，

{(H,P ) : 向き付きアファイン超平面 } ↔ {x ∈ F | ⟨x, x⟩ = 1}は 1対 1に対応する．
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Remark 2.21. (Hx, Px)の normal vector x = xE + aen+1 (xE ∈ E, a ∈ R)と u ∈ E

に関し，

ev(x, u) = 0 ⇔ ⟨xE , u⟩+ a = 0

⇔ ⟨xE , u+ axE⟩ = 0

⇔ u+ axE ∈ x⊥E := {y ∈ E | ⟨x, y⟩ = 0}
⇔ u ∈ −axE + x⊥E

であるので，xE はHx の Px 向きの単位法ベクトル，aは原点とHx の向き込みの距離を

表している．(下図は n = 2の時の例)

Px

Hx

xE
O

a

a > 0

Px

Hx

xE

O
|a|

a < 0

定義 2.22. V を内積空間とする．写像 σ : V → V が λ > 0, ψ ∈ O(V ), v ∈ V を用いて

次の形で表される時，σ を V 上の相似変換 (similarity) という：

Ψ(u) = λψ(u) + v (u ∈ V )

また，V 上の相似変換全体を Siml(V )と表す．

Remark 2.23. 特に，ユークリッド空間 E の相似変換は，拡大縮小 u 7→ λu (λ > 0)，

回転と鏡映 u 7→ ψ(u) (ψ ∈ O(E))，平行移動 u 7→ u+ v (v ∈ E)の合成で表される．

E 内の向き付きアファイン超平面を E の相似変換により変換した時の normal vector

の変化を調べる．
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(Hx, Px) を向き付きアファイン超平面，x = u + aen+1 をその normal vector ，

σ ∈ Siml(E)とする．

σ(u) = λu (λ > 0)の時，(σ(Hx), σ(Px))は (Hx, Px)を原点中心の拡大または縮小の

λ倍したものと考えられるので，単位法ベクトルは変わらず，原点からの距離が λ倍され

る．ゆえに，(σ(Hx), σ(Px))の normal vector は u+ λaen+1 となる．

σ(u) = ϕ(u) (ϕ ∈ O(E))の時，(σ(Hx), σ(Px))は (Hx, Px)を ϕで変換したものと考

えられるので，単位法ベクトルが ϕ(u) となり，原点からの距離は変わらない．ゆえに，

(σ(Hx), σ(Px))の normal vector は ϕ(u) + aen+1 となる．

σ(u) = u + v (v ∈ E) の時，(σ(Hx), σ(Px)) は (Hx, Px) を v 平行移動したものと考

えられるので，単位法ベクトルは変わらず，原点方向に ⟨u, v⟩ だけ移動する．ゆえに，
(σ(Hx), σ(Px))の normal vector は u+ (a− ⟨u, v⟩)en+1 となる．

したがって，任意の E 上の相似変換

σ(u) = λϕ(u) + v (u ∈ E)

に対し，F 上の変換 σ̃ を

σ̃(u+ aen+1) := ϕ(u) + (λa− ⟨ϕ(u), v⟩)en+1 (u ∈ E, a ∈ R)

と定める．この時，̃σ ∈ O∞(F )である．実際，任意の x = xE+aen+1, y = yE+ben+1 ∈
F に対し，⟨σ̃(x), σ̃(y)⟩ = ϕ(xE) · ϕ(yE) = xE · yE = ⟨x, y⟩ であり，σ̃(en+1) = ϕ(0) +

(λ− ⟨ϕ(0), v⟩)en+1 = λen+1 より，µ(σ̃) = λ > 0である．また，

(Hσ̃(x), Pσ̃(x)) = (σ(Hx), σ(Px)) (2.1)

が自然に成り立つ．式 (2.1)が成り立つことを，より一般的に表したのが次の命題である．

命題 2.24 ([1] Proposition 5.8). (F, ⟨·, ·⟩)を n+1次元放物的内積空間とする．この時，

任意の σ ∈ Siml(E)に対し，次を満たす σ̃ ∈ O∞(F )が唯一存在する：

ev(σ̃(x), σ(u)) = µ(σ̃)ev(x, u) (x ∈ F, u ∈ E) (2.2)

さらに，写像 Siml(E) → O∞(F ), σ 7→ σ̃ は群同型である．

Remark 2.25. 実際，式 (2.2)を満たすならば，

u ∈ Hσ̃(x) ⇔ ev(σ̃(x), u) = 0

⇔ ev(x, σ−1(u)) = 0

⇔ σ−1(u) ∈ Hx

⇔ u ∈ σ(Hx)
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が成り立つので，Hσ̃(x) = σ(Hx)が分かる．同様にして Pσ̃(x) = σ(Px)も分かる．

証明. まず，任意の x ∈ F, u ∈ E に対し，ev(σ̃(x), σ(u)) = µ(σ̃)ev(x, u)が成り立つこ

とを示す．σ ∈ Siml(E)を σ(u) = λϕ(u) + v とおき，x = xE + aen+1 とおく．この時，

ev(σ̃(x), σ(u)) = (ϕ(xE) + (λa− ⟨ϕ(xE), v⟩)en+1) · (λϕ(u) + v + en+1)

= λϕ(xE) · ϕ(u) + ϕ(xE) · v + λa− ⟨ϕ(xE), v⟩
= µ(σ̃)(xE · u+ a)

= µ(σ̃)(xE + aen+1) · (u+ en+1)

= µ(σ̃)ev(x, u)

であるので示された．

次に，Siml(E) → O∞(F ), σ 7→ σ̃ が群同型であることを示す．単射性は σ̃ の構成の仕

方から明らかなので，準同型と全射性を示す．

準同型であることを示す．任意の σ(u) = λϕ(u) + v, τ(u) = λ′ϕ′(u) + v′ ∈ Siml(E)

に対し，

(τ ◦ σ)(u) = λ′ϕ′(λϕ(u) + v) + v′

= λ′λ(ϕ′ ◦ ϕ)(u) + λ′ϕ′(v) + v′

である．この時，x = xE + aen+1 に対し，

(̃τ ◦ σ)(x) = ϕ′ ◦ ϕ(xE) + (λ′λa− ⟨ϕ′ ◦ ϕ(xE), λ′ϕ′(v) + v′⟩)en+1

= ϕ′ ◦ ϕ(xE) + (λ′λa− λ′⟨ϕ′ ◦ ϕ(xE), ϕ′(v)⟩ − ⟨ϕ′ ◦ ϕ(xE), v′⟩)en+1

= ϕ′ ◦ ϕ(xE) + (λ′λa− λ′⟨ϕ(xE), v⟩ − ⟨ϕ′ ◦ ϕ(xE), v′⟩)en+1

である．一方，

τ̃ ◦ σ̃(x) = τ̃(ϕ(xE) + (λa− ⟨ϕ(xE), v⟩)en+1)

= ϕ′ ◦ ϕ(xE) + {λ′(λa− ⟨ϕ(xE), v⟩)− ⟨ϕ′ ◦ ϕ(xE), v′⟩}en+1

= ϕ′ ◦ ϕ(xE) + (λ′λa− λ′⟨ϕ(xE), v⟩ − ⟨ϕ′ ◦ ϕ(xE), v′⟩)en+1

である．したがって，(̃τ ◦ σ) = τ̃ ◦ σ̃ であるので，準同型が示された．
全射性を示す．任意の η ∈ O∞(F ) の {e1, . . . , en+1} に関する表現行列を考える．

η(en+1) = µ(η)en+1 であるので，η の {e1, . . . , en+1}に関する表現行列は，
0

A
...
0

v1 · · · vn µ(η)

 (A ∈M(n,R), v1, . . . , vn ∈ R, µ(η) > 0)

12



と表される．ここで，η ∈ O∞(F )であることから，A ∈ O(n)が分かる．また，σ′(u) =

λ′ϕ′(u) + v′ ∈ Siml(E) に対し，σ̃′ ∈ O∞(F ) の {e1, . . . , en+1} に関する表現行列

は，


0

A′ ...

0

−(v′1, . . . , v
′
n)A

′ λ′

 である．ただし，A′ ∈ M(n,R) は ϕ′ の {e1, . . . , en} に

関する表現行列，v′1, . . . , v
′
n は v′ =

n∑
i=1

v′iei とした時の成分である．この時，2 つの

表現行列を比較して，ϕ ∈ O(E) を A から定まる E 上の直交変換，λ = µ(σ̃) > 0，

v =

n∑
j=1

(
−

n∑
i=1

viaji

)
ej ∈ E とし，τ(u) := λϕ(u) + v とおくと，τ̃ の {e1, . . . , en+1}

に関する表現行列は，
0

A
...
0

−

(
−

n∑
i=1

via1i · · · −
n∑

i=1

viani

)
A λ

 =


0

A
...
0

(v1, . . . , vn)A
TA λ



=


0

A
...
0

v1, . . . , vn λ


となるので，η = τ̃ である．したがって，全射性が示された．

以上から，Siml(E) → O∞(F )が群同型であることが示された．

2.2 ユークリッド n単体と対応する行列

この節では，ユークリッド n単体の定義や同値な条件，ユークリッド n単体に対応す

るグラム行列と呼ばれる行列の定義や性質を調べ，その後，どのような行列ならばユーク

リッド n単体を構成できるかを成分に注目して見ていく．

以降，この節では断りがない限り (F, ⟨·, ·⟩)を n+ 1次元放物的内積空間とする．

まず，ユークリッド n単体の定義から始める．

定義 2.26. E ∼= Rn に対し v1, . . . , vk を E 内の異なる k 点とする．この時，v1, . . . , vk
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を頂点とする集合 [v1, . . . , vk]を

[v1, . . . , vk] :=

{
k∑

i=1

aivi

∣∣∣∣∣ 0 ≤ a1, . . . , ak ≤ 1,
a1 + · · ·+ ak = 1

}

で定める．

定義 2.27. D = [v1, . . . , vn+1] が 1 つのアファイン超平面に含まれていない時，D を

ユークリッド n単体 という．

1つのアファイン超平面に含まれていないということを，分かりやすい形で表したのが

次の命題である．

命題 2.28. D = [v1, . . . , vn+1]とする．この時，D がユークリッド n単体であることの

必要十分条件は，li := vi − vn+1 とした時の {l1, . . . , ln}が E の基底となることである．

証明. D をユークリッド n 単体とする．背理法により {l1, . . . , ln} が E の基底である

ことを示す．{l1, . . . , ln} が E の基底でないとすると，dimE = n より，{l1, . . . , ln}
は 1 次従属．ゆえに dim{Span{l1, . . . , ln}} ≤ n − 1 である．X := {vn+1 + l | l ∈
Span{l1, . . . , ln}}とおくと，dimX = dim{Span{l1, . . . , ln}} ≤ n− 1よりX ⊂ Y とな

るアファイン超平面 Y がとれる．この時，D ⊂ X であることから D ⊂ Y となるので矛

盾．したがって，{l1, . . . , ln}は E の基底である．

逆に，{l1, . . . , ln}を E の基底とする．背理法により D がユークリッド n単体である

ことを示す．Dがユークリッド n単体でないとすると，D ⊂ Y なるアファイン超平面 Y

が取れる．この時，D を線形に拡張した空間 X := {vn+1 + l | l ∈ Span{l1, . . . , ln}}は
Y に含まれる．ここで次元について考えると，

n = dim {Span{l1, . . . , ln}} = dimX ≤ dimY = n− 1

となり矛盾．したがって，D はユークリッド n単体である．

序文でも述べたが，ユークリッド n 単体をグラム行列という考察しやすい形にする．

D = [v1, . . . , vn+1]をユークリッド n単体とする．i = 1, . . . , n+ 1に対し

Hi := (vi を除く n点を含む E 内のアファイン超平面) ,

Pi := (Hi で分割される E の半開空間で vi を含む空間)

と定めると，(Hi, Pi) は向き付きアファイン超平面である．各 i に対し，mi ∈ F を
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(Hi, Pi) の normal vector と定めると，ev(mi, vj)

{
= 0 (i ̸= j)

> 0 (i = j)
(i, j = 1, . . . , n + 1)

が成り立つ．これは，j ̸= iに対し vj ∈ Hi であり vi ∈ Pi であることから容易に分かる．

補題 2.29. 上で定めた {m1, . . . ,mn+1}は F の基底となる．さらに，en+1 =
n+1∑
i=1

λimi

と表した時，λ1, . . . , λn+1 > 0である．

証明. {m1, . . . ,mn+1}が F の基底になることを示す．
n+1∑
i=1

aimi = 0 (a1, . . . , an+1 ∈ R)

とする．両辺に vj (j = 1, . . . , n+ 1)との evを考えると，ev(mi, vj)

{
= 0 (i ̸= j)

> 0 (i = j)
で

あることから，

0 = ev(0, vj) = ev

(
n+1∑
i=1

aimi, vj

)
= ajev(mj , vj)

となる．ゆえに aj = 0 (j = 1, . . . , n + 1)となるので，{m1, . . . ,mn+1}は F の基底で

ある．

次に，en+1 =
n+1∑
i=1

λimi と表した時，λ1, . . . , λn+1 > 0 であることを示す．両辺に

vj (j = 1, . . . , n+ 1)との evを考えると，

1 = ev(en+1, vj) = ev

(
n+1∑
i=1

λimi, vj

)
= λjev(mj , vj)

となる．したがって λj =
1

ev(mj , vj)
(j = 1, . . . , n + 1)となるので，λ1, . . . , λn+1 > 0

である．

定義 2.30. 上で定めた {m1, . . . ,mn+1}を D の normal vector という．また，

AD := (⟨mi,mj⟩)n+1
i,j=1 ∈M(n+ 1,R)

を D のグラム行列 (Gram matrix) という．

以上で，ユークリッド n単体から (n+ 1)× (n+ 1)行列のグラム行列を定めることが

できた．

Remark 2.31. Hi と Hj の内角を，Pi ∩ Pj が存在する角と定めた時，グラム行列の対

角以外の成分 ⟨mi,mj⟩ (i ̸= j)は，Hi と Hj の外角の cosである．
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ここから少し本題からそれるが，以下のガウス写像と呼ばれる写像を定義し，ユーク

リッド n単体とそのグラム行列の幾何的なイメージを考えやすくする．

定義 2.32. D をユークリッド n 単体とする．D の境界 ∂D の点 v に対し，向き付きア

ファイン超平面 (H,P )が D の v での supportであるとは，v ∈ H,D ⊂ H ∪ P を満た
すことである．v ∈ ∂D に対し，Sn−1 の部分集合 Sv を，

Sv := {−u ∈ E | u+ aen+1 (∃a ∈ R)が v での support の normal vector}

で定める．さらに，

G(v) := Sv, G(D) :=
∪

v∈∂D

Sv

により集合値写像 Gを定める．この写像をガウス写像 と呼ぶ．

Remark 2.33. 上記の Sv は，v で D に接するアファイン超平面の単位法ベクトル

(D の外側向き)を集めたものである．Dの normal vector を {m1, . . . ,mn+1}とすると，
support の定義から (Hmi

, Pmi
) は D の support である．G(D) は，Sn−1 上の異なる

n + 1点の内の 2点を結ぶ Sn−1 上の測地線で切れ目を入れたものと見ることができる．

さらに，この n + 1 点を頂点とする集合もまたユークリッド n 単体となり，特に，補題

2.29から，この集合は原点を含む．また，Sn−1 上の異なる 2点を結ぶ Sn−1 上の測地線

の長さは，対応する D の 2つの面の外角に等しい．

n = 3の例

D

p

p′

e1

r

r′

H2

H3

e2

e3

G

Sr = Sr′

Se1

Sp = Sp′ = −u3−u2

−u1

−u4
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Remark 2.34. 上で定義したガウス写像は，n次元ユークリッド空間の凸体の像は必ず

Sn−1 となる．しかし，ガウス写像は定義域を双曲空間やド・ジッター空間の凸体に拡張

することができ，そこでの凸体の像は元の凸体と 1体 1に対応している．ゆえに，双曲空

間やド・ジッター空間を考える上では重要な役割を持っている．私はこのことを [3]で学

んだが，ここではその紹介にとどめておく．

再び本題に戻る．補題 2.29の逆を表す次の命題を示す．

命題 2.35 ([1] Proposition 5.10). (F, ⟨·, ·⟩) を n + 1 次元放物的内積空間とし，

{x1, . . . , xn+1} を F の基底で ⟨xi, xi⟩ = 1 (i = 1, . . . , n + 1) を満たすものとする．こ

の時，en+1 =

n+1∑
i=1

λixi を満たす λ1, . . . , λn+1 > 0 が存在するならば，x1, . . . , xn+1 を

normal vector とするユークリッド n単体が 1つ定まる．

証明のために，次の補題を準備する．

補題 2.36. F ∗ を F の双対空間とし，Ξ := {ξ ∈ F ∗ | ξ(en+1) = 1}とおく．この時，任
意の ξ ∈ Ξに対し ξ(x) = ev(x, u) (∀x ∈ F )を満たす u ∈ E が唯一存在する，即ち，

∃Φ : Ξ → E s.t. ξ(x) = ev(x,Φ(ξ)) (∀x ∈ F ).

証明. F ∗ の基底として，{e1, . . . , en+1} の双対基底 {e∗1, . . . , e∗n+1} をとる．即ち，
e∗i (ej) = δij (i, j = 1, . . . , n+ 1)が成り立つ．この時，

Ξ = {ξ ∈ F ∗ | ξ(en+1) = 1}

=

{
ξ =

n+1∑
i=1

aie
∗
i

∣∣∣∣∣ an+1 = 1

}
= {ξ = ϕ+ e∗n+1 | ϕ ∈ E∗}

となることから，Ξ ∼= E∗ である．したがって，Φ : Ξ → E を，ξ ∈ Ξ に対し Φ(ξ) :=

ϕ∗ (ξ = ϕ+ e∗n+1)で定める．ここで，ϕ
∗ は標準的な写像 E → E∗ による ϕの像である．

ξ ∈ Ξ に対し，ξ(x) = ev(x,Φ(ξ)) (∀x ∈ F ) であることを示す．ξ =
n∑

i=1

aie
∗
i +
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e∗n+1, x =
n+1∑
j=1

bjej とすると，

ξ(x)− ev(x,Φ(ξ)) =

(
n∑

i=1

aie
∗
i + e∗n+1

)n+1∑
j=1

bjej

− ev

n+1∑
j=1

bjej ,

(
n∑

i=1

aie
∗
i

)∗


=
n∑

i=1

aibi + bn+1 −

⟨
n∑

j=1

bjej ,
n∑

i=1

aiei

⟩
− bn+1

=

n∑
i=1

aibi −
n∑

j=1

n∑
i=1

aibj⟨ej , ei⟩

= 0

となるので，ξ(x) = ev(x,Φ(ξ)) (∀x ∈ F )である．

Remark 2.37. この時，Φ(ξ) =

n∑
i=1

ξ(ei)ei である．

実際，Φ(ξ) ∈ E より Φ(ξ) =
n∑

j=1

ajej とでき，

ξ(ei) = ev(ei,Φ(ξ)) = ei ·

 n∑
j=1

ajej + en+1

 = ai

である．

命題 2.35の証明. i = 1, . . . , n + 1に対し，ξi ∈ F ∗ を ξi(xj) =

{
λ−1
i (i = j)

0 (i ̸= j)
(i, j =

1, . . . , n+ 1) と定める．この時，

ξi(en+1) = ξ

n+1∑
j=1

λjxj

 =

n+1∑
j=1

λjξ(xj) = 1

となるので，ξ1, . . . , ξn+1 ∈ Ξである．補題 2.36で定めたΦを用いた [Φ(ξ1), . . . ,Φ(ξn+1)]

がユークリッド n 単体であることを示す．命題 2.28 より li := Φ(ξi) − Φ(ξn+1) (i =

1, . . . , n)とした時の {l1, . . . , ln}が E の基底となることを示せばよい．dimE = nであ

るので，{l1, . . . , ln}が 1次独立であることを示せば十分．
n∑

i=1

aili = 0 (a1, . . . , an ∈ R)

とする．両辺に xj (j = 1, . . . , n)との ev を考えると，ev

(
xj ,

n∑
i=1

aili

)
= ev(xj , 0) で

18



ある．この時，

ev

(
xj ,

n∑
i=1

aili

)
=

n∑
i=1

ai ev(xj , li) +

(
1−

n∑
i=1

ai

)
ev(xj , 0) (補題 2.17から)

=

n∑
i=1

ai(ev(xj ,Φ(ξi)− Φ(ξn+1))) +

(
1−

n∑
i=1

ai

)
ev(xj , 0)

=
n∑

i=1

ai{ev(xj ,Φ(ξi))− ev(xj ,Φ(ξn+1)) + ev(xj , 0)}+

(
1−

n∑
i=1

ai

)
ev(xj , 0)

(補題 2.17から)

=
n∑

i=1

ai{ξi(xj)− ξn+1(xj)}+ ev(xj , 0)

=
aj

λj
+ ev(xj , 0)

であるので，
aj

λj
= 0である．λj > 0であるので aj = 0 (j = 1, . . . , n)が成り立つ．よっ

て，{l1, . . . , ln}は 1次独立であるので，[Φ(ξ1), . . . ,Φ(ξn+1)]はユークリッド n単体であ

る．

以上から，ユークリッド n単体と次の (1), (2)を満たす F の基底 x1, . . . , xn+1 が 1対

1に対応していることが分かった：

(1) ⟨xi, xi⟩ = 1 (i = 1, . . . , n+ 1)．

(2) ∃λ1, . . . , λn+1 > 0 s.t. en+1 =

n+1∑
i=1

λixi．

次の命題は，同じグラム行列を持つユークリッド n単体は，図形的な差が相似変換しか

ない，即ち，任意の 2つの面の角度や辺の長さの比などの図形を定める本質的な部分が変

わらないということを示している．

命題 2.38 ([1] Proposition 5.11). D,D′ をユークリッド n 単体とする．この時，D と

D′ が相似であることの必要十分条件は，D と D′ のグラム行列が等しいことである．

証明. D と D′ が相似であるとすると，D′ = σ(D)なる σ ∈ Siml(E)が取れる．ここで，

D の normal vector を {m1, . . . ,mn+1}とすると，命題 2.24より D′ の normal vector

は {σ̃(m1), . . . , σ̃(mn+1)}と表すことができる．この時，

⟨σ̃(mi), σ̃(mj)⟩ = ⟨mi,mj⟩ (i, j = 1, . . . , n+ 1)

19



なので，D と D′ のグラム行列は等しい．

逆に，DとD′のグラム行列が等しいとする．Dの normal vectorを {m1, . . . ,mn+1}，
D′ の normal vector を {m′

1, . . . ,m
′
n+1} とすると，グラム行列が等しいことから，

⟨mi,mj⟩ = ⟨m′
i,m

′
j⟩ (i, j = 1, . . . , n+1)である．また，補題 2.29から {m1, . . . ,mn+1}

と {m′
1, . . . ,m

′
n+1} は F の基底なので，η

(
n+1∑
i=1

aimi

)
:=

n+1∑
i=1

aim
′
i により η を定める

と η は F 上の線形変換となる．さらに，⟨η(mi), η(mj)⟩ = ⟨m′
i,m

′
j⟩ = ⟨mi,mj⟩ (i, j =

1, . . . , n + 1) となるので，η ∈ O(F ) である．ここで，η ∈ O∞(F ) ならば命題 2.24

より η = σ̃ なる σ ∈ Siml(E) が存在するので，η ∈ O∞(F ) を示す．補題 2.29 よ

り，en+1 =
n+1∑
i=1

λimi なる λ1, . . . , λn+1 > 0 が取れる．両辺 η で変換すると，µ の

定義から µ(η)en+1 =
n+1∑
n+1

λim
′
i である．さらに両辺 D′ の内点 d′ との ev を考えると

µ(η) = ev

(
n+1∑
i=1

λim
′
i, d

′

)
=

n+1∑
i=1

λiev(m
′
i, d

′) となる．この時，{m′
1, . . . ,m

′
n+1} が D′

の normal vextorであり d′がD′の内点であることから，ev(m′
i, d

′) > 0 (i = 1, . . . , n+1)

なので µ(η) =
n+1∑
i=1

λiev(m
′
i, d

′) > 0 である．したがって，η ∈ O∞(F ) である．今，D′

の normal vector {m′
1, . . . ,m

′
n+1} は {η(m1), . . . , η(mn+1)} であり，η = σ̃ ∈ O∞(F )

なので，式 2.1から D′ = σ(D)である．

以下では，行列からユークリッド n単体を構成することを考える．まず準備として，必

要となる行列の条件を定義する．

定義 2.39. 行列 X = (xij)
n+1
i,j=1 ∈M(n+ 1,R)が分解可能 (decomposable) であると

は，L ⊊ {1, . . . , n+ 1}, L ̸= ∅なる Lが存在して，xij = 0 (i ∈ L, j ̸∈ L)が成り立つこ

とをいう．これは，添え字の置換をすると

(
Y O

O Z

)
(Y, Z は正方行列)とできるという

ことである．X ∈ M(n + 1,R) が分解不可 (indecomposable) であるとは，分解可能

でないということである．

命題 2.40 ([1] Indecomposable matrices 5.12). A = (aij)
n+1
i,j=1 ∈ M(n+ 1,R)が正値，

対称，detA = 0，分解不可，aij

{
= 1 (i = j)

≤ 0 (i ̸= j)
である時，Aをグラム行列とするユーク

リッド n単体が 1つ存在する．
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Remark 2.41. X ∈ M(k,R) が xTAx > 0 (∀x ∈ Rk \ {0}) を満たすとき，X を正
定値という．また，X ∈ M(k,R) が xTAx ≥ 0 (∀x ∈ Rk) を満たすとき，X を正値

(または半正定値) という．X が正定値ならば正値であるが，逆は一般的には成り立た

ない．

証明. 命題 2.35に帰着させるという方法で証明を行う．

V を n+1次元の実ベクトル空間，{x1, . . . , xn+1}を V の基底，⟨·, ·⟩を ⟨xi, xj⟩ := aij

で定まる双線形形式とする．即ち，y =
n+1∑
i=1

aixi, z =
n+1∑
j=1

bjxj ∈ F に対し，⟨y, z⟩ :=

(a1 · · · an+1)A(b1 · · · bn+1)
T と定める．この時，内積空間 (V, ⟨·, ·⟩) が放物的内積空間

であることを示す．A が正値であることから，任意の y =

n+1∑
i=1

aixi ∈ V に対し，

⟨y, y⟩ = (a1 · · · an+1)A(a1 · · · an+1)
T ≥ 0であるので，(V, ⟨·, ·⟩)は正値内積空間である．

ゆえに，系 2.11より V 内の光的な部分空間は V ⊥ である．dimV ⊥ = 1であることを示

せば，(V, ⟨·, ·⟩)は放物的内積空間となる．したがって，dimV ⊥ = 1であることを示す．

まず，任意の 0でない z ∈ V ⊥ は系 2.11より，光的な元である．ここで，z ∈ V ⊥ を

z =

n+1∑
i=1

bixi とおくと，bi ̸= 0 (i = 1, . . . , n + 1) となることを示す．i ̸= j において，

aij ≤ 0であることから，aijbibj ≥ aij |bi||bj |である．ゆえに，

0 = ⟨z, z⟩ =
n+1∑
i=1

n+1∑
j=1

aijbibj

=
n+1∑
i=1

b2i +
∑
i̸=j

aijbibj

≥
n+1∑
i=1

|bi|2 +
∑
i ̸=j

aij |bi||bj |

=

⟨
n+1∑
i=1

|bi|xi,
n+1∑
j=1

|bj |xj

⟩
≥ 0

であるので，
n+1∑
i=1

|bi|xi は光的である．ゆえに z′ :=

n+1∑
i=1

|bi|xi とおくと，系 2.11 より

z′ ∈ V ⊥ である．ここで，L := {i | |bi| > 0}とおいた時，L = {1, . . . , n+ 1}となるこ
とを背理法で示す．L ̸= {1, . . . , n+ 1}と仮定する．L = ∅とすると z = 0となるため不
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適．L ̸= ∅である．j ̸∈ Lに対し，z′ ∈ V ⊥ より 0 = ⟨z′, xj⟩ =
∑
i∈L

|bi|⟨xi, xj⟩である．

ここで，i ∈ L, j ̸∈ Lより i ̸= j なので ⟨xi, xj⟩ = aij ≤ 0であり，i ∈ Lより |bi| > 0で

あるので，|bi|⟨xi, xj⟩ ≤ 0となる．0 =
∑
i∈L

|bi|⟨xi, xj⟩であることから，|bi|⟨xi, xj⟩ = 0

となる．|bi| > 0なので ⟨xi, xj⟩ = 0 (i ∈ L, j ̸∈ L)となるが，これは Aが分解不可であ

ることに矛盾．したがって，L = {1, . . . , n + 1}である．これより，各 iに対し |bi| > 0

なので，bi ̸= 0である．したがって，任意の 0でない z ∈ V ⊥ は z =

n+1∑
i=1

bixi (bi ̸= 0)と

表すことができる．

dimV ⊥ = 1 を背理法により示す．dimV ⊥ ≥ 2 とすると，1 次独立なベクトル

w =

n+1∑
i=1

cixi, w
′ =

n+1∑
i=1

c′ixi ∈ V ⊥ が存在する．この時，c1 ̸= 0, c′1 ̸= 0 であり，

1

c1
w −

1

c′1
w′ =

n+1∑
i=2

(ci − c′i)xi ∈ V ⊥ である．これは，x1 の係数が 0でないことに矛盾す

る．したがって，dimV ⊥ = 1である．

任意の 0 でない光的な z =
n+1∑
i=1

bixi に対し，z
′ =

n+1∑
i=1

|bi|xi も光的であることと，

dimV ⊥ = 1 であることから，V ⊥ = Rz′ となるので，z ∈ Rz′ となる．ゆえに，
b1, . . . , bn+1 は全て同符号であり，bi ̸= 0 (i = 1, . . . , n+1)である．以上から，命題 2.35

に帰着される．

Remark 2.42. この時定まるユークリッド n単体は，aij ≤ 0 (i ̸= j)であることから，

全ての外角が [
π

2
, π)に含まれる．これは，全ての内角が直角または鋭角であるということ

を表している．

2.3 行列からユークリッド n単体を構成する

2.2節までで，ユークリッド n単体から正方行列を構成することができた．その逆に，

一部の正方行列からは全ての内角が直角または鋭角であるユークリッド n単体を構成する

こともできた．2.3節では，一般の正方行列にどのような仮定をおけば，鈍角を含むユー

クリッド n 単体を定めることができるのかを調べる．この節の内容は自分で考えたもの

である．特に結果としては，n = 2という低次元においてだが，必要十分条件を見つけら

れたので，それもまとめてある．

まず，グラム行列が満たすべき条件を調べる．
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命題 2.43. (F, ⟨·, ·⟩)を n+ 1次元放物的内積空間，Dをユークリッド n単体，AD をD

のグラム行列とする．この時，AD は detAD = 0，正値，分解不可である．

証明. detAD = 0となることを背理法で示す．detAD ̸= 0とする．Dがユークリッド n

単体なので，Dの normal vector {m1, . . . ,mn+1}は命題 2.29から，ある λ1, . . . , λn+1 >

0が存在して，en+1 =

n+1∑
i=1

λimi と表すことができる．この時，en+1 ∈ F⊥ であることか

ら，各 j = 1, . . . , n + 1 に対し，0 = ⟨mj , en+1⟩ =

⟨
mj ,

n+1∑
i=1

λimi

⟩
=

n+1∑
i=1

λi⟨mj ,mi⟩

が成り立つ．これを連立すると ⟨m1,m1⟩ · · · ⟨m1,mn+1⟩
...

...
⟨mn+1,m1⟩ · · · ⟨mn+1,mn+1⟩


 λ1

...
λn+1

 = AD

 λ1
...

λn+1

 =

0
...
0


となるが，detAD ̸= 0より (λ1, . . . , λn+1)

T = (0, . . . , 0)T となり，これは矛盾．ゆえに

detAD = 0である．

次に，AD が正値であることを示す．任意の (a1, . . . , an+1)
T ∈ Rn+1 に対し，x :=

n+1∑
i=1

aimi ∈ F とおいた時，

(a1, . . . , an+1)AD

 a1
...

an+1

 = (a1, . . . , an+1)

 ⟨m1,m1⟩ · · · ⟨m1,mn+1⟩
...

...
⟨mn+1,m1⟩ · · · ⟨mn+1,mn+1⟩


 a1

...
an+1


=

(
n+1∑
i=1

ai⟨mi,m1⟩, . . . ,
n+1∑
i=1

ai⟨mi,mn+1⟩

) a1
...

an+1


=

n+1∑
i=1

n+1∑
j=1

aiaj⟨mi,mj⟩

=

⟨
n+1∑
i=1

aimi,
n+1∑
j=1

ajmj

⟩
= ⟨x, x⟩

となる．(F, ⟨·, ·⟩) は放物的内積空間なので ⟨x, x⟩ ≥ 0 が成り立つ．したがって，任意の

(a1, . . . , an+1)
T ∈ Rn+1 に対し，(a1, . . . , an+1)AD(a1, . . . , an+1)

T ≥ 0 が成り立つの

で，AD は正値である．
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最後に AD が分解不可であることを示す．AD は detAD = 0 であるので，固有値 0

の固有ベクトルを持つ．この時，AD の固有値 0の固有空間が 1次元であることを示す．

AD の固有値 0の固有ベクトルを (a1, . . . , an+1)
T , (b1, . . . , bn+1)

T ∈ Rn+1 \ {0}とし，

x :=
n+1∑
i=1

aimi , y :=
n+1∑
i=1

bimi ∈ F とおくと，

⟨x, x⟩ = (a1, . . . , an+1)AD

 a1
...

an+1

 = 0

となる．即ち，xは光的である．同様に y も光的である．補題 2.11より x, y ∈ F⊥ であ

り，(F, ⟨·, ·⟩)が放物的内積空間であることから dimF⊥ = 1なので，y = cxなる c ∈ R×

がとれる．ゆえに，(b1, . . . , bn+1)
T = c(a1, . . . , an+1)

T となるので，AD の固有値 0の固

有空間は 1次元である．AD が分解不可であることを背理法で示す．AD が分解可能であ

るとすると，添え字の置換により，L = {1, . . . , s} (1 ≤ s ≤ n)とした時の i ∈ L, j ̸∈ L

に対し，AD の (i, j)成分が 0とできる．即ち，

AD =

(
BD O
0 CD

)
(BD ∈M(s,R), CD ∈M(n+ 1− s,R))

とできる．この時，detBD ̸= 0または detCD ̸= 0であることを背理法で示す．detBD =

detCD = 0とすると，BD, CD の固有値 0の固有ベクトルが存在する．BD の固有値 0の

固有ベクトルを (β1, . . . , βs)
T，CD の固有値 0の固有ベクトルを (γ1, . . . , γn+1−s)

T とお

くと，(β1, . . . , βs, 0, . . . , 0)
T，(0, . . . , 0, γ1, . . . , γn+1−s)

T は AD の固有値 0の固有ベク

トルとなるが，これは AD の固有値 0の固有空間の次元が 1であることに矛盾．したがっ

て，detBD ̸= 0または detCD ̸= 0である．detBD ̸= 0とする．Dがユークリッド n単

体なので，補題 2.29からある λ1, . . . , λn+1 > 0が存在し，en+1 =

n+1∑
i=1

λimiとできる．両

辺にmj (j = 1, . . . , n+1)との ⟨·, ·⟩を考えると，0 = ⟨mj , en+1⟩ =

⟨
mj ,

n+1∑
i=1

λimi

⟩
=

n+1∑
i=1

λi⟨mj ,mi⟩となる．これを連立すると，

AD

 λ1
...

λn+1

 =

(
BD O
O CD

) λ1
...

λn+1

 =

0
...
0
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となる．したがって，特に

BD

λ1...
λs

 =

0
...
0


が成り立つ．detBD ̸= 0 であるので，(λ1, . . . , λs)

T = (0, . . . , 0)T となるが，これは

λ1, . . . , λn+1 > 0に矛盾．detCD ̸= 0の時も同様に矛盾が生じるので，AD は分解不可

である．

n = 2の時，ユークリッド 2単体は 3角形のことを表している．ユークリッド空間にお

ける 3角形の外角の和が 2π であることから，グラム行列は， 1 cosα cosβ
cosα 1 cos γ
cosβ cos γ 1

 (0 < α, β, γ < π, α+ β + γ = 2π)

となる．ここで，空間 Q = {(α, β, γ) ∈ R3 | 0 ≤ α, β, γ ≤ π, α+ β + γ = 2π}における
cosα+ cosβ + cos γ の取りうる範囲を考える．ラグランジュの未定乗数法を用いて計算

する．R(α, β, γ, λ) := cosα+ cosβ + cos γ + λ(α+ β + γ − 2π)とおくと，

∂R

∂α
= − sinα+ λ,

∂R

∂β
= − sinβ + λ,

∂R

∂γ
= − sin γ + λ,

∂R

∂λ
= α+ β + γ − 2π

であるので，
∂R

∂α
=
∂R

∂β
=
∂R

∂γ
=
∂R

∂λ
= 0 の解は，

(α, β, γ, λ) = (0, π, π, 0), (π, 0, π, 0), (π, π, 0, 0),

(
2π

3
,
2π

3
,
2π

3
,

√
3

2

)
である．Qは閉空間であるので，cosα+ cosβ + cos γ は，上記の点，もしくは，Qの境

界上の点で最大値，最小値を持つ．(α, β, γ)が上記の点，または，Qの境界上の点の時の

cosα+ cosβ + cos γ の値を計算すると，

(α, β, γ) = (0, π, π), (π, 0, π), (π, π, 0) ⇒ cosα+ cosβ + cos γ = −1 ,

(α, β, γ) =

(
2π

3
,
2π

3
,
2π

3

)
⇒ cosα+ cosβ + cos γ = −

3

2
,

(α, β, γ) ∈ ∂Q ⇒ cosα+ cosβ + cos γ = −1
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となる．したがって，(α, β, γ) ∈ Qに対し，

−3

2
≤ cosα+ cosβ + cos γ ≤ −1

が成り立つ．特に，(α, β, γ) ∈ ∂Q に対し，cosα + cosβ + cos γ = −1 であるので，

(α, β, γ) ∈ Q \ ∂Qに対し，

−3

2
≤ cosα+ cosβ + cos γ < −1

が成り立つ．

以上をまとめたものが次の補題である．

補題 2.44. ユークリッド 2単体のグラム行列を A = (aij)
3
i,j=1 ∈ M(3,R)とおく．この

時，Aは対称，aii = 1 (i = 1, 2, 3)，|aij | < 1 (i ̸= j)，a12 + a13 + a23 ≤ −1，detA = 0

を満たす．

次の命題は，補題 2.44の逆を表している．

命題 2.45. A = (aij)
3
i,j=1 ∈ M(3,R)が対称，aii = 1 (i = 1, 2, 3)，|aij | < 1 (i ̸= j)，

a12 + a13 + a23 < −1，detA = 0であるとき，Aをグラム行列とするユークリッド 2単

体が存在する．

証明. 命題 2.35 に帰着させるという方法で証明を行う．A ∈ M(3,R) は aii = 1 (i =

1, 2, 3)，|aij | < 1 (i ̸= j)，対称であるので，

A =

1 a b
a 1 c
b c 1

 (−1 < a, b, c < 1)

とおく．

R3 上の双線形形式 ⟨·, ·⟩を ⟨x, y⟩ := xTAy (x, y ∈ R3)で定める．この時，(R3, ⟨·, ·⟩)
が放物的内積空間であることを示す．A が正値であるので，(R3, ⟨·, ·⟩) は正値内積空間
である．したがって，系 2.11 から x ∈ R3 が光的であることと，任意の y ∈ R3 に対し

⟨x, y⟩ = 0であることは同値である．さらに，これは，Ax = 0であることと同値となる

ことを示す．今，x ∈ R3 が任意の y ∈ R3 に対し ⟨x, y⟩ = 0であるとする．R3 のユーク

リッド内積 ·を用いると，任意の y ∈ R3 に対し，

0 = ⟨x, y⟩ = xTAy = (Ax)Ty = (Ax) · y

となる．ユークリッド内積は非退化なので Ax = 0である．
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逆に x ∈ R3 が Ax = 0であるとする．この時，任意の y ∈ R3 に対し，

⟨x, y⟩ = (Ax)Ty = 0Ty = 0

となる．以上から x ∈ R3 が，任意の y ∈ R3 に対し ⟨x, y⟩ = 0であることと，Ax = 0で

あることは同値である．したがって，x ∈ R3 が光的であることと，Ax = 0であることは

同値となる．ここで detA = 0であることから，Ax = 0は自明でない解を持つ．これを

計算すると，

x = t

ac− b
ab− c
1− a2

 (t ∈ R) (2.3)

となるので，(R3, ⟨·, ·⟩)の光的な部分空間は 1次元である．したがって，(R3, ⟨·, ·⟩)は放
物的内積空間である．

今，(R3, ⟨·, ·⟩) の光的なベクトルは (2.3) の形である．−1 < a < 1 であることから

1− a2 > 0なので， ac− b, ab− c > 0であることを示せば命題 2.35に帰着できる．した

がって，ac − b, ab − c > 0であることを示す．a + b + c < −1より a + c < −1 − bで

あり，−1 < b < 1 であることから，a + c < −1 − b < 0 である．二乗することにより

(1 + b)2 < (a+ c)2 となる．整理すると

0 < a2 + 2ac+ c2 − 1− 2b− b2

である．detA = 0より 1 + 2abc− a2 − b2 − c2 = 0となることから

0 < a2 + 2ac+ c2 − 1− 2b− b2 = 1 + 2abc− b2 + 2ac− 1− 2b− b2

= 2(ac− b)(1 + b)

である．−1 < b < 1より 1 + b > 0なので ac − b > 0が分かる．今，b, cは対称なので

ab− c > 0であることも分かる．以上から ac− b, ab− c > 0である．

x1 =

1
0
0

 , x2 =

0
1
0

 , x3 =

0
0
1

 ,

λ1 = ac− b, λ2 = ab− c, λ3 = 1− a2

とすれば命題 2.35に帰着できる．

Remark 2.46. 今，A =


1 a b

a 1 c

b c 1

 (−1 < a, b, c < 1)が対称であることから，固

有値は 3個全て実数である．また，detA = 0であるので，固有値の一つは 0である．こ
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の時，

det (A− λI3) = (1− λ)3 + 2abc− (a2 + b2 + c2)(1− λ)

= −λ3 + 3λ2 + (a2 + b2 + c2 − 3)λ

= −λ{λ2 − 3λ+ 3− a2 − b2 − c2}

であるので，f(λ) := λ2 − 3λ+ 3− a2 − b2 − c2 とおくと，方程式 f(λ) = 0の解は実数

解を 2個持つ．これは，Aの固有値が 3個全て実数で，そのうち 1個が 0であることか

ら従う．さらに，−1 < a, b, c < 1であることから f(0) = 3 − a2 − b2 − c2 > 0であり，

y = f(λ)の軸が λ =
3

2
> 0であるので，方程式 f(λ) = 0の解は 2つとも正であること

が分かる．以上から Aの固有値は全て 0以上であるので Aは正値である．

また，−1 < a, b, c < 1 , a + b+ c < −1であることから，a, b, cは多くても 1つしか

0とならない．しかし，Aが分解可能であるためには a, b, cの内少なくとも 2つは 0であ

る必要があるので，Aは分解不可である．

以上から，命題 2.45では，正値と分解不可を仮定から除いている．

補題 2.44と命題 2.45を合わせて，行列がユークリッド 2単体のグラム行列となる必要

十分条件を得た．
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3 行列が様々な n単体のグラム行列となる必要十分条件

2章では，参考文献 [1]から，ユークリッド n単体とそれに対応する行列の必要十分条

件について，行列の成分に注目して話を展開してきた．3章では，2章で扱ったものと等

しいユークリッド n単体とそれに対応する行列の必要十分条件を 2章とは異なる方法で

見ていく．参考文献 [2]の 6章，特に 6.8節からユークリッド n単体の定義や性質，その

グラム行列の定義や性質をまとめて，関連した事柄として，球面的 n単体や双曲的 n単

体の定義や性質，そのグラム行列の定義や性質を簡単にだが見ていく．

3.1 行列がユークリッド n単体のグラム行列となる必要十分条件

この節では，ユークリッド n単体を別の方法で定義しそのグラム行列の定義を確認し，

特に，グラム行列が満たすべき性質を見ていく．この節で定義されるユークリッド n単体

やそれに対応するグラム行列の定義は，2章と同値な定義である．

まず，ユークリッド n単体を定義する．この定義は，2章におけるユークリッド n単体

の定義と同値な定義である．

定義 3.1. D ⊂ Rn が codimension が 1の面 D1, . . . , Dn+1 を境界に持つ有界領域の時，

D をユークリッド n単体 (Euclidean n-simplex)という．ui ∈ Rn が Di の単位法ベ

クトルで D の内側を向いている時，ui を内向き単位法ベクトルという．

以降，簡単のため，

vi = (Di 上にない D の頂点),

Hi = (Di を含むアファイン超平面)

とする．

Remark 3.2. ユークリッド n単体Dを平行移動しても，Dの形や内向き単位法ベクト

ルは変わらないので，D の頂点 v1 を Rn の原点だと考えてもよい．この時，v1 と H1 の

距離を dとすると，ユークリッド n単体 D は，

D =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣ u1 · x ≥ −d,
ui · x ≥ 0 (i = 2, . . . , n+ 1)

}
(3.1)

と表すこともできる．
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ユークリッド n単体 D の内向き単位法ベクトルの性質を調べていく．

D の内向き単位法ベクトル u1, . . . , un+1 は n+ 1個のベクトルなので，方程式

a1u1 + · · ·+ an+1un+1 = 0 (3.2)

は自明でない解を持つ．Span{u1, . . . , un+1} = Rn であるので，自明でない解の 1 つを

(c1, . . . , cn+1)とすると，方程式 (3.2)を満たす係数の解空間は {t(c1, . . . , cn+1) | t ∈ R}
となる．

補題 3.3 ([2] Lemma 6.8.6.). 上の c1, . . . , cn+1 は全て同じ符号であり，かつ，いずれも

0でない．

証明. D を (3.1) で定まるように平行移動する．この時，i = 2, . . . , n + 1 に対し vi =∩
j ̸=i

Hj であり，v2, . . . , vn+1 ∈ H1 であることから，

u1 · vi = −d,
uj · vi = 0 (j ̸= i, j = 2, . . . , n+ 1)

である．したがって，

0 = 0 · vi =

n+1∑
j=1

cjuj

 · vi = −dc1 + ciui · vi (i = 2, . . . , n+ 1)

である．これより，c1 または ci が 0 ならば (c1, . . . , cn+1) = (0, . . . , 0) となるので，

c1, . . . , cn+1 ̸= 0である．また，上の式を整理すると，ui · vi > 0, d > 0であることから，

c1

ci
=
ui · vi
d

> 0

となるので，c1, . . . , cn+1 は全て同じ符号である．

以上から，ユークリッド n単体 D の内向き単位法ベクトルの性質を見つけることがで

きた．

次の補題は，補題 3.3の逆を表している．

補題 3.4 ([2] Lemma 6.8.7.). m1, . . . ,mn+1 ∈ Rn は，Span{m1, . . . ,mn+1} = Rn と

mi ·mi = 1 (i = 1, . . . , n + 1) を満たすとする．この時，m1, . . . ,mn+1 がユークリッ

ド n 単体の内向き単位法ベクトルとなることの必要十分条件は，方程式 a1m1 + · · · +
an+1mn+1 = 0の解空間が，ある c1, . . . , cn+1 > 0が存在して {t(c1, . . . , cn+1) | t ∈ R}
と表されることである．
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証明のため，次の補題を準備する．

補題 3.5. x1, . . . , xn を Rn の基底とする．この時，次が成り立つ：

n∩
i=1

{y ∈ Rn | y · xi > 0} ̸= ∅

証明.

C :=
n∩

i=1

{y ∈ Rn | y · xi > 0},

Li :=
∩
j ̸=i

{y ∈ Rn | y · xj = 0} (i = 1, . . . , n)

とおく．この時，dimLi = 1 (i = 1, . . . , n)となることを示す．x1, . . . , xn が Rn の基底

であることから，xi を除いた n− 1個の列ベクトルを並べることでできる n× (n− 1)行

列Xi のランクは n− 1である．今，Li = {y ∈ Rn | yTXi = 0}となるので，dimLi = 1

である．また，y · xi ̸= 0となる y ∈ Li が取れることを背理法で示す．任意の y ∈ Li に

対し y · xi = 0 とすると，y · xi = 0 (i = 1, . . . , n) となるが，これは x1, . . . , xn が Rn

の基底であることから，y は任意の Rn の元と直交していることを表す．ユークリッド内

積は非退化なので，y = 0 となる．これは Li が 1 次元であることに矛盾．したがって，

y · xi ̸= 0 となる y ∈ Li が取れる．vi を vi · xi > 0 を満たす Li の元とする．この時，

v :=

n∑
i=1

vi とおくと，任意の j = 1, . . . , nに対し，

v · xj =

(
n∑

i=1

vi

)
· xj = vj · xj > 0

となるので，v ∈ C である．したがって，C ̸= ∅ である．特に，集合 C は上で定めた

vi ∈ Li (i = 1, . . . , n)を用いて

C =

{
n∑

i=1

aivi ∈ Rn

∣∣∣∣∣ ai > 0 (i = 1, . . . , n)

}
と表すことができる．

補題 3.4の証明. m1, . . . ,mn+1 がユークリッド n単体の内向き単位法ベクトルであると

する．この時，方程式 a1m1 + · · · + an+1mn+1 = 0の解空間が，ある c1, . . . , cn+1 > 0

が存在して {t(c1, . . . , cn+1) | t ∈ R}と表されることは補題 3.3から既に示されているの

で，逆を示す．
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m1, . . . ,mn+1 に関し，方程式 a1m1 + · · · + an+1mn+1 = 0 の解空間が，ある

c1, . . . , cn+1 > 0が存在して {t(c1, . . . , cn+1) | t ∈ R}と表されると仮定する．d > 0を

任意に 1つ固定し，

C :=
n+1∩
i=2

{x ∈ Rn | mi · x ≥ 0}, D := C ∩ {m1 · x ≥ −d}

とおく．ここで定めたDが，m1, . . . ,mn+1 を内向き単位法ベクトルに持つユークリッド

n単体であることを示す．ここで，m2, . . . ,mn+1 が Rn の基底であることを背理法で示

す．m2, . . . ,mn+1 が Rn の基底でないとする．次元を考えると m2, . . . ,mn+1 は 1次従

属となるので，自明でない係数 a2, . . . , an+1 により，a2m2 + · · ·+ an+1mn+1 = 0とで

きる．これより，0m1 + a2m2 + . . . an+1mn+1 = 0 とできるが，これは m1, . . . ,mn+1

の仮定に矛盾．ゆえに，m2, . . . ,mn+1 は Rn の基底となる．補題 3.5より，C は確かに

0以外の元を持つ．ここで，i = 2, . . . , n+ 1に対し，

Li :=
∩
j ̸=i,

2≤j≤n+1

{x ∈ Rn | x ·mj = 0}, Ri = C ∩ Li

とおき，vi ∈ Li を vi ·m1 = −d を満たすものとする．今，D がユークリッド n 単体

であることと，i = 2, . . . , n + 1 に対し vi ∈ Ri であることは同値であるが，vi ∈ Ri は

vi ·mi > 0とも言い換えられるので，i = 2, . . . , n+ 1に対し vi ·mi > 0であることを示

す．i, j = 2, . . . , n+ 1, i ̸= j に対し vi ·mj = 0であることから，

0 = vi ·

n+1∑
j=1

cjmj

 = c1vi ·m1 + civi ·mi = −dc1 + civi ·mi

整理すると，vi ·mi =
dc1

ci
> 0となるので，vi ∈ Ri である．

したがって，ユークリッド n単体を定める必要十分条件が見つかった．

次に，ユークリッド n単体のグラム行列を定義する．この定義は，2章のグラム行列の

定義と同値な定義である．

定義 3.6. D をユークリッド n単体とし，u1, . . . , un+1 を D の内向き単位法ベクトルと

する．この時，(ui ·uj)n+1
i,j=1 ∈M(n+1,R)をDのグラム行列 (Gram matrix)という．

命題 3.7 (ユークリッド n 単体のグラム行列の性質). D をユークリッド n 単体とし，

A ∈ M(n+ 1,R)を D のグラム行列とする．この時，Aは対称かつ正値であり，固有値
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0の固有空間は v = (c1, . . . , cn+1)
T で張られる．ただし，c1, . . . , cn+1 は，u1, . . . , un+1

を D の内向き単位法ベクトルとした時，方程式 a1u1 + · · · + an+1un+1 = 0を満たす非

自明な解である．

証明. Aが対称であることを示す．U ∈ M(n + 1,R)を U := (u′1, . . . , u
′
n+1)と定める．

ただし，u′i :=

(
ui

0

)
∈ Rn+1 である．この時，A = UTU であり，AT = (UTU)T =

UTU = Aとなるので，Aは対称である．

Aが正値であることを示す．任意の (a1, . . . , an+1)
T ∈ Rn+1 に対し，

(a1, . . . , an+1)A

 a1
...

an+1

 = (a1, . . . , an+1)U
TU

 a1
...

an+1



=

U
 a1

...
an+1




T

U

 a1
...

an+1


= (a1u

′
1 + · · ·+ an+1u

′
n+1) · (a1u′1 + · · ·+ an+1u

′
n+1)

= (a1u1 + · · ·+ an+1un+1) · (a1u1 + · · ·+ an+1un+1)

≥ 0 (ユークリッド内積は正定値内積なので)

となる．したがって，Aは正値である．

A の固有値 0 の固有空間が v = (c1, . . . , cn+1)
T で張られることを示す．c1, . . . , cn+1

を，方程式 a1u1+· · ·+an+1un+1 = 0の非自明な解とする．この時，v := (c1, . . . , cn+1)
T

は U の固有値 0の固有ベクトルとなり，vTAv = vTUTUv = 0となるので，v は Aの固

有値 0 の固有ベクトルとなる．逆に，x ∈ Rn+1 を A の固有値 0 の固有ベクトルとする

と，任意の y ∈ Rn+1 に対し，

0 = yTAx = (Uy)TUx = (Uy) · (Ux)

となる．Span{u1, . . . , un+1} = Rn であり，y は任意なので，Uy は Rn の任意の元を表

す．ユークリッド内積は非退化であることから，Ux = 0である．したがって，xは U の

固有値 0の固有ベクトルである．以上から，Aの固有値 0の固有空間と U の固有値 0の

固有空間は等しい．U の固有値 0の固有空間は v で張られるので，Aの固有値 0の固有

空間は v で張られる．

ユークリッド n 単体 D に対し，D の面 Di と Dj の内角を D の存在する角で定め

ると，その角度 θij = θji (i ̸= j) は，θij = π − arccos (ui · uj) (i ̸= j) である．この
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時，D は角度 {θij}n+1
i≠j,i,j=1 を持つという．{θij}n+1

i̸=j,i,j=1 を用いると，D のグラム行列

A = (aij)
n+1
i,j=1 は，aij =

{
1 (i = j)

− cos θij (i ̸= j)
と表される．

ここまでをまとめると，角度 {θij}を持つユークリッド n単体のグラム行列の性質を見

てきた．逆に，どのような行列ならば，ユークリッド n 単体のグラム行列となるだろう

か．次の命題は，どのような行列がユークリッド n単体のグラム行列となるかを示したも

のである．

命題 3.8 ([2] Proposition 6.8.8). θij = θji ∈ (0, π) (i, j = 1, . . . , n + 1, i ̸= j) とし，

A = (aij)
n+1
i,j=1 ∈ M(n + 1,R)を aij =

{
1 (i = j)

− cos θij (i ̸= j)
で定める．この時，Aをグ

ラム行列に持つユークリッド n単体が存在する必要十分条件は次の (1), (2)を満たすこと

である．

(1) Aが正値かつ，Aの固有値 0の固有空間が 1次元である．

(2) Aの固有値 0の固有空間が，ある c1, . . . , cn+1 > 0を用いて {t(c1, . . . , cn+1)
T | t ∈

R}と表される．

証明. ユークリッド n単体のグラム行列が (1), (2)を満たすことはすでに示したので，逆

を示す．

Aが (1), (2)を満たすと仮定する．この時，Aが対称かつ正値なので Aは重複を許して

0以上の固有値を n+ 1個持つ．また，Aの固有値 0の固有空間が 1次元であるので，A

の固有値は n個が正である．したがって，U = (u′1, . . . , u
′
n+1) ∈ M(n + 1,R)を用いて

A = UTU と表すことができる．ただし，i = 1, . . . , n+1に対し，u′i =

(
ui

0

)
(ui ∈ Rn)

である．この時，Aの対角成分が 1であることから，u1, . . . , un+1 は Rn の単位ベクトル

である．また，U は第 n+ 1行が全て 0であるので detU = 0，即ち，U は固有値 0の固

有ベクトルを持つ．Aの固有値 0の固有空間が 1次元であることから，U の固有値 0の固

有空間は Aの固有値 0の固有空間に一致する．したがって，U の固有値 0の固有空間は

(c1, . . . , cn+1)
T で張られる．さらに，U の固有値 0の固有空間が 1次元であることから，

U のランクは nである．ゆえに，Span{u1, . . . , un+1} = Rn である．以上をまとめると，

{u1, . . . , un+1}は Rn を張る単位ベクトルであり，方程式 a1u1 + · · ·+ an+1un+1 = 0の

解空間が，ある c1, . . . , cn+1 > 0を用いて {t(c1, . . . , cn+1)
T | t ∈ R}と表される．した

がって，補題 3.4に帰着できる．
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3.2 行列が球面的 n単体のグラム行列となる必要十分条件

この節以降は，ユークリッド n単体と同様に，球面的 n単体，双曲的 n単体の定義を

した後，各々のグラム行列の性質をまとめていく．

まず，球面的 n単体とそのグラム行列を定義する．

定義 3.9. D ⊂ Sn = {x ∈ Rn+1 | x · x = 1}が球面的 n単体 (spherical n-simplex)

であるとは，Dが n+1個の面D1, . . . , Dn+1 を境界に持つ有界領域で，各面Di が Rn+1

の n次元部分空間と Sn との共通部分に含まれている時をいう．ui ∈ Rn+1 が Di の単位

法ベクトルで，D と同じ側にある時，ui を内向き単位法ベクトルという．

ユークリッド n単体同様，簡単のため，

vi = (Di 上にない D の頂点),

Hi = (Di を含む Rn+1 の n次元部分空間)

とする．

Remark 3.10. ユークリッド n単体の表し方 (3.2)同様，球面的 n単体 D は，その内

向き単位法ベクトル {u1, . . . , un+1}を用いて，

D = {x ∈ Sn | x · ui ≥ 0} (3.3)

と表すことができる．

補題 3.11 (球面的 n 単体の内向き単位法ベクトルの性質). D を球面的 n 単体とし，

u1, . . . , un+1 を D の内向き単位法ベクトルとする．この時，u1, . . . , un+1 は Rn+1 の基

底である．

証明. 0 =

n+1∑
i=1

aiui とおく．この時，vi は Di 以外の D の面の交点なので，vi · ui >

0, vi · uj = 0 (i ̸= j)である．したがって，

0 = vi · 0 = vi ·

n+1∑
j=1

ajuj

 = aivi · ui

となるので，ai = 0 (i = 1, . . . , n + 1)．ゆえに，u1, . . . , un+1 は 1次独立である．次元

を考えると，u1, . . . , un+1 は Rn+1 の基底である．
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定義 3.12. D を球面的 n単体とし，u1, . . . , un+1 を D の内向き単位法ベクトルとする．

この時，(ui · uj)n+1
i,j=1 ∈M(n+ 1,R)を D のグラム行列 (Gram matrix)という．

命題 3.13 (球面的 n単体のグラム行列の性質). Dを球面的 n単体とし，A ∈M(n+1,R)
を D のグラム行列とする．この時，Aは対称かつ正定値である．

証明. A が対称であることを示す．D の内向き単位法ベクトルを u1, . . . , un+1 とし，

U := (u1, . . . , un+1) ∈ M(n + 1,R) とおくと，A = UTU となる．ゆえに，AT =

(UTU)T = UTU = Aなので，Aは対称である．

Aが正定値であることを示す．一般的に対称行列X が正定値であることの同値条件は，

正則行列 P を用いて X = PTP と表すことができることである．今，A = UTU と表す

ことができ，補題 3.11から U が正則であることも分かるので，Aは正定値である．

球面的 n単体 D に対し，D の内角もユークリッド n単体同様，Di と Dj の D の存在

する角とすると，その角度 θij = θji (i ̸= j)は，θij = π − arccos (ui · uj) (i ̸= j)であ

る．この時，D は角度 {θij}n+1
i ̸=j,i,j=1 を持つという．

命題 3.14 ([2] Lemma 6.8.1). D,D′ を球面的 n単体とする．この時，DとD′ のグラム

行列が等しいことの必要十分条件は，ある等長変換 σ が存在して D′ = σ(D)とできるこ

とである．

証明. D の内向き単位法ベクトルを u1, . . . , un+1，D′ の内向き単位法ベクトルを

u′1, . . . , u
′
n+1 とする．

まず，等長変換 σを用いてD′ = σ(D)とできるとすると，u′i = σ(ui) (i = 1, . . . , n+1)

である．この時，

u′i · u′j = σ(ui) · σ(uj) = ui · uj (i, j = 1, . . . , n+ 1)

となるので，D と D′ のグラム行列は等しい．

逆に，D と D′ のグラム行列が等しいとすると，ui · uj = u′i · u′j (i, j = 1, . . . , n + 1)

である．ここで，u1, . . . , un+1，u′1, . . . , u
′
n+1 が Rn+1 の基底であることから，線形変換

σ が存在し u′i = σ(ui)とできる．この時，

σ(ui) · σ(uj) = u′i · u′j = ui · uj (i, j = 1, . . . , n+ 1)

となるので，σ は等長変換である．

最後に，どのような行列ならば球面的 n単体のグラム行列となるかを示す．
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命題 3.15 ([2] Proposition 6.8.2). θij = θji ∈ (0, π) (i, j = 1, . . . , n + 1, i ̸= j) とし，

A = (aij)
n+1
i,j=1 ∈ M(n + 1,R)を aij =

{
1 (i = j)

− cos θij (i ̸= j)
で定める．この時，Aをグ

ラム行列に持つ球面的 n 単体が存在すること必要十分条件は，A が正定値であることで

ある．

証明. A が球面的 n 単体のグラム行列ならば A が正定値であることは既に示したので，

逆を示す．

Aが正定値であるとする．この時，Aは正定値対称行列なので，ある正則行列 U を用い

てA = UTU とできる．ui ∈ Rn+1をU の i番目の列ベクトル，即ち，U = (u1, . . . , un+1)

とおくと，aii = 1 (i = 1, . . . , n + 1) であることから，ui は単位ベクトルである．ま

た，U は正則行列なので u1, . . . , un+1 は Rn+1 の基底である．この時，補題 3.5 より，

C :=

n+1∩
i=1

{x ∈ Rn+1 | x · ui ≥ 0}は 0以外の元を持つ．よって，C ∩ Sn が求める球面的

n単体となる．

3.3 行列が双曲的 n単体のグラム行列となる必要十分条件

次に，双曲的 n単体とそのグラム行列を定義する．まず，双曲空間Hn を定義するため

に必要となる，次の内積を考える．

定義 3.16. x = (x1, . . . , xn+1)
T, y = (y1, . . . , yn+1)

T ∈ Rn+1 に対し，

⟨x, y⟩ := x1y1 + · · ·+ xnyn − xn+1yn+1

により Rn+1 上に内積を定める．この時，内積空間 (Rn+1, ⟨·, ·⟩) を Rn,1 と表す．また，

Hn := {x ∈ Rn,1 | ⟨x, x⟩ = −1, xn+1 > 0}と定める．

定義 3.17. ⟨x, x⟩ > 0 を満たす x ∈ Rn,1 を空間的 (spacelike)，⟨x, x⟩ = 0 を満たす

x ∈ Rn,1 を光的 (lightlike)，⟨x, x⟩ < 0を満たす x ∈ Rn,1 を時間的 (timelike)という．

定義 3.18. D ⊂ Hn が双曲的 n単体 (hyperbolic n-simplex)であるとは，Dが n+1

個の面D1, . . . , Dn+1 を境界に持つ有界領域で，各面Di が Rn,1 の n次元部分空間とHn

との共通部分に含まれる時をいう．ui ∈ Rn,1 が Di の単位法ベクトルで，D と同じ側に

ある時，ui を内向き単位法ベクトルという．

Remark 3.19. u⊥i ∩ Hn ̸= ∅ であることから，内向き単位法ベクトル ui は空間的で
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ある．

ユークリッド n単体同様，簡単のため，

vi = (Di 上にない D の頂点),

Hi = (Di を含む Rn,1 の n次元部分空間)

とする．

Remark 3.20. ユークリッド n単体の表し方 (3.2)同様，双曲的 n単体 D は，その内

向き単位法ベクトル {u1, . . . , un+1}を用いて，

D = {x ∈ Hn | ⟨x, ui⟩ ≥ 0} (3.4)

と表すことができる．

補題 3.21. D を双曲的 n単体とし，u1, . . . , un+1 を D の内向き単位法ベクトルとする．

この時，u1, . . . , un+1 は Rn,1 の基底である．

証明. 証明は補題 3.11と同様に示されるため省略．

定義 3.22. D を双曲的 n単体とし，u1, . . . , un+1 を D の内向き単位法ベクトルとする．

この時，(⟨ui, uj⟩)n+1
i,j=1 ∈M(n+ 1,R)を D のグラム行列 (Gram matrix)という．

命題 3.23 ([2] Lemma 6.8.3). D,D′ を双曲的 n単体とする．この時，DとD′ のグラム

行列が等しいことの必要十分条件は，ある等長変換 σ が存在して D′ = σ(D)とできるこ

とである．

証明. 証明は命題 3.14と同様に示されるため省略．

命題 3.24 (双曲的 n単体のグラム行列の性質). Dを双曲的 n単体とし，A ∈M(n+1,R)
を D のグラム行列とする．この時，Aは対称，正の固有値を n個，負の固有値を 1個持

ち，任意の i = 1, . . . , n+ 1に対し，Aの第 i行 i列を除いた余因子行列は全て正定値で

ある．

証明. A が対称であることを示す．D の内向き単位法ベクトルを u1, . . . , un+1 とし，

U := (u1, . . . , un+1) ∈ M(n + 1,R) とおく．この時，J :=


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · 0 −1

 ∈
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M(n+ 1,R)を用いると，A = UTJU となる．ゆえに，AT = (UTJU)T = UTJU = A

なので，Aは対称である．

Aが正の固有値を n個，負の固有値を 1個持つことを示す．一般的に対称行列 X の固

有値が n個が正，1個が負であることの同値条件は，正則行列 P を用いてX = PTJP と

表すことができることである．今，A = UTJU と表すことができ，補題 3.21から U は

正則なので，Aは正の固有値を n個，負の固有値を 1個持つ．

任意の i = 1, . . . , n + 1 に対し，A の第 i 行 i 列を除いた余因子行列が全て正定値

であることを示す．Li = Rvi とおくと，{uj}j ̸=i は ⟨vi, uj⟩ = 0 (j ̸= i) であるので，

Li =
∩

j ̸=i u
⊥
j である．また，L

⊥
i の次元は nであることから，L⊥

i = Span{uj}j ̸=i であ

る．{uj}j ̸=i は全て空間的であるので，L⊥
i
∼= Rn と考えることができ，{uj}j ̸=i を球面的

(n − 1) 単体の内向き単位法ベクトルとみることができる．Ai := (⟨uj , uk⟩)j,k ̸=i とする

と，Ai は Aの第 i行 i列を除いた余因子行列であり，{uj}j ̸=i を内向き単位法ベクトル

とする球面的 (n − 1)単体のグラム行列と考えることができるので，命題 3.13から，Ai

は正定値である．

双曲的 n単体 D に対し，D の内角もユークリッド n単体同様，Di と Dj の D の存在

する角とすると，その角度 θij = θji (i ̸= j)は，θij = π− arccos ⟨ui, uj⟩ (i ̸= j)である．

この時，D は角度 {θij}n+1
i̸=j,i,j=1 を持つという．

最後に，どのような行列ならば双曲的 n単体のグラム行列となるかを示す．

命題 3.25 ([2] Proposition 6.8.2). θij = θji ∈ (0, π) (i, j = 1, . . . , n + 1, i ̸= j) とし，

A = (aij)
n+1
i,j=1 ∈ M(n + 1,R)を aij =

{
1 (i = j)

− cos θij (i ̸= j)
で定める．この時，Aをグ

ラム行列に持つ双曲的 n単体が存在すること必要十分条件は，次の (1), (2)を満たすこと

である：

(1) Aは正の固有値を n個，負の固有値を 1個持つ．

(2) 任意の i = 1, . . . , n+1に対し Aの第 i行 i列を除いた余因子行列が正定値である．

証明. A が双曲的 n 単体のグラム行列ならば A が (1), (2) を満たすことは既に示したの

で，逆を示す．

A が (1), (2) を満たすとする．この時，A は (1) を満たすことから，ある正則行列

U を用いて A = UTJU とできる．ui ∈ Rn+1 を U の i 番目の列ベクトル，即ち，

U = (u1, . . . , un+1)とおくと，aii = 1 (i = 1, . . . , n + 1)であることから，ui は空間的

である．また，U は正則行列なので u1, . . . , un+1 は Rn,1 の基底である．この時，各 iに
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対し，集合 {x ∈ Rn,1 | ⟨ui, x⟩ ≥ 0}は，Cp := {x ∈ Rn,1 | ⟨x, x⟩ ≤ 0, xn+1 ≥ 0}，また
は，Cn := {x ∈ Rn,1 | ⟨x, x⟩ ≤ 0, xn+1 ≤ 0}と共通部分を持つ．Cn と共通部分を持つ

を持つ ui に関しては，ui 7→ −ui と置き換えることで，Cp と共通部分を持つようにする．

今，(2)から，Aの第 i行 i列を除いた余因子行列 Ai は正定値なので，Span{uj}j ̸=i は 0

以外の元が空間的である．したがって，Li :=
∩
j ̸=i

u⊥j = Span{uj}j ̸=i は時間的なベクト

ルで張られる Rn,1 の 1次元部分空間である．よって，Li とHn の共通部分を頂点とする

有界領域が求める双曲的 n単体となる．
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4 あとがき

本修士論文では，参考文献として B. Iversen [1]とM. W. Davis [2]を用いた．いずれ

も単体の定義を行い，単体を構成するためのグラム行列の条件を研究しているが，書き方

が大きく異なる．もう少し時間があれば，この 2つを統一的に理解することができたと思

うが，本修士論文では並列して紹介するにとどまった．そこで，各参考文献の特徴を述べ

ていきたいと思う．

まず，2章で扱った B. Iversen [1]の特徴を述べていく．1つの向き付きアファイン超

平面を，その単位法ベクトルと原点からの向き込みの距離により表現することで，次元を

1つ上げた線形代数として扱っている．また，ユークリッド空間の相似変換とそれに対応

する 1次元高い空間での直交変換の関係が，図形的性質を考慮すると自然に表れるという

ことも理解を助けている．さらに，一般的には Sn が Rn+1 内で，Hn が Rn,1 内で考え

られるのと同様にして，n次元ユークリッド空間 En を En に光的なベクトルを加えた空

間で考えており，Sn,Hn と En を同等に扱おうとしていることも読み取れる．しかしな

がら，どのような意図をもって話を展開しているのかが読み取り辛いため，命題や定理の

状況を簡単な図などを用いて確認しながら読む必要があると感じた．これも，B. Iversen

[1]のサーベイ論文を書く動機の 1つである．

次に，3章で扱ったM. W. Davis [2]の特徴を述べていく．球面的 n単体や双曲的 n単

体と交えてユークリッド n 単体を扱っているため，球面幾何や双曲幾何とユークリッド

幾何が密接につながっているということが理解できる．特に，球面的や双曲的な場合に比

べて，ユークリッドの場合はその中間に位置する特別な場合であるということも理解でき

る．また，証明などに使われている定理や命題のほとんどが線形代数の基礎的な部分から

であるため，初めて読む人でも読みやすいと感じた．一方で，時々ではあるが，定義され

ていない言葉がいきなり表れることがあるため，その語句の周辺から意味を読み取る必要

がある．

研究を始めるまでは，正定値でない内積が入った空間を考えることは，どのように始ま

り，どこに応用されるか疑問を持っていた．正定値内積が入った空間を考えることは現実

空間を考える上で自然な発想であるが，正定値でない内積が入った空間を考えることは自

然な発想ではないと私は思う．しかし，この修士課程で研究を行ってきたことで，正定値

でない内積が入った空間を考えることも実は現実空間を考えるのに役立つということが分

かった．特に，正値内積が入った空間を研究することが，その空間のユークリッドな部分

空間を捉えるのに役立つことが分かり，疑問が解消されたことを嬉しく思う．
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