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0. 目次

概要

nを 2以上の自然数とする．不動点が正 n角形の頂点を成し，縮小率が s ∈ D∗ := {s ∈ C | 0 < |s| < 1}
である縮小写像の反復関数系 (iterated function system, IFS)の族を考える．この IFSに対応する極限集合

Λs := Λ
(n)
s が連結であるようなパラメータ s全体をMn と表す．Mn はこの IFSの族に対するMandelbrot

集合と呼ばれ，その構造は多くの研究者により調べられてきた．

中でも，Bandt-Hung [BHu] は n = 3, n ≥ 5 のときMn の正則閉性，すなわちMn = intMn を示し，

Calegari-Koch-Walker[CKW]はM2 が実軸を除いて正則閉集合，すなわちM2 = intM2 ∪ (M2 ∩R)であ
ることを示した．本論文の第 2章において，n ≥ 4に対してMn の正則閉性の証明を与える．これは，n = 4

の場合は新しい結果を，n ≥ 5の場合は Bandt-Hung [BHu]の結果の簡明かつ幾何学的な別証明を与えたこ

とになる．この証明では，集合 Λs を充填した極限集合 Xs の凸性に着目する．Xs が非凸となるようなパラ

メータ sに関しては，Calegari-Koch-Walker[CKW]により導入されたトラップと呼ばれる概念を適用し，Xs

が凸となるようなパラメータ sに関しては，その偏角と絶対値に関する特徴づけを与える．

また Bousch[B1]はM2 の連結性を証明した．本論文の第 3章において，Bousch[B1]の方法をより一般化

することで，n ≥ 3に対してMn の連結性の証明を与える．
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1. 導入

1 導入

1.1 IFSの族に対するMandelbrot 集合について

n を 2 以上の自然数とする．I := {0, 1, . . . , n − 1}, ξn := ei
2π
n と置き，集合 {ρj}j∈I を ρ0 := 0，

ρj := ρj−1 + ξj−1
n (1 ≤ j ≤ n− 1)と帰納的に定義する．このとき，集合 {ρj}j∈I は正 n角形の頂点を成す．

縮小率が s ∈ D∗ := {s ∈ C | 0 < |s| < 1}で不動点が ρj である以下の写像 gj : C → C の族を考える．

gj(z) = s(z − ρj) + ρj．

ここで，Hutchinson [Hu]の定理を適用すると，空でないコンパクトな極限集合 Λ
(n)
s ⊂ Cが一意的に存在し，

Λ(n)
s =

n−1∪
j=0

gj(Λ
(n)
s )

と表せる．ここで，極限集合 Λ
(n)
s ⊂ Cのいくつかの良く知られた例を挙げる．1)

Twin dragons

n = 2, s =
1

2
(1 + i).

Sierpinski’s gasket

n = 3, s =
1

2
.

Cantor’s dust

n = 4, s =
1

3
.

Pentakun

n = 5, s =
3−

√
5

2
.

Koch’s snowflake

n = 6, s =
1

3
.

Heptagasket

n = 7, s = 1− 1

1 + 2 sin π
14

.

さて，この族に対応する極限集合 Λ
(n)
s が連結であるようなパラメータ s全体，すなわち

Mn :=
{
s ∈ D∗ | Λ(n)

s が連結集合
}

について考察する．この集合は上で与えられた IFSの族に対するMandelbrot集合と呼ばれ，その構造は多

くの研究者により調べられてきた．

一般に部分集合 A ⊂ Cが A = intAを満たすとき正則閉であるという．まず，Barnsley-Harrington[BHa]

は，ある ε > 0 が存在して，B

(
1

2
, ε

)
∩ M2 ⊂ R，すなわちM2 が正則閉でないことを示した．そこで

Bandt[Ba]は intM2 は実軸を除いて正則閉であることを予想し，Solomyak-Xu[SX]による部分的解決を経

て，Calegari-Koch-Walker[CKW]により肯定的かつ完全な証明が与えられた．

1) 例えば Falconer[F]，Schlicker-Kevin[SK]を見よ．
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1. 導入

定理 (Calegari-Koch-Walker [CKW]) M2 = intM2 ∪ (M2 ∩ R).

また n = 3, n ≥ 5については，Bandt-Hung [BHu]はMn は正則閉集合であることを示した．

定理 (Bandt-Hung [BHu]) n = 3, n ≥ 5ならば，Mn は正則閉集合である．

本論文の第 2章において，次の主定理の証明を与える．

主定理 2.13 任意の n ≥ 4に対して，Mn は正則閉集合である．

これは，n = 4の場合は新しい結果を，n ≥ 5の場合は Bandt-Hung [BHu]の結果の簡明かつ幾何学的な別

証明を与えたことになる．この証明では，集合 Λs を充填した極限集合 Xs の凸性に着目する．Xs が非凸と

なるようなパラメータ sに関しては，Calegari-Koch-Walker[CKW]により導入されたトラップと呼ばれる概

念を適用し，Xs が凸となるようなパラメータ sに関しては，その偏角と絶対値に関する特徴づけを与える．

一方で，Bouschは次の先駆的な結果を示した．

定理 (Bousch [B1, B2]) M2 は連結かつ局所連結な集合である．

本論文の第 3章において，Bousch[B1]の方法をより一般化することで，次の主定理を証明する．

主定理 3.6 任意の n ≥ 3に対して，Mn は連結集合である．

さて，Mn (n = 2, 3, 4)の図を紹介する．

M2

実際にM2 \ intM2 ̸= ∅が確認できる．
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1. 導入

M3

M4
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1. 導入

1.2 Mn に関する諸結果

以後は n ∈ Nを一つ固定し Λs := Λ
(n)
s とする．まず，記号力学系に関する用語をいくつか整理する．2)

∅を空語とし，Im := {w := (w0, . . . , wm−1) |任意の i ∈ {0, . . . ,m− 1}に対して，wi ∈ I}, I0 := {∅}を定
める．Im の元を語といい，語w ∈ Im に対して，fw := fw0 ◦ · · · ◦ fwm−1 と表す．また右側無限列の全体を

IN := {a := (a0, a1, . . .) | 任意の i ∈ Nに対して，ai ∈ I}と表す．無限列 a ∈ IN の長さm ∈ Nによる切断
を a|m := (a0, a1, . . . , am−1) ∈ Im と表す．

以後，{gj}j∈I と各 j ∈ I に関して位相共役な縮小写像の組 {fj(z) = sz + ξjn}j∈I を考える．ここで位相共

役とは，fj : C → Cと gj : C → Cに対して，hj ◦ fj = gj ◦ hj となる同相写像 hj : C → Cが存在するとき
をいう．この写像 hj を位相共役写像という．

定義 1.1 (プレ-アドレス写像・アドレス写像)

( 1 ) 写像 πm : Im × D∗ × C → Cを次のように定め，プレ-アドレス写像という．

πm : Im × D∗ × C −→ C

∈ ∈

(w, s, z) 7−→ fw(s, z)

( 2 ) 写像 π∞ : I∞ × D∗ → Λs を次のように定め，アドレス写像という．

π∞ : I∞ × D∗ −→ Λs

∈ ∈

(a, s) 7−→ lim
m→∞

fa|m(s, z)

点列 {fa|m(s, z)}∞m=0 は Cauchy列である．実際に ℓ ≤ mならば，

|fa|ℓ(s, z)− fa|m(s, z)| ≤
m−1∑
k=ℓ

|fa|k(s, z)− fa|k+1
(s, z)|

≤
m−1∑
k=ℓ

sa|k |z − fak+1
(s, z)|

≤
m−1∑
k=ℓ

Ck(|z|+B)

≤ Cℓ

1− C
(|z|+B)

が成り立つ．よって，写像 π∞ は well-defined であり，定義より全射でもある．またプレ-アドレス写像 πm

の一様収束極限がアドレス写像 π∞ である．fw(s, z) = smz +

m−1∑
i=0

ξwi
n si であるから，

π∞(a, s) = lim
m→∞

fa|m(s, z) =
∞∑
i=0

ξai
n si

が成り立つ．

定義 1.2 (ε-連結) ε > 0 とする．以下の条件を満たす有限列 {ei}ℓi=0 ⊂ A が存在するとき，集合

A ⊂ C内の 2点 x, y が A内の ε-鎖で結べるという．

( 1 ) x = e0 かつ y = eℓ．

( 2 ) 任意の i ∈ {0, . . . , ℓ− 1}に対して，d(ei, ei+1) ≤ ε．

任意の x, y ∈ Aが A内の ε-鎖で結べるとき Aは ε-連結であるという．また連結集合 Aは ε-連結である．特

に Aがコンパクトならば，逆も成り立つ．

2) 記号は Baribeau-Roy[BR]に概ね従う．
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1. 導入

ここで次の定理 1.3を述べる準備を行う．dを C上のユークリッド距離とし，空でない部分集合 A,B ⊂ C
に対して，dist (A,B) := inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} を定める．これを集合間距離という．また，j ∈ I を固

定し，2つの列 a = (j, a1, . . .), b = (j + 1, b1, . . .) ∈ IN に対して，集合 ∆n を

∆n :=

{
ξkn − ξℓn

ξjn − ξj+1
n

| k, ℓ ∈ I

}
と定める．∆N

n := {c := (c0, c1, . . .) |任意の i ∈ Nに対して，ci ∈ ∆n}と表す．

定理 1.3 (Hata [Ha], Bousch [B1])

縮小写像の組 {fj(z) = sz + ξjn}j∈I , ξn = ei
2π
n , s ∈ D∗ に対して，以下の条件は同値である．

( 1 ) Λs は連結である．

( 2 ) Λs は弧状連結である．

( 3 ) 任意の ε > 0に対して，Λs は ε-連結である．

( 4 ) ある j ∈ I が存在して，fj(Λs) ∩ fj+1(Λs) ̸= ∅ が成り立つ．ただし，fn = f1 とする．

( 5 ) ある j ∈ I が存在して，dist (fj(Λs), fj+1(Λs)) = 0 が成り立つ．ただし，fn = f1 とする．

( 6 ) ある a = (j, a1, . . .), b = (j + 1, b1, . . .) ∈ IN が存在して，π∞(a, s) = π∞(b, s) が成り立つ．

( 7 ) ある c ∈ ∆N
n が存在して，c0 = 1 かつ

∞∑
i=0

cis
i = 0 が成り立つ．

証明. ( 4 ) =⇒ ( 6 )，( 6 ) ⇐⇒ ( 7 )，( 7 ) =⇒ ( 4 )は明らか．Hata[Ha] 3) により，( 1 ) ⇐⇒ ( 2 ) ⇐⇒ ( 4 ).

また，Λs のコンパクト性により，( 1 ) ⇐⇒ ( 3 )，( 4 ) ⇐⇒ ( 5 )である． □

注意 1.4 Λs の回転対称性により，定理 1.3(3)ならば，任意の j ∈ I に対して，fj(Λs) ∩ fj+1(Λs) ̸= ∅が
成り立つ．ただし，fn = f1 とする.

ここで次の定理 1.5を述べるための準備を行う．まず中心 a ∈ C，半径 ε > 0の開円板を

B(a, ε) = {z ∈ C | d(z, a) < ε}

と定め，部分集合 A ⊂ Cに対して，

Nε(A) = {z ∈ C |ある a ∈ Aが存在して，d(z, a) < ε} =
∪
a∈A

B(a, ε)

を集合 Aの ε-膨張という．次に空でない部分集合 A ⊂ Cに対して，diam A := sup{d(x, y) | x, y ∈ A}と定
める．

ここで，F ⊂ Cを空でない部分集合とする．Cの部分集合の族 {Ui}∞i=1が F ⊂
∞∪
i=1

Uiかつ 0 < diam Ui ≤ δ

を満たすとき，F の δ-被覆であるという．この {Ui}∞i=1 が δ-被覆全体を動くとき，

Hs
δ(F ) := inf

{ ∞∑
i=1

(diam Ui)
s | {Ui}∞i=1 : F のδ-被覆

}
と定める．δ → 0の極限を H(F ) := lim

δ→0
Hs

δ(F ) と書き，F の s次元 Hausdorff 外測度という．これを用い

て，dimH(F ) := inf{s | H(F ) = 0} = sup{s | H(F ) = ∞}と定め，F の Hausdorff 次元という．また一般

に，相似写像から成る IFS{fj}j∈I が開集合条件を満たすとは，空でない有界開集合 F ⊂ Cが，
∪
j∈I

fj(F ) ⊂ F

であり，各 fj(F )同士が互いに素であるときを言う．いま，IFS
{
fj(z) = sz + ξjn

}
j∈I
が開集合条件を満たせ

ば，Hutchinson[Hu]の定理から

dimH(Λs) =
− log n

log |s|

を得ることが知られている．4)

3) この定理の証明は第 4章で扱う．
4) 証明は Falconer[F]を見よ．
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2. Mn の正則閉性

定理 1.5 (Bandt-Hung [BHu]) Mn (n ≥ 2)に対して，次が成り立つ．

( 1 ) Mn は D∗ 内の閉集合である．

( 2 ) 次の包含関係が成立する．

A
(

1√
n

)
:=

{
s ∈ D∗ | 1√

n
< |s| < 1

}
⊂ Mn.

( 2 )の証明. s ∈ D∗ \Mn をとる．このとき，Λs は全不連結である．δ :=
1

2
dist (f0(Λs), f1(Λs))とする．

開集合条件の定義にある F として Nδ(Λs)を考える．このとき，{fj}j∈I は開集合条件を満たす．よって，

− log n

log |s|
= dimH(Λs) ≤ dimH(C) = 2

であるから，|s| ≤ 1√
n
を得る． □

2 Mn の正則閉性

この章では，主結果である次の定理 2.13を証明する．

定理 2.13 任意の n ≥ 4に対して，Mn は正則閉集合である．すなわち，Mn = intMn.

そのために，まず準備を行う．集合 Xs を Xs := Λs ∪ (C \ Λsの有界な連結成分全体) と定義し，凸性に着

目し，
M◦

n := {s ∈ Mn | Xs : 凸集合 }, M×
n := {s ∈ Mn | Xs : 非凸集合 }

と定め，Mn = M◦
n ⊔M×

n と分ける．極限集合 Λs はオーダー nの回転対称性をもつため，定理 1.3により，

ある fj(Λs), fj+1(Λs)についてのみ考察すればよい．以後，j = 0としても一般性を失わない．

2.1 集合 Xs が凸の場合

2点 x, y ∈ Xs を結ぶ閉線分を [x, y] = {tx+(1− t)y | t ∈ [0, 1]}と表し，集合Xs 上の辺 σの長さを |σ|と
表す．ここで，Cを R2と同一視する．u ∈ R2 \{(0, 0)}と α ∈ Rに対して，H(u, α) = {z ∈ R2 | (z, u) = α}
を定め，H(u, α)が定める 2つの閉半平面を

H+(u, α) = {z ∈ R2 | (z, u) ≥ α}, H−(u, α) = {z ∈ R2 | (z, u) ≤ α}

と定める．ただし ( , )は標準的内積とする．以後は簡単の為に，H+,H− と表す．

定義 2.1 (支持線・支持半平面) 部分集合 A ⊂ R2 とする．

( 1 ) z ∈ Aに対して，z ∈ A ∩H が成り立ち，A ⊂ H+ または A ⊂ H− が成り立つとき，H は点 z

において Aを支持するという．H がある点 z ∈ Aにおいて Aを支持するとき，H は Aを支持するとい

う．このとき，H を Aの支持線という．

( 2 ) H が Aを支持し，A ⊂ H− となるとき，H− を Aの支持半平面といい，uをH とH− の外向き

法ベクトルという．また，H が点 z において Aを支持するとき，uを Aの z における外向き法ベクト

ルという．H+ のときも同様に定める．

注意 2.2 A ⊂ R2 の空でない閉凸集合とする．このとき，集合 Aの任意の境界点において Aの支持線が存

在することが知られている．これを支持線定理という．

命題 2.3 任意の j ∈ I に対して，ある辺 σ ⊂ ∂Xs が存在して，辺 σ の向きは ξjn(1− s)である．
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2. Mn の正則閉性

証明. j ∈ I を固定する．集合 Xs は空でない閉凸集合であるから，注意 2.2 により ∂Xs の各点で支持線

が存在する．Xs ⊂ H− となるように向き ξjn
1− s

s
の支持線 H を考え，点 p ∈ H ∩Xs をとる．このとき，

fj(p), fj+1(p) ∈ ∂Xs かつ fj(p) ̸= fj+1(p) が成り立つ．集合 Xs の凸性により，点 fj(p) における支持線

Hj と点 fj+1(p)における支持線Hj+1 は一致する．よって，線分 [fj(p), fj+1(p)]を含むXs の辺を σ と置け

ば証明が終わる． □

命題 2.4 j ∈ I を 1つ固定する．向きが ξjn(1− s)である全ての辺 σ ⊂ ∂Xs に対して，ある一意的な

辺 σ′ ⊂ ∂Xs が存在して，σ = fj(σ
′) ∪ fj+1(σ

′) が成り立つ．

証明. Xs ⊂ H− となるように向き ξjn
1− s

s
の支持線 H を考え，σ′ := H ∩Xs と置く．|σ| > 0であるため

には，|σ′| > 0が必要であるから，σ ⊃ fj(σ
′) ∪ fj+1(σ

′) が成り立つ．一方で，fi(ω) ⊂ σ となる辺 ω ̸= σ

と番号 i ∈ I は存在しない．もし存在するなら，辺 ω の向きは ξin
1− s

s
となり，ω ̸= σ に反する．よって，

σ ⊂ fj(σ
′) ∪ fj+1(σ

′) が成り立つ． □

命題 2.5 j ∈ I を 1つ固定する．向きが ξjn(1− s)ではない全ての辺 σ ⊂ ∂Xs に対して，ある一意的

な辺 σ′′ ⊂ ∂Xs と一意的な番号 k ∈ I が存在して，σ = fk(σ
′′) が成り立つ．

証明. 辺 σ の向きを τ と置く．Xs ⊂ H− となるように向き
τ

s
の支持線 H を考え，σ′′ := H ∩Xs と置く．

|σ| > 0であるためには，|σ′′| > 0が必要であるから，ある k ∈ I が存在して，σ ⊃ fk(σ
′′) が成り立つ．一

方で，fi(ω) ⊂ σ となる辺 ω ̸= σ と番号 i ∈ I は存在しない．もし存在するなら，辺 ω の向きは
τ

s
となり，

ω ̸= σ に反する．よって，σ ⊂ fk(σ
′′) が成り立つ． □

2.2 集合 Xs が非凸の場合

部分集合 A,B ⊂ Cに対して，A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B} により A+B を定める．w ∈ Cに対して，
A+ {w}を A+ wと表す．

定義 2.6 (ショートホップパス) ε > 0, s ∈ Mn とし，D を p, q ∈ D となる閉円板と同相な C内の
コンパクト集合とする．以下の条件を満たす有限個の列 {ei}ℓi=0 ⊂ IN が存在するとき，2点 p, q ∈ Λs

は (ε,D)-ショートホップパスで結べるという．

( 1 ) π∞(e0, s) = p かつ π∞(eℓ, s) = q．

( 2 ) 任意の i ∈ {0, . . . , ℓ− 1}に対して，d (π∞(ei, s), π∞(ei+1, s)) ≤ ε．

( 3 ) 集合 {π∞(ei, s)}ℓi=0 ⊂ D．

命題 2.7 列 a, b ∈ INは先頭より長さmの共通な語を持つとする．s ∈ M×
n，Dを p, q ∈ Dとなる閉

円板と同相な C内のコンパクト集合とする．また，dist (f0(Λs), f1(Λs)) ≤ δ かつ N δ
2 |s|m

(fw(Λs)) ⊂ D

となる δ > 0 が存在したとする．このとき，2 点 π∞(a, s), π∞(b, s) ∈ Λs は結ぶ (|s|mδ,D)-ショート

ホップパスで結べる．

証明. ある a′, b′ を用いて，a = wa′, b = wb′ と書ける．N ε
2
(Λs) ⊂ D′ となる集合D′ ⊂ Cを考える．定理

1.3により，N ε
2
(Λs)は弧状連結であるから，δ-連結でもある．よって，2点 π(a′, s), π(b′, s)を結ぶ (δ,D′)-

ショートホップパスが存在する．これを fw で写したものが，2点 π∞(a, s), π∞(b, s) ∈ Λs は結ぶ (|s|mδ,D)-

ショートホップパスがある． □
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2. Mn の正則閉性

定義 2.8 (トラップ) D を Λs ⊂ intD となる閉円板と同相な C内のコンパクト集合，s ∈ M×
n とす

る．以下の条件を満たすとき，長さmの語 w1,w2 ∈ Im は (s,D)-トラップであるという．

( 1 ) 語 w1 の初めは 0，語 w2 の初めは 1である．すなわち，

w1 = (0, a1, . . . , am−1) かつ w2 = (1, b1, . . . , bm−1).

( 2 ) 2点 P+
s , P−

s ∈ fw1(Λs) \ fw2(D)を結ぶ道 α と 2点 Q+
s , Q

−
s ∈ fw2(Λs) \ fw1(D)を結ぶ道 β

が存在して，これらの代数的交点数 5) は 0ではない．

( 3 ) ある ε > 0が存在して，N ε
2
(Λs) ⊂ D かつ dist (f0(Λs), f1(Λs)) ≤ ε が成り立つ．

定義 2.9 (セルライク・トラップライク)

( 1 ) 連結かつコンパクトな部分集合X ⊂ Cがセルライクであるとは，C \X が連結集合であるときを
いう．

( 2 ) 部分集合 X ⊂ Cをセルライクとする．以下の条件を満たすとき，w ∈ Cはトラップライクであ
るという．

1⃝ 集合 X ∪ (X + w)は連結集合である．

2⃝ 2点 p±s ∈ X \ (X + w)と 2点 q±s ∈ (X + w) \X から成る ∂(X ∪ (X + w))上の交代的な 4

点 p±s , q
±
s が存在する．

命題 2.10 s ∈ M×
n ならば，トラップライクである w ∈ C が存在する．

証明. 集合 Xs の支持線 H を以下の条件を満たすようにとる．

1⃝ ある開集合 U1, U2 ⊂ ∂Xs が存在して，H ∩Xs = U1 ∪ U2.

2⃝ 集合 U1, P2 はある開区間 J ⊂ H より分離される．

3⃝ Xs ⊂ H−．

開区間 J の中点を含み，C \Xs にある開円板を V とする．支持線 H に関して

Xs 側の，q+s ∈ V \H を選ぶ．U1 内の点において最も V に近い点を p+s ∈ U1

とする．w := q+s − p+s と置くと，w ∈ Cはトラップライクである．実際に，U2

内の点において最も V から遠い点を p−s ∈ U2 とする．このとき，q−s = p−s + w

である． □

命題 2.11 s0 ∈ M×
n とする．このとき，ある a, b ∈ IN が存在して，任意の δ > 0 に対して，ある

µδ > 0, Mδ ∈ N が存在して，m ≥ Mδ ならば，Tm : B(s0, δ) → B(0, µδ)は全射である．ここで，写像

Tm は次で定めるとし，gn ∈ Cは正 n角形 {ρj}j∈I の重心とする．

Tm : C −→ C

∈ ∈

s 7−→ πm(b|m, s, gn)− πm(a|m, s, gn)

証明. 　 s0 ∈ Mn であるから，定理 1.3(5)により，ある a = (0, a1, . . .), b = (1, b1, . . .) ∈ IN が存在して，

π∞(a, s0) = π∞(b, s0) である．ε > 0を任意に 1つ取り固定し，写像 Tm の一様収束極限を T∞ と表す．

a = (0, 0, 0, . . .), b = (1, 1, 1, . . .) のときに限り，任意の s ∈ C に対して，T∞(s) = 1 である．しかし，

T∞(s0) = π∞(b, s0)−π∞(a, s0) = 0であるから，写像 Tm は定数ではない正則関数である．開写像定理によ

り，写像 Tm は開写像である．よって，任意の δ > 0に対して，Tm (B(s0, δ))は C内の開集合である．従っ
て，ある µδ > 0が存在して，B(0, µδ) ⊂ Tm (B(s0, δ)) が成り立つ． □

5) 詳しくは Guillemin-Pollack[GP] を見よ．
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2. Mn の正則閉性

系 2.12 s ∈ M×
n とする．このとき，ある a, b ∈ IN が存在して，任意の w ∈ C と δ > 0 に対して，

ある s1 ∈ B(s, δ)と番号m ∈ Nが存在して，次が成り立つ．

w =
1

sm1
(πm(b|m, s1, gn)− πm(a|m, s1, gn))

証明. 拡大写像 g : C ∋ z 7→ s−m
1 z ∈ Cと命題 2.11の Tm はそれぞれ全射であるから，g ◦ Tm も全射． □

2.3 Mn (n ≥ 4)の正則閉性

ある q ∈ N, m ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, k ∈ I \ {0}を用いて，

Wn :=

{
s ∈ D∗ | arg s = 2π

q

(
m− k

n

)
かつ |s| ≥

(
1

2

) 1
q

}

と定める．

定理 2.13 任意の n ≥ 4に対して，Mn は正則閉集合である．すなわち，Mn = intMn.

証明. Mn ⊃ intMn は，Mn が閉集合であるから明らか．従って，Mn ⊂ intMn を示せばよい．いま，

s0 ∈ Mn を任意にとる．Mn = M◦
n ⊔M×

n に注意し，場合分けを行う．

(Case 1) s0 ∈ M◦
n のとき．

命題 2.3により，特に j = 0，すなわち集合 Xs0 上に向き 1− s0 である辺 σ0 が存在する．この辺 σ0 に対し

て，命題 2.4を適用すると，ある一意的な辺 σ1 を得る．この辺 σ1 の向きは 1 − s0 ではないため，命題 2.5

を適用することにより，辺 σ2 を得る．この操作を繰り返す．集合 Xs0 の有界性に注意すると，命題 2.5は無

限回適用できない．よって，ある q ∈ Nが存在して，以下を満たすような集合 Xs0 上の辺の有限列 {σi}qi=0

を得る．

1⃝ 辺の長さに関して拡大的である．すなわち，任意の i ∈ {0, . . . , q − 1}に対して，|σi+1| = |s0|−1|σi|
が成り立つ．このとき |σq| = |s0|−q|σ0|が従う．

2⃝ ある k ∈ I \ {0}が存在して，辺 σq の向きは ξkn(1− s0)である．

3⃝ |σ0| = |σq|.

したがって，
2|s0|q|σ0| = 2|s0|q|σq| = 2|s0||σ1| ≥ |σ0|

であるから，|s0| ≥
(
1

2

) 1
q

を得る．n ≥ 4ならば，任意の q ∈ Nに対して，不等式

1√
n
≤

(
1

2

) 1
q

· · · · · · (＊ )

は成立する．また，ξkn(1− s0)と s−q
0 (1− s0)は向きが等しいため，ある c > 0が存在して，

s−q
0 (1− s0) = cξkn(1− s0)

が成り立つ．これは，ある q ∈ N, k ∈ I が存在して，sq0ξ
k
n > 0と同値である．
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2. Mn の正則閉性

これにより，あるm ∈ {0, 1, . . . , q − 1}が存在して，

arg s0 =
2π

q

(
m− k

n

)
が従う．よって定理 1.5により，

s0 ∈ Wn ⊂ A
(

1√
n

)
⊂ intMn.

図 1 M4(赤)，W4 と |s| = 1√
4
の円 (黒)

図 1を見ると，W4 ⊂ A
(

1√
4

)
を確認できる．

(Case 2) s0 ∈ M×
n のとき．

命題 2.10より，あるトラップライク w ∈ Cが存在する．定義 2.9より，

p+s0 , p−s0 ∈ ∂Xs0 \ (Xs0 + w) かつ q+s0 , q−s0 ∈ ∂(Xs0 + w) \Xs0

が存在する．∂Xs0 ⊂ Λs0 であるから，p±s0 , q
±
s0 ∈ Λs0 である．定理 1.3により，2点 p±s0 を結ぶ道 αと 2点

q±s0 を結ぶ道 β であり，代数的交点数が 0でないものが存在する．

Xs0 はコンパクト集合であるから，ある ε > 0が存在して，

p+s0 , p−s0 ∈ Λs0 \Nε (Xs0 + w) かつ q+s0 , q−s0 ∈ (Λs0 + w) \Nε (Xs0) · · · · · · · · · 1⃝

が成り立つ．Λs0とNε (Xs0 + w) のコンパクト性により，dist
(
Λs0 , Nε (Xs0 + w)

)
> 0 である．このこと

と，アドレス写像 π∞ は IN 上一様連続な関数であることより，sに関する連続的な摂動に関して， 1⃝は成り

立つ．すなわち，ある δ > 0が存在して，任意の s ∈ B(s0, δ)に対して，ある ε′ > 0が存在して，

p+s , p−s ∈ Λs \Nε′ (Xs + w) かつ q+s , q−s ∈ (Λs + w) \Nε′ (Xs)

が成り立つ．

ここで，定理 1.3により，a = (0, a1, . . .), b = (1, b1, . . .) ∈ IN が存在して，π∞(a, s0) = π∞(b, s0) が成

り立ち，系 2.12により点 s0 のいくらでも近くに，点 s1 ∈ B(s0, δ)とある番号m ∈ Nが存在して，

w =
1

sm1
(πm(b|m, s1, gn)− πm(a|m, s1, gn)) · · · · · · · · · 2⃝
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2. Mn の正則閉性

が成り立つ．このとき，D := Nε′ (Xs1)と置くと，長さmの語 a|m, b|m は (s1, D)-トラップである．

実際に，P±
s1 := fa|m(p±s1), Q±

s1 := fa|m(q±s1), α′ := fa|m(α), β′ := fa|m(β) (複号同順)と置く．任意の

z ∈ Cに対して 2⃝は成り立つので，次の関係式

fa|m (Λs1 + w) = fa|m (Λs1) + fa|m (w)

= fa|m (Λs1) + sm1 w

= fb|m (Λs1)

を得て，

P±
s1 ∈ fa|m (Λs1) \ fa|m

(
Nε′ (Xs1 + w)

)
⊂ fa|m (Λs1) \ fb|m (D)

かつ

Q±
s1 ∈ fa|m (Λs1 + w) \ fa|m

(
Nε′ (Xs1)

)
⊂ fb|m (Λs1) \ fa|m (D)

となり，2点 P±
s1 を結ぶ道 α′ と 2点 Q±

s1 を結ぶ道 β′ の代数的交点数は 0ではない．

このとき，背理法により s1 ∈ Mn が示せる．実際に，δ = dist (f0(Λs1), f1(Λs1)) > 0 と仮定する．語

a|m, b|m は (s1, D)-トラップであるから，

α ⊂ fa|m

(
N δ

2
(Xs1)

)
⊂ N|s1|m δ

2

(
fa|m (Xs1)

)
かつ

β ⊂ fb|m

(
N δ

2
(Xs1)

)
⊂ N|s1|m δ

2

(
fb|m (Xs1)

)
となる．このとき，

dist

(
N|s1|m δ

2

(
fa|m (Xs1)

)
, N|s1|m δ

2

(
fb|m (Xs1)

))
≤ δ|s1|m < δ

となり矛盾する． □

図 2 M2(赤)，W2 と |s| = 1√
2
の円 (黒)

注意 2.14 図 2より，
1√
2
≤ |s| < 1の円環から飛び出た 2本の ‘スパイク’が確認できる．
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2. Mn の正則閉性

2.4 M3 の正則閉性について

ここで，定理 2.13の証明の途中にある不等式 (＊ )について n = 3の場合を考察する．n = 3, q ≥ 2のと

き，
1√
n
≤

(
1

2

) 1
q

が成立する．しかしながら，n = 3, q = 1のとき，
1√
n
>

(
1

2

) 1
q

となる．

図 3 M3(赤)，W3 と |s| = 1√
3
の円 (黒)

実際に図 3より，
1√
3
≤ |s| < 1の円環から飛び出た 3本の ‘スパイク’が確認できる． よって，定理 2.13で

用いた証明方法では， {
reiθ | θ = 0,

2π

3
,
4π

3
かつ r ∈

[
1

2
,
1√
3

)}
⊂ intM3

を示すことができない．もし上の包含関係が示すことができれば，n = 3の場合にも Bandtらの証明と比べ，

幾何的かつシンプルな別証明を与えることができる．また s = 0.51は上述の飛び出た ‘スパイク’上の点であ

るが，図 4,5,6より s = 0.51 ∈ intM3 が期待できる．

図 4 s = 0.5 図 5 s = 0.51 図 6 s = 0.51 + 0.01i
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3. Mn (n ≥ 3)の連結性

3 Mn (n ≥ 3)の連結性

s ∈ Mn, L := diam∆n に対して，次の集合を準備する．

W :=

{
g(c, s) = 1 +

∞∑
i=1

cis
i, c ∈ ∆N

n, |ci| ≤ L

}
, WN :=

{
g(c, s) = 1 +

N−1∑
i=1

cis
i, c ∈ ∆N

n, |ci| ≤ L

}

H :=

{
g(c, s) = 1 +

∞∑
i=1

cis
i, c ∈ ∆N

n

}
, HN :=

{
g(c, s) = 1 +

N−1∑
i=1

cis
i, c ∈ ∆N

n

}
.

注意 3.1 簡単のために，g ∈ H を g = (1, c1, c2, . . .)，g ∈ HN を g = (1, c1, c2, . . . , cN−1)と表す．また，

列 cを固定したとき g(c, s)を g(s)と表す．

定義 3.2 (カット写像) 写像 CutN : W → WN を次のように定め，カット写像という．

CutN : W −→ WN

∈ ∈

∞∑
i=0

cis
i 7−→

N−1∑
i=0

cis
i

ここで，g ∈ W の non-vanishingな最低次の次数を Val g と表すとする．

命題 3.3 R + ε < 1なる ε > 0, R ∈ (0, 1)が与えられているとする．このとき，次の条件 ( ＊ )を

満たす N ∈ Nが存在する．
( ＊ ) g0(s0) = 0なる任意の (g0, s0) ∈ W × B(0, R)と，Val (g0 − g) ≥ N なる g ∈ W に対して，

ある s′ ∈ B(s0, ε)が存在して，g(s′) = 0である．

証明. W に一様収束位相を考える．F := {(g0, s0) ∈ W × B(0, R) | g0(s0) = 0} とおく．定理 1.3 より，

F ̸= ∅.また，補題 3.4より F はコンパクトである．Val(g0 − g1) =: n = ng0,g1 なる g1 ∈ W を任意に 1つ

取り固定する．このとき，|s| < R+ εならば，

|g0(s)− g1(s)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=n

(bi − ci)s
i

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
i=n

(|bi|+ |ci|)si

≤
∞∑
i=n

2Lsi =
2L|s|n

1− |s|
≤ 2L|R+ ε|n

1− |R+ ε|
=: CR,ε,g0,g1

が従う。ここで，δ = δε,R,s0 を次の 2つの条件を満たすようにとる．

1⃝ 0 < δ < min

{
R+ ε− |s0|

2
,
ε

2

}
.

2⃝ g0 は ∂B(s0, δ)上に零点を持たず，intB(s0, δ)に零点 s0 のみを持つ．

η := min
s∈∂B(s0,δ)

|g0(s)|と置き，また

V̂ :=

{
(g1, s1) ∈ F | s1 ∈ B(s0, δ)かつ max

|s|<R+ε
|g1(s)− g0(s)| <

η

2

}
と置く．Cε,R,g0,g1 <

η

2
を満たすように番号 n̂ = n̂ε,R,g0,g1 をとる．

このとき，Val(g1 − g2) ≥ n̂ なる任意の g2 ∈ W に対して，g2(s2) = 0 となる s2 ∈ B(s1, ε) が一意的に

存在する．実際に，|g0(s) − g2(s)| ≤ |g0(s) − g1(s)| + |g1(s) − g2(s)| < η であるから Roushe の定理によ

り，g2 = g0 + (g2 − g0) と g0 は intB(s0, δ) に同数の零点を持つ． 2⃝より，g2 の零点は 1 点のみであり，
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3. Mn (n ≥ 3)の連結性

|s2 − s1| ≤ |s2 − s0|+ |s0 − s1| < 2δ ≤ ε. いま，F はコンパクトであるから，F ⊂
∪

k: finite

V̂k である．番号

n̂は，この V̂k 毎に決まるから，N := max
k: finite

n̂k と置けば，証明が終わる． □

補題 3.4 命題 3.3 の証明途中での，F はW ×B(0, R)内の閉集合である．

証明.
(
W ×B(0, R)

)
\ F が開集合であることを示す．(f, s) ∈

(
W ×B(0, R)

)
\ F を任意にとる．

f の連続性により，ある ε′ > 0と sのコンパクトな近傍 U が存在して，任意の t ∈ U に対して，|f(t)| > ε′ が

成り立つ．また，W は一様収束位相を考えているため，この ε′に対して，ある番号Mε′ が存在して，m ≥ Mε′

ならば，|f(t)− g(t)| < ε′ が成り立つ．

このとき，ある f のコンパクトな近傍 V ⊂ W が存在して，任意の g ∈ V に対して，|g(t)| > 0 である．実

際に，|g(t)| ≥ |f(t)| − |g(t)− f(t)| > ε′ − ε′ = 0. 従って，V × U ⊂
(
W ×B(0, R)

)
\ F である． □

命題 3.5 N ∈ Nを命題 3.3 により得られたものとする．A,B ∈ HN が与えられているとする．

このとき，次の 5つの条件を見たすW 内の有限列 p0q0 . . . pm−1qm−1pm が存在する．

1⃝ 任意の i ∈ {0, . . . ,m− 1}に対して，qi ∈ W.

2⃝ 任意の i ∈ {0, . . . ,m}に対して，pi ∈ HN .

3⃝ 任意の i ∈ {0, . . . ,m− 1}に対して，pi は qi を割り切る．

4⃝ 任意の i ∈ {0, . . . ,m− 1}に対して，pi+1 := CutN (qi)．

5⃝ p0 = A かつ pm = B．

証明. A,B ∈ HN に対して，Err(A,B) := min{N,Val(A,B)} とおく．この Err(A,B)に関する数学的帰

納法で示す．

(Case 1) Err(A,B) = N のとき，A = B である．

(Case 2) j < Err(A,B)なる任意の j ∈ Nに対して，命題が成立するとせよ．Err(A,B) = j のとき，命

題が成立することを示す．

A = (1, c1, . . . , cj−1, a, cj+1, cj+2, . . .), B = (1, c1, . . . , cj−1, b, c
′
j+1, c

′
j+2, . . .), a ̸= b

と置き，S = (1, c1, . . . , cj−1, a, 0, 0, . . .)を考える．Err(A,S) > j であるから帰納法の仮定により，Aから S

を結ぶ有限列が存在する．

まず，T := Cut((−a)sj · S)と置く．このとき，

T = (1, c1, . . . , cj−1, 0, ∗, ∗, . . . , ∗)

である．U := (1, c1, . . . , cj−1, 0, 0, 0, . . . , 0)と置くと，Err(T,U) > j であるから帰納法の仮定により，T か

ら U を結ぶ有限列が存在する．

次に，V := Cut(bsj · U)と置く．このとき，

V = (1, c1, . . . , cj−1, b, ∗, ∗, . . . , ∗)

そして，Err(V,B) > j であるから帰納法の仮定により，V から B を結ぶ有限列が存在する．

ゆえに，W 内の有限列 A, . . . , S, T, . . . , U, V . . . , B が得られ，証明が終わる． □

定理 3.6 任意の n ≥ 3に対して，Mn は連結集合である．

証明. 定理 1.3( 3 )を示せばよい．R :=
1√
n
とし，ε ∈ (0, 1 − R)とする．s ∈ Mn を任意にとる．このと

き，ある sm ∈ {s ∈ D∗ | R ≤ |s| < 1}と，この sm と sを繋ぐ ε-鎖が存在することを示せばよい．
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定理 1.3( 7 )より，ある f ∈ H が存在して，f(s) = 0である．A := Cut(f)とおく．命題 3.3より，Aは根

s0 を持つ．B ≡ 1と置くと，B は根なし．命題 3.5 により，pi の根の有限列 {si}mi=0 が存在して，|sm| ≥ R

が成り立つ．実際に，もし，任意の i ∈ Nに対して，|si| < Rならば，命題 3.5 が有限回で終了することに反

する． □

4 Hata の定理の証明

第 1章の定理 1.3を示すために，次の定理 4.1を示せばよい．

定理 4.1 (Hata [Ha])

(X, d)を完備距離空間，I ⊂ N0 を #I ≥ 2である有限集合とする．j ∈ I に対して，fj : X → X を X

上の縮小写像とする．Λを {fj}j∈I により定まる極限集合とする．このとき，以下の条件は同値である．

( 1 ) Λ は連結である．

( 2 ) Λ は弧状連結である．

( 3 ) 任意の相異なる i, i′ ∈ I に対して，ある n ∈ Nと数列 {jk}n−1
k=0 ⊂ I が存在して，以下が成り立つ．

1⃝ j0 = iかつ jn−1 = i′．

2⃝ 任意の k ∈ {1, . . . , n− 1}に対して，fjk−1
(Λ) ∩ fjk(Λ) ̸= ∅ が成り立つ．

証明. Kigami[K]に従う．

( 1 ) =⇒ ( 3 )を示す．i ∈ I を任意に 1つ取り固定する．集合 A ⊂ I を

A :=
{
j ∈ I | ある n ∈ Nと数列 {jk}n−1

k=0 ⊂ I が存在して，1⃝, 2⃝が成り立つ
}

により定める．A ̸= ∅としてよい．U :=
∪
j∈A

fj(Λ), V :=
∪

j∈I\A

fj(Λ)と置くと，U ⊔ V = Λである．U, V

は共に開かつ閉集合であるから，U = Λまたは U = ∅である．fj(Λ) ⊂ U より，U = Λかつ V = ∅とな
り，A = I.

( 3 ) =⇒ ( 2 )を示す．任意の x, y ∈ Λに対して，γ∗(0) = x, γ∗(1) = y を満たす連続写像 γ∗ : [0, 1] → Λを

構成する．この x, y に対して，仮定よりある番号 n = n(jx, jy) ∈ Nが存在して、数列 {jk = jk(jx, jy)}n−1
k=0

が存在して，

1⃝ j0(jx, jy) =: jx かつ jn−1(jx, jy) =: jy

2⃝ 任意の k ∈ {1, . . . , n− 1}に対して，fjk−1
(Λ) ∩ fjk(Λ) ̸= ∅

が成り立つ．よって，任意の k ∈ {1, . . . , n− 1}に対して，点 p(jk−1, jk) ∈ fjk−1
(Λ) ∩ fjk(Λ)が存在する．

まず，{w(1)
k }n−1

k=0 ⊂ I を w
(1)
k := jk(jx, jy)と定め，{x(1)

k }nk=0 ⊂ Λを次の 2つの条件で定める．

1⃝’ x
(1)
0 := xかつ x

(1)
n := y．

2⃝’ 任意の k ∈ {1, . . . , n− 1}に対して，x
(1)
k := p(w

(1)
k−1, w

(1)
k ) = p(jk−1, jk)．

次に，k ∈ {0, . . . , n− 1}に対して，
{
j
(2)
ℓ

}(k+1)n−1

ℓ=kn
⊂ I を

j
(2)
ℓ := jℓ−kn

(
j

(
f−1

w
(1)
k

(x
(1)
k )

)
, j

(
f−1

w
(1)
k+1

(x
(1)
k+1)

))
= jℓ−kn

(
j
(
f−1
jk

(x
(1)
k )

)
, j

(
f−1
jk+1

(x
(1)
k+1)

))
と定める．これを用いて，

{
w

(2)
ℓ

}(k+1)n−1

ℓ=kn
⊂ I2 を w

(2)
ℓ := w

(1)
k j

(2)
ℓ と定め，

{
x
(2)
ℓ

}(k+1)n

ℓ=kn
⊂ Λを次の 2つ

の条件で定める．

1⃝” x
(2)
kn := x

(1)
k かつ x

(2)
(k+1)n := x

(1)
k+1．

2⃝” 任意の ℓ ∈ {kn+ 1, . . . , (k + 1)n− 1}に対して，x
(2)
k := p(w

(2)
k−1, w

(2)
k )．

よって，
{
w

(2)
k

}n2−1

k=0
⊂ I2，

{
x
(2)
k

}n2

k=0
⊂ Λを得る．上の操作を帰納的に繰り返すことにより，任意のm ∈ N
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に対して，
{
w

(m)
k

}nm−1

k=0
⊂ Im，

{
x
(m)
k

}nm

k=0
⊂ Λを得る．ここで，

Un :=

∞∪
m=1

{
k

nm
| k ∈ {0, . . . , nm}

}

と置く．0, 1 ∈ Un であり，また t ∈ Un に対して，ある mt ∈ N, kt ∈ {0, . . . , nm} が存在して，t =
kt
nmt

が成り立つ．これらの mt, kt を用いることで，γ : Un → Λ を γ(t) := x
(mt)
kt

と定める．このとき，γ は

well-definedである．実際に，t1 = t2 ∈ Un に対して，あるmt1 ,mt2 , kt1 , kt2 が存在して，
kt1
nmt1

=
kt2
nmt2

で

ある．x
(m)
k の定義より，

γ(t1) = x
(mt1 )

kt1
= x

(mt1+(mt2−mt1 ))

kt1n
mt2

−mt1
= γ(t2)

である．任意の m ∈ N, k ∈ {0, . . . , nm} に対して，γ

(
Un ∩

[
k

nm
,
k + 1

nm

])
⊂ f

w
(n)
k

(Λ) であるから，

α, β ∈ γ

(
Un ∩

[
k

nm
,
k + 1

nm

])
に対して，

d(γ(α), γ(β)) ≤ max
w∈Im

diamfw(Λ)

となり，γ は Un 上の一様連続な関数である．コンパクト集合内の稠密な集合 Un 上の一様連続な関数は，コ

ンパクト集合 Un 上の一様連続な関数に一意的に拡張できるため，γ∗ : Un = [0, 1] → Λを得る．また，任意

のm ∈ Nに対して，γ∗(0) = γ(0) = x
(m)
0 = xかつ γ∗(1) = γ(1) = x

(m)
nm = y を満たす． □
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