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は　じ　め　に

本書の目的は大きく分けて 2つある。1つは種々の平面領域の特徴付け、特に単連結領域

の場合にそのリーマン写像の境界挙動などによって特徴づけることである。あるいは幾何学

的・函数解析的な同値な条件など出来る限り色々な情報を集めた積もりである。一見異なる

ように思える同値な条件が多いほど、その概念は豊かで応用性の高いものであると考えられ

る。擬円板 (quasidisk)がいかに解析学において自然な対象であるか、本書から少しでも理解

して頂ければ幸甚である。

もう 1つの目的は単葉性条件についての結果を整理するということであった。正則函数の

単葉性を保証する条件に関しては数多くの論文が発表されており、どれが何を一般化してい

るのか、あるいは相互の包含関係はどうなっているのか、または今後考えるべき問題は何か、

ということが非常に分かりにくい状況になってきているのでそれについてきちんと統一的な

解釈を与えることが出来ればと思い本書の執筆に取りかかった。しかし、現実には時間の制

約もあり、筆者の怠慢もあって現実にはそれには到底及びもつかない状態となり、依然とし

て筆者の頭の中ではそれらの数多くの結果が混沌とした状態で渦巻いている。今となってみ

れば自分が風車に挑もうとしたドンキホーテだったような気がしないではない。(何しろ単

葉函数論に関する文献は膨大なものがあり、ありがたくもBernardi [15]が 1981年までの文

献の資料をまとめているが、それだけでも 4,000を越える文献がある。)

最初は証明も出来るだけ含めて、本資料だけである程度理解出来る内容にする積もりで

あったが、後半は時間の関係で証明を書いている余裕がなくなってしまった。また、いくつ

か取り上げたかった内容もあるのだが、時間の関係で割愛せざるを得なかった話題も多い。

また、急いで書いたので誤りなども多々あることと思われる。もし何かお気づきになったら、

筆者まで連絡頂ければ幸いである。色々心残りな点も多いが、読者のご寛恕を期待しつつ筆

をおくことにしたい。

最後に、本書の執筆を勧めて下さった谷口雅彦氏に感謝すると同時に、本書の出来上がり

が遅くなってご心配をおかけしたことをお詫びする次第である。

　

※ 本資料は、平成七年度文部省科学研究費補助金総合研究（Ａ）「幾何学的複素解析の総

合的研究」（代表者　名古屋大学大学院・多元数理科学研究科　大沢健夫）による研究集会

のために、その補助により作成されたものである。
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1

目 次

第 1章 平面領域の幾何学 1

1.1 リーマンの写像定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 領域における様々な距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 ユークリッド距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.2 球面距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.3 擬双曲距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.4 Mazurkevich距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.5 道直径距離 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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第1章 平面領域の幾何学

この章ではまず準備として平面領域に関する幾何学的性質や等角写像の基本的性質について

述べる。また、後に必要となる擬等角写像の定義や基本的性質についてもここで述べておく。

なお、以下でよく用いられる記号であるが、上半平面をHで、そして単位円板をD,あるい

はより一般に半径 rの原点を中心とする円板をDrで表すことにする。

いわゆる正則函数 (holomorphic function)と似た意味で用いられる言葉として、解析函数

(analytic function)、等角写像 (conformal mapping)などがあるが、本書では解析函数とい

う言葉はあまり使わず、主に正則函数という言葉を用いる。また、等角写像と言う場合には

（リーマン面として）正則＋同相という意味で用いることにする。（従って、像が無限遠点を

含む場合には、極を持つ場合も許す。）　また、単葉函数 (univalent function)と言えば本来

の意味は、単に「単射」という意味であるが、本書では（極を持たない）正則函数であるこ

とも仮定するものとする。また、必ずしも全射である必要はない。従って、

　正則函数＝Cへの正則写像
　有理型函数＝ Ĉへの正則写像で恒等的に∞ではないもの
　等角写像＝双正則写像

　単葉函数＝単射な正則函数

という使い分けをする。（ただし、「単葉な有理型函数」などという言い方はする。）

1.1 リーマンの写像定理

本書では単に平面領域と言えば、リーマン球面 Ĉ = C ∪ {∞}の真部分領域を意味するも
のとする。従って適当なMöbius変換を施すことによって常に複素平面C内の領域とみなす
ことも出来るが、Möbius不変でない量を扱う場合には注意が必要なこともある。また、以

下では例えば平面領域Dの閉包Dや境界 ∂Dと言う時は、これらは特に断らない限りリー

マン球面で考えた閉包や境界を考えるものとする。

平面領域（または、一般にリーマン面）Dが単連結であるとは、Dの基本群が自明である

ことである。すなわち、D内の任意の閉曲線がD内で可縮であることである。平面領域の

単連結性については、様々な同値な条件が知られているが、ここでは次の結果を知っていれ

ば十分である。

定理 1.1.1 平面領域Dについて次の条件は互いに同値である。
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1. Dは単連結.

2. 補集合 Ĉ−Dは連結.

3. 境界 ∂Dが連結.

さて、ここで単連結領域について最も基本的なリーマンの写像定理を述べておく。証明は

複素函数論の標準的な教科書にはどれにも書いてあるので省略する。

定理 1.1.2 (リーマンの写像定理) 境界が 2点以上からなる単連結平面領域は単位円板と等

角同値である。すなわち、任意の双曲的単連結平面領域Dに対して単位円板DからDの上

への等角写像が存在する。

Dを単連結領域とし、f : D→ Dを等角写像、すなわち単葉なDからDの上への正則写

像であるとする。このような写像をDのリーマン写像と呼ぶ。Dの 1点 aが与えられた時、

（aが有限点ならば）

f(0) = a, f ′(0) > 0

を満たすDのリーマン写像は一意的に定まる。

リーマン球面上の Jordan曲線の補集合の連結成分になっているような領域を Jordan領域

と呼ぶが、これについては次のCarathéodoryの定理が基本的である。

定理 1.1.3 (Carathéodoryの定理) Jordan領域Dのリーマン写像 f は閉包まで同相写像

f : D→ Dに一意的に拡張出来る。

これより一般に、ある Jordan領域から別の Jordan領域への等角写像が与えられれば、そ

れは各々の閉包の同相写像に一意的に拡張できることが容易に分かる。

　

一般に平面上の多重連結領域の場合にも、同様に標準截線領域への等角写像の存在などが

知られているが、ここではその理論には深く立ち入らないことにする。むしろ、ここでは次

の意味での標準化の議論が役に立つであろう。一般に R,Sをリーマン面としたときに、正

則写像 f : R → Sが被覆 (covering)であるとは、Sの任意の点 yに対してその連結開近傍 V

が存在して f を f−1(V )の各成分U に制限した写像 f |U : U → V が全単射、すなわち双正則

になることを言う。（一般には、被覆は位相空間論の用語であるが、ここではこのように正

則写像に限定して用いることにする。）

被覆 f : R → Sに対してRからそれ自身への双正則写像 γで f ◦ γ = f を満たすもの全体

Γ は合成に関して群をなすが、これは fの被覆変換群と呼ばれる。Γ はリーマン面Rに自由

（つまり、単位元以外は固定点を持たない）かつ不連続に作用する。R上の 2点についてこ

の作用で移り合うことと、f で写像して Sの同じ点に写ることとが同値であるときに、この

被覆は正規 (normal)またはGaloisであると言う。
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また特に、Rが単連結であるとき、f は普遍被覆と呼ばれる。普遍被覆は常に正規である

ことに注意しておこう。普遍被覆と呼ばれるのは次の普遍性が成り立つためである。

命題 1.1.4 π : S̃ → S を普遍被覆とする。f : R → S を任意の被覆とすると、ある被覆

g : S̃ → Rがあって π = f ◦ gを満たす。

つまり、面 S の普遍被覆は S 上にあるあらゆる被覆の上にある被覆であり、その意味で

“いちばん上にある被覆である”と言える。

また、位相空間論でよく知られていることであるが、“基本群の尻尾”を付けた空間を考

えることにより、任意のリーマン面に対してその普遍被覆面が存在する。ここで重要となる

のは、リーマンの写像定理を一般化した次の一意化定理である。証明は、標準的な複素函数

論の教科書にはほとんど出ていないが、準備がたいへんなのでやはり省略する。興味のある

読者はリーマン面の専門書を紐解いて頂きたい。

定理 1.1.5 (Koebeの一意化定理) 単連結リーマン面はリーマン球面、複素平面、または単

位円板のいずれか１つに等角同値である。

この定理より、任意のリーマン面Rは上の標準的な 3つの面のうちの 1つ（Xと書くこと

にする）を普遍被覆面として持つことが分かる。普遍被覆 π : X → Rの被覆変換群を Γ と

すると、Γ はXに自由かつ不連続に作用するわけであるが、逆に言えば任意のリーマン面は

Xの解析的自己同型群Aut(X)の部分群でXに自由かつ不連続に作用するものでXを割っ

て得られるわけである。

さて、ここでよく知られているようにX = Ĉ,C,Dの解析的自己同型群はそれぞれ、Möb ∼=
PSL(2,C), Aff(2,C), PSU(1, 1) ∼= PSL(2,R)である。まず、Möbius変換は常に不動点を持

つことに注意すると、リーマン球面を普遍被覆面に持つようなリーマン面はリーマン球面に

等角同値なものしかないことが分かる。また、アフィン変換も平行移動以外は有限平面に不

動点を持つので、Aut(C)の部分群で自由かつ不連続なものは可換群となり、従って 1,Z,Z2

のいずれかに同型なものしか有り得ないことが分かる。よって、複素平面Cを普遍被覆面に
持つようなリーマン面は、それぞれの場合に従って、C自身、1点を抜いた平面C∗、または
1次元複素トーラス（すなわち楕円曲線）しかないことが分かる。

これより言えることは、上に挙げた Ĉ,C,C∗,複素トーラス以外は全て単位円板Dを普遍
被覆面に持っているということである！　このような面を双曲的リーマン面と呼んでいる。

双曲的と呼ばれる所以は、次のような双曲計量が自然に定義されるからである。

まず、単位円板Dには別名 Poincaré計量とも呼ばれる双曲計量

ρD(z) =
|dz|

1− |z|2

が完備リーマン計量として入る。この計量の著しい特徴は次の定理が成り立つことである。
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定理 1.1.6 (Schwarz-Pickの補題) f : D → Dを正則写像とすると、f ∗(ρD) ≤ ρD. 言い換

えれば、次の不等式が成り立つ：

|f ′(z)|
1− |f(z)|2 ≤

1

1− |z|2 .

[Proof ] まず、α ∈ Dに対してLα(z) = z+α
1+ᾱz

とおけばLα ∈ Aut(D)であり、L′α(0) = 1− |α|2
であることが分かる。

z0を単位円板の任意の点とし w0 = f(z0)とおく。そこで g = Lw0

−1 ◦ f ◦ Lz0 を考えると

やはり |g(z)| ≤ 1で、しかも今度は g(0) = 0となるから、Schwarzの補題により |g′(0)| ≤ 1

を得る。あとは g′(0) = (L′w0
(0))−1f ′(z0)L

′
z0

(0)に注意すれば z = z0における求める不等式を

得る。 ¤
　

これより直ちに次の系を得る。

系 1.1.7 双曲計量 ρDはAut(D)の引き戻しによる作用で不変である。

この系を用いると、任意の双曲的リーマン面Rについて、普遍被覆写像 π : D → Rを通

してD上の双曲計量がR上の計量 ρRに落ちてくることが分かる。これをRの双曲計量と呼

ぶ。この時、やはり先の Schwarz-Pickの補題から次の双曲計量に関する縮小性原理が従うこ

とが分かる。（この結果自体を Schwarz-Pickの補題と呼ぶこともある。）

系 1.1.8 f を双曲的リーマン面Rから双曲的リーマン面 Sへの正則写像とすると、R上で

f ∗(ρS) ≤ ρRが成り立つ。等号が成立するのは f : R → Sが被覆の場合のみである。

特にこの写像が包含写像の場合を考えれば、次の双曲計量の単調性原理が従う。

系 1.1.9 (双曲計量の単調性) Dを双曲的平面領域とし、D1をその部分領域とする。この時

D1上で ρD ≤ ρD1が成り立つ。ある点で等号が成り立つのは実はD1 = Dの場合に限る。

　

Rの双曲計量から自然に距離が誘導されるが、この距離を双曲距離と呼び、dR(p, q)のよ

うに表記することにする。すなわち、

dR(p, q) = inf
α

∫

α

ρR(z)|dz|

である。ただし、ここに下限は p, qを結ぶ全ての（長さ有限な）曲線 αにわたって取るもの

とする。よく知られているように、双曲的リーマン面は双曲距離に関して完備多様体になっ

ている。もちろん、これらの距離についても単調性原理などが成り立つ。
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1.2 領域における様々な距離

前節に述べた双曲距離以外にも、平面領域には様々な幾何学的に意味のある距離が入る。

これについてこの節で概観しておこう。

1.2.1 ユークリッド距離

これは説明するまでもなく重要な距離である。ただし、無限遠点を含まない領域に限って

定義される。通常は 2点 z, wのユークリッド距離は |z − w|の形で表される。念のため定義
も書いておくと、|z − w| =

√
(z − w)(z̄ − w̄)である。

1.2.2 球面距離

これもリーマン球面を考える上では基本的な距離である。定義を書いておくとリーマン球

面上の 2点 z, wに対して

dS(z, w) =





|z−w|√
1+|z|2

√
1+|w|2 , z, w ∈ C

1√
1+|w|2 z = ∞, w ∈ C

(1.2.1)

とし、これを z, wの球面距離と言うことにする。

1.2.3 擬双曲距離

複素平面の真部分領域Dに対して δD(z) = dist(z, ∂D) = infw∈∂D |z − w|と置く。D上の

連続なリーマン計量 |dz|/δD(z)を擬双曲計量 (quasi-hyperbolic metric)と呼び、これから誘

導される距離を kD(z, w)と書くことにする。これはD上の完備な距離になる。

この距離についてはD ⊂ Cが本質的な仮定であることに注意しておこう。なぜなら、も
しDが無限遠点を含んでいれば δD ≡ δD−{∞}となり、D−{∞}とDの区別が出来ないから

である。

この距離は平面領域にのみ定義されるが、この距離と絶対定数により常に比較可能なHahn

距離という等角不変な距離も知られている。これについては本書では本質的に必要としない

のでこれ以上触れないが、詳しくは [48], [77], [47]などを参照されたい。

この距離の重要性は名前が示している通り双曲距離に近いということである。次の補題が

定量的な情報を与えてくれる。

補題 1.2.1 任意の複素平面内の双曲的領域Dについて ρD(z) ≤ 1
δD(z)

(z ∈ D)が成り立つ。
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また、特にDが単連結領域の場合には

1

4δD(z)
≤ ρD(z) ≤ 1

δD(z)
(z ∈ D) (1.2.2)

が成り立つ。

[Proof ] 証明は易しいので紹介しておこう。まず a ∈ Dに対して r = δD(a)とし、B = {z ∈
C; |z − a| < r}とする。ρB(z) = r

r2−|z−a|2 であることを注意しておこう。この時双曲計量の

単調性原理から

ρD(a) ≤ ρB(a) =
1

r
=

1

δD(a)

が得られ、これで前半が証明された。後半の証明には 1.4節で証明されるKoebeの 1/4定理

(定理 1.4.4)が必要となる。f : D→ Dをリーマン写像で f(0) = aなるものとすれば、この

定理によると f(D) = Dは aを中心とし半径 r = |f ′(0)|/4の円板Bを含む。従って、特に

r ≤ δD(a)である。f ∗(ρD)(z) = ρD(f(z))|f ′(z)| = ρD(z)であることに注意すると、これより

ρD(a) = ρD(0)|f ′(0)|−1 =
1

4r
≥ 1

4δD(a)

となり、後半の主張が示された。 ¤
　

一般の領域についてはこの補題の後半は成り立たない。例えば、領域の境界が孤立点を持

てば、そのような領域に対しては inf ρD(z)δD(z) = 0となってしまう。inf ρD(z)δD(z) > 0と

なるような領域は一様完全領域 (uniformly perfect domain)と呼ばれる。

最後に擬双曲距離の簡単な下からの評価を与えておこう。

補題 1.2.2 ([42]) 擬双曲距離について次の下からの評価が成り立つ。

log

( |z1 − z2|
δD(zj)

+ 1

)
≤ kD(z1, z2), j = 1, 2. (1.2.3)

　

[Proof ] δD(z) ≤ δD(zj) + |z − zj|より、2点を結ぶ任意の曲線 αについて
∫

α

|dz|
δD(z)

≥
∫

α

|dz|
δD(zj) + |z − zj|

≥
∫

[z1,z2]

|dz|
δD(zj) + |z − zj| = log

( |z1 − z2|
δD(zj)

+ 1

)

¤
ここで複素平面内の領域Dに対してこの補題の左辺の量を対称化した量を定義する。

jD(z1, z2) =
1

2
log

( |z1 − z2|
δD(z1)

+ 1

)( |z1 − z2|
δD(z2)

+ 1

)
. (1.2.4)
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系 1.2.3 kD(z1, z2) ≥ jD(z1, z2)

なお、一般に単連結領域の場合は 1
4
kD(z1, z2) ≤ dD(z1, z2) ≤ kD(z1, z2)であるわけだが、

特にDが円板または半平面である場合には dD(z1, z2) ≤ jD(z1, z2)が成り立つ。この場合は

どちらの量も直接計算できるので実際に確かめてみればよい。(cf. [38])　しかし、一般にこ

の補題の逆のタイプの不等式は成立しない。この逆のタイプの不等式が成立するような領域

は特殊な性質を持つことが分かっており、それについては 3.8節において詳しく述べられる。

1.2.4 Mazurkevich距離

複素平面内の領域Dの 2点 z, wについて λD(z, w)をD内でこの 2点を結ぶ曲線の (ユー

クリッド的)長さの下限とする。明らかにこれはD上の距離となり λD(z, w) ≥ |z − w|が成
り立つが、この距離のことをMazurkevich距離と呼ぶ。この距離は領域の計量的性質を記述

する上で重要である。

1.2.5 道直径距離

複素平面内の領域Dの 2点 z, wについて µD(z, w)をD内でこの 2点を結ぶ曲線の (ユー

クリッド的)直径の下限とする。明らかにこれは D 上の距離となり、定義から |z − w| ≤
µD(z, w) ≤ λD(z, w)であることは明白であろう。この距離をD上の道直径距離と呼ぶこと

にしよう。(筆者は他に呼び方を知らないので勝手にこのように呼んでいる。正確な名称を

ご存知の方がいらっしゃれば、筆者にご教示願いたい。)

　

最後の 2つの距離は他の距離とは違って、道直径距離に関してはリーマン計量などから誘

導される距離ではなく、また双方とも測地線のようなものも一般には存在しない。しかし、

境界の形状に関する情報を比較的生の形で与えてくれるという点で領域の幾何学を知る上で

は重要な距離である。

1.3 Carathéodory収束

この節では領域の列に関する収束性について論ずる。ここではもっとも重要と思われる

Carathéodory収束について述べるが、この名前を冠した収束性についても立場によって様々

な（しかも、同値でない）定義があるが、ここではPommerenke [92]に従って次の定義を採

用する。

定義 1.3.1 (Carathéodory核) Dn (n = 1, 2, . . . )を点 aを含む平面領域の列とする。この
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時、点 aに関する列DnのCarathéodory核とは点 a及び次の条件を満たす点w全体のなす集

合である：

aとwを含むある領域W が存在して十分大きな nに対してW ⊂ Dnが成り立つ.

この定義だと、核が {a}という１点のみになってしまうこともあり得るが、そうでない場
合には必ず核は aを含む領域になる。

定義 1.3.2 (Carathéorory核収束) 点 aを含む領域の列Dn (n = 1, 2, . . . )が領域Dに核

収束するとは、Dnの任意の部分列がDを aに関する核として持つことである。

この核収束の概念の重要性は次の定理が成立することにある。

定理 1.3.3 (Carathéodory核定理) fn (n = 1, 2, . . . )を単位円板上の単葉な正則函数の列

で fn(0) = 0, f ′n(0) > 0を満たしているとする。Dn = fn(D)とするとき、函数列 fnがD上広
義一様収束するための必要十分条件は像領域の列Dnがその核Dに核収束し、しかもD 6= C
となることである。また、この時極限函数 f はDのリーマン写像となる。

注意 1.3.4 もちろんDが 1点に縮退することもあるが、その時は fnは定数函数 0に収束し

ていることになる。（Dが 1点の場合、そこへの定値写像もここでは便宜上“リーマン写像”

と呼ぶことにしよう。）　また、DがCになることもある。最も簡単な例として fn(z) = nz

を考えればよい。

1.4 Koebeの歪曲定理

この節では古典的な単位円板上の単葉函数に関するKoebeの歪曲定理について述べてお

く。この定理は単葉函数の増大度を知る上で最も基本的な結果である。

ターゲットは単位円板上の単葉函数なのであるが、基本となるのはいわゆる面積定理で

あり、これを導くためには補助的に単位円板の外部D∗上の函数のクラスを導入する必要が
ある。

クラス Sは単位円板D上の単葉函数 f で

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · ·

の形の展開を持つもの全体とする。つまり、f(0) = 0, f ′(0) = 1という正規化条件を満たす

単位円板上の単葉函数である。

次にΣを単位円板の外部D∗ = {z ∈ Ĉ; |z| > 1}上の単葉な有理型函数 gで

g(z) = z + b0 + b1z
−1 + b2z

−2 + · · ·
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の形の展開を持つもの全体とする。

f ∈ Sとして、g(z) = 1/f(z−1)とおけば、

g(z) = z − a2 + (a2
2 − a3)z

−1 + · · · (1.4.1)

となり g ∈ Σであることが分かるが、f は∞を値として取らなかったのだから、g(z) 6= 0

である。従って、SとΣが 1対 1に対応するわけではない。クラスとしてはΣの方が若干広

いことになる。なお、0に値を取らないようなΣの元全体をΣ ′と書くことにすると、Sと

Σ ′とは 1対 1の対応がつく。

まず、Sについては以下のような様々な操作が可能であり、これにより例えば係数評価から

函数の挙動についての情報などを引き出すことが出来るわけである。S 3 f(z) = z+a2z
2+· · ·

とすると、以下の操作で得られる函数は全て再び Sに属する。

1. 共役: f(z̄) = z + a2z
2 + · · · .

2. 回転: e−iθf(eiθ).

3. 拡大: r−1f(rz), (0 < r < 1).

4. Koebe変換:

Kζf(z) =
f( z+ζ

1+ζ̄z
)− f(ζ)

(1− |ζ|2)f ′(ζ)
(1.4.2)

= z +
1

2

{
(1− |ζ|2)f

′′(ζ)

f ′(ζ)
− 2ζ̄

}
z2 + · · · , (|ζ| < 1).

5. 合成: gを f(D)における単葉函数で g(0) = 0, g′(0) = 1とするとき、g ◦ f.

6. 除外点変換: ω ∈ C− f(D)に対して

ωf(z)/(ω − f(z)) = z + (a2 +
1

ω
)z2 + · · · . (1.4.3)

7. n乗根変換: fn(z) = {f(zn)}1/n = z + a2

n
zn+1 + · · · .

ここで f の n乗根変換 fnについては、αを 1の n乗根とするときに、fn(αz) = αfn(z)が

成り立つことが分かる。（逆に、これが成り立つとき、ある Sの元の n乗根変換になってい

ることも容易に分かる。）　これに注意すれば、fnは

fn(z) = z +
∞∑

k=1

ckz
nk+1 (1.4.4)

の形の展開を持つことが分かる。

　

まず、次のGronwallによる面積定理から始める。
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定理 1.4.1 (面積定理) g(z) = z + b0 + b1z
−1 + · · · をクラスΣに属する函数とすると

∞∑
n=1

n|bn|2 ≤ 1

が成り立つ。また、ここで等号が成立するのは C − g(D∗)のルベーグ測度が 0の時であり、

またその時に限る。

[Proof ] r > 1に対してCrを円周 |z| = rの gによる像とし、この解析曲線で囲まれた有界領

域をErとする。するとGreenの公式により

Area(Er) =
1

2i

∫∫

Er

dw̄ ∧ dw =
1

2i

∫

Cr

w̄dw =
1

2i

∫

|z|=r

g(z)g′(z)dz

=
1

2

∫ 2π

0

(
re−iθ +

∞∑
n=0

bnr
−neinθ

)(
1−

∞∑

k=1

kbkr
−k−1e−i(k+1)θ

)
reiθdθ

= π

(
r2 −

∞∑
n=1

n|bn|2r−2n

)

を得る。従って、r → 1とすることにより

Area(C− g(D∗)) = π

(
1−

∞∑
n=1

n|bn|2
)

が分かり、このことから定理の主張を得る。 ¤

系 1.4.2 先の定理の仮定の下で、|b1| ≤ 1を得る。ここで等号が成立するための必要十分条

件は g(z) = z + b0 + b1/z, (|b1| = 1)であることである。

この系で等号が成立するような写像はよく知られているように、像の補集合が線分になっ

ているようなもので、Joukowski変換に代表される写像である。

次に f ∈ S として、この 2乗根変換をさらに (1.4.1)で変換すると (f(1/z2))−1/2 = z −
(a2/2)z−1 + · · · ∈ Σだから、この系を適用すると次の定理を得る。

定理 1.4.3 (Bieberbachの定理) f(z) = z + a2z
2 + · · · をクラス Sに属する函数とすると

|a2| ≤ 2が成り立つ。ここで等号が成立するのはKoebe函数K(z) = z/(1−z)2の回転に限る。

この定理に関連して Bieberbachが |an| ≤ nと予想したわけだが、この予想への挑戦が単

葉函数論の発展をもたらしたと言ってよい。この Bieberbach予想に対しては数多くの研究

がこれまでなされてきたが、de Brangesにより 1984年に肯定的に解決された。証明に本質

的に必要なのは以下で説明する Löwnerの方法と、現在 de Branges族と呼ばれているある特
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殊函数の族を考えることである。短い証明が例えばWen [103]にあるので、興味のある方は

そちらを参照して頂きたい。

　

さらに、この定理の系として次の有名な定理が導かれる。

定理 1.4.4 (Koebeの 1/4定理 (Koebe One-Quarter Theorem)) クラス Sに属する単

葉函数の像は常に円板 |w| < 1/4を含む。

[Proof ] f ∈ Sがある値ω ∈ Cを取らないと仮定する。すると除外点変換 (1.4.3)を考えると、

Bieberbachの定理から |a2 + 1
ω
| ≤ 2を得る。一方、やはりBieberbachの定理より |a2| ≤ 2で

あるから、

|1/ω| ≤ |a2 + 1/ω|+ |a2| ≤ 4

となり、これより |ω| ≥ 1/4を得る。これは除外値は円板 |w| < 4の中にはないことを意味

し、証明が完結した。 ¤
　

なお、Koebe函数K(z) = z/(1− z)2を考えるとこれは値 1/4を取らないので、この定理

は最良の結果と言える。もともとKoebeはある正の普遍定数があって Sの元がその半径の

円板を覆うことを示していたのだが、1/4で成り立つことを示したのはBieberbachである。

Bieberbachの定理に今度はKoebe変換 (1.4.2)を使ってみると次の結果が分かる。

定理 1.4.5 f ∈ Sに対して ∣∣∣∣(1− |z|2)
f ′′(z)

f ′(z)
− 2z̄

∣∣∣∣ ≤ 4 (1.4.5)

が成り立つ。

この不等式を変形すると次の形になる。

∣∣∣∣
zf ′′(z)

f ′(z)
− 2|z|2

1− |z|2
∣∣∣∣ ≤

4|z|
1− |z|2 (1.4.6)

これを用いると次の歪曲定理が得られる。

定理 1.4.6 (Koebeの歪曲定理) f ∈ S と |z| = r < 1に対して次の評価が成り立つ。

1− r

(1 + r)3
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + r

(1− r)3
. (1.4.7)

また、原点以外でどちらかの等号が成り立つ点が存在すれば、fはKoebe函数の回転に限る。
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[Proof ] まず、不等式 (1.4.6)の実部に着目すれば、

2r2 − 4r

1− r2
≤ Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
≤ 2r2 + 4r

1− r2
(1.4.8)

を得る。ここでRe
{

zf ′′(z)
f ′(z)

}
= r ∂

∂r
log |f ′(reiθ)|であることに注意すれば、

2r − 4

1− r2
≤ ∂

∂r
log |f ′(reiθ)| ≤ 2r + 4

1− r2

が分かる。そこで、これを rについて積分してやれば求める不等式が得られる。

もし、(1.4.7)において原点以外の点 z = r0e
iθで等号が成立したとすると、積分する前の段

階で等号がその区間全体で成立していなければいけない。従って、(1.4.8)において特に r = 0

の近傍でいずれかの等式が恒等的に成り立つ。このことから特にRe {eiθf ′′(0)/f ′(0))} = ±4

が成立しなければいけない。しかし、これは |a2| ≥ 2を意味し、Bieberbachの定理より f は

Koebe函数の回転でなければならないことが分かる。 ¤
　

さらに、この歪曲定理を用いて次の増大度に関する評価が得られる。

定理 1.4.7 (増大度定理) f ∈ Sと |z| = r < 1に対して次の評価が成り立つ。

r

(1 + r)2
≤ |f(z)| ≤ r

(1− r)2
. (1.4.9)

また、原点以外で等号が成立する点があれば、f はKoebe函数の回転に限る。

[Proof ] まず左辺の不等号から示す。f(z) =
∫ r

0
f ′(teiθ)eiθdtと歪曲定理から、

|f(z)| ≤
∫ r

0

|f ′(teiθ)|dt ≤
∫ r

0

1 + t

(1− t)3
dt =

r

(1− r)2

となる。

左辺の不等号はそう単純には従わない。まず r/(1 + r)2 < 1/4だから |f(z)| ≥ 1/4の時は

何も証明すべきことはない。従って、|f(z)| < 1/4と仮定してよい。するとKoebe 1/4定理

から 0と f(z)を結ぶ線分は f の像に含まれる。従ってその線分の逆像をCとすれば、Cは

0と zを結ぶ単位円板内の解析弧となる。ゆえに、

|f(z)| =
∫

[0,f(z)]

|dw| =
∫

C

|f ′(ζ)||dζ| ≥
∫

C

1− |ζ|
(1 + |ζ|)3

|dζ|

≥
∫ r

0

1− t

(1 + t)3
dt =

r

(1 + r)2

を得る。等号成立条件については見やすいであろう。 ¤
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この増大度定理から函数族 Sの局所一様有界性が言えるので、Sが正規族をなすことが分

かったことになる。一方、Hurwitzの定理によれば、単葉函数の広義一様極限は定数または

単葉であるが、クラス Sに関しては正規化条件から定数には収束し得ない。従って、極限函

数もつねに Sに属することが分かり、Sが広義一様収束の位相に関してコンパクトになって

いることも分かったことになる。

1.5 Schwarz微分とNehari-Krausの定理

ここで Schwarz微分（level 1, level 2）の定義と基本的性質について触れておく。Schwarz

微分と単葉性条件との関係については以下の章でもっと深く考察することにして、ここでは

基本的なOsgoodの定理とNehari-Krausの定理についてのみ述べておく。

まず平面領域上の非定数有理型函数 f に対してその微分の対数微分 Tf 及び（いわゆる）

Schwarz微分 Sf をそれぞれ

Tf =
f ′′

f ′

Sf =

(
f ′′

f ′

)′
− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

=
f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

= (Tf )
′ − 1

2
Tf

2

により定義する。（これらは吉田正章氏による解説 [104]には、“やさしい Schwarz微分”、

“ふつうの Schwarz微分”として紹介されている。）　これらの作用素には次のような変換

則がある。

補題 1.5.1

Tf◦g = (Tf ◦ g)g′ + Tg (1.5.1)

Sf◦g = (Sf ◦ g)(g′)2 + Sg (1.5.2)

[Proof ] (1.5.1)は log(f ◦ g)′ = log f ′ ◦ g + log gを微分すれば直ちに得られる。(1.5.2)につい

ても (1.5.1)を定義式に用いれば簡単に導ける。 ¤
　

また、これらの微分作用素の核については次のことが容易に分かる。

補題 1.5.2 平面領域上の非定数有理型函数 f について次のことが成り立つ。

(1) Tf = 0 ⇔ f は 1次函数,

(2) Sf = 0 ⇔ f はMöbius変換.
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この変換則から期待されるように、これらは領域上の函数と見るよりも、それぞれ 1次微

分、2次微分と見た方が理解しやすい。つまり、便宜上 Tf (z)dz, Sf (z)dz2と考えた方が統

一的に理解出来ることが多い。

例えば、これらを作用させた時の局所的な性質について次のことが分かる。

補題 1.5.3 点 a ∈ Ĉの近傍で定義された非定数有理型函数 f について次のことが成り立つ。

(1) Tf (z)dzが点 z = aで正則 ⇔ f が z = aで正則で局所単葉.

(2) Sf (z)dz2が点 z = aで正則 ⇔ f が z = aで局所単葉.

ただし、ここで a = ∞の場合に f が∞で正則というのは、z = ∞の近傍で f(z) =

cz(1 + b1z
−1 + b2z

−2 + · · · )と展開出来るということである。
このように、Tf については無限遠点がやや特殊な役割を果たしているため、Möbius不変

な量を扱う上ではやや不便であるが、例えば最初からCに値を取ることが分かっている函数
などを扱うにはこちらの方が函数の生の情報を残している分だけ扱い易いという利点もある。

さて、ここで p ∈ Rとして双曲的領域D上の函数 ϕについて次のノルムを定義する。

‖ϕ‖p,D = sup
z∈D

|ϕ(z)|ρD(z)−p

特に pが整数の場合が重要なので、以下では pは整数とし、平面領域D上の正則 p次微分

でこのノルムが有限なもの全体を Bp(D)と書くことにすると、これは明らかにこのノルム

に関して複素バナッハ空間となっている。（実際には、任意の双曲的リーマン面Rについて、

ϕをその上の正則 p次微分とすれば |ϕ|ρR
−pはR上の函数と見なせるから、その supノルム

をやはり ‖ϕ‖p,Rと表せば、これが有限となるようなR上の正則 p次微分全体は複素バナッ

ハ空間をなす。）また、これらのノルムについてはやはり単調性原理が成り立つことに注意

すべきである。

補題 1.5.4 (ノルムの単調性原理) D1 ⊂ Dであれば、非負整数 pに対して ‖ϕ‖p,D1 ≤ ‖ϕ‖p,D

が成り立つ。

[Proof ] これは双曲計量の単調性原理 (補題 1.1.9)から明らかである。 ¤
　

上に示唆したように、f に対して Tf , Sf はそれぞれ領域上の 1次、2次微分とみなされる

ので、それぞれ ‖Tf‖1,D, ‖Sf‖2,Dを考えることが自然であろう。特にD = Dの場合にはこの
上の正規化された単葉函数 f については (1.4.6)が成立しており、Tf の 1次函数に関する不

変性に注意すれば、この評価から容易に次の結果を得る。

定理 1.5.5 f が単位円板上の単葉函数とすると ‖Tf‖1,D ≤ 6が成り立つ。また、Koebe函数

を考えればこのノルムがちょうど 6になるので、この評価は最良である。
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これと同様にして Schwarz微分に関しても次の定理が得られるのであるが、これはもとも

とKraus [65]によって示されていたのだが長い間忘れ去られていたようで、その後Nehari [79]

によって再発見された。従って、現在この 2人の名を冠して定理に名が付けられている。

定理 1.5.6 (Nehari-Krausの定理) f が単位円板上の単葉函数とすると ‖Sf‖2,D ≤ 6が成

り立つ。また、やはりKoebe函数を考えれば、この評価が最良である。

[Proof ] やはり正規化によって最初から f ∈ Sと仮定してよい。さらに、|Sf |ρD−2のAut(D)-

不変性から、この z = 0での値が 6以下であることが示されればよい。つまり、|Sf (0)| ≤ 6

が言えればよい。ここで f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · · とすると、Sf (0) = 6(a3 − a2
2)であり

f を (1.4.1)でΣの元に変換すれば面積定理より |a2
2 − a3| ≤ 1だったから、このことから主

張を得る。 ¤
　

　これらの 2つの定理は Schwarz微分のノルムが単葉性と密接に関係していることを示唆

しているが、実際に 4章においてこの関係についてさらに詳細に調べることにしたい。

1.6 従属性 (subordination)

易しい概念であるが、単葉函数論において有用な従属性 (subordination)について若干触

れておくことにする。

単位円板上の正則函数 f, gについて、f が gに従属するとは、ある正則函数 ϕ : D→ Dで
ϕ(0) = 0なるものが存在して f = g ◦ ϕとなることとし、記号で f ≺ gで表すことにする。

特にϕとしてはMöbius変換ϕ(z) = eiθzが取れる時には fと gは同値であると言い f ∼ gと

書くことにする。

一般に f ≺ gならば f(0) = g(0)かつ f(D) ⊂ g(D)であるが、特に gが単葉函数であると

きには、f ≺ gであるための必要十分条件は f(D) ⊂ g(D)かつ f(0) = g(0)であることに注

意する。（ϕ = g−1 ◦ f に取れる。）

命題 1.6.1 (Lindelöfの原理) f ≺ gとすると 0 ≤ r < 1に対して次のことが成り立つ。

f(Dr) ⊂ g(Dr) (1.6.1)

max
|z|≤r

|f(z)| ≤ max
|z|≤r

|g(z)| (1.6.2)

また、(1.6.2)においてある 0 < r < 1について等号が成立するならば、実は f ∼ gである。

[Proof ] (1.6.1)については、Schwarzの補題 |ϕ(z)| ≤ |z|から直ちに従い、 (1.6.2)は (1.6.1)

から従う。最後の主張は gが定数でなければmax|z|≤r |g(z)|が rについて狭義単調増加であ

ることと Schwarzの補題の等号成立条件から明らかである。 ¤
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系 1.6.2 f ≺ gかつ g ≺ f であれば、実は f ∼ gである。

さらに、次の Littlewoodによる結果も重要である。

命題 1.6.3

max
|z|≤r

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ max
|z|≤r

(1− |z|2)|g′(z)| (1.6.3)

特に |f ′(0)| ≤ |g′(0)|である。また、(1.6.3)においてある 0 < r < 1において等号が成立すれ

ば f ∼ gである。この結論は g′(0) 6= 0であれば r = 0の場合にも成り立つ。

[Proof ] Schwarz-Pickの補題より (1− |z|2)|ϕ′(z)| ≤ 1− |ϕ(z)|2であるから、

(1− |z|2)|f ′(z)| = (1− |z|2)|ϕ′(z)||g′(ϕ(z))| ≤ (1− |ϕ(z)|2)|g′(ϕ(z))|

が従い、さらに |ϕ(z)| ≤ |z|に注意すれば (1.6.3) を得る。また、後半の主張は先の定理の時

と同様に示される。 ¤

1.7 正の実数部分を持つ正則函数

ここでは単葉函数論において重要なわき役を演ずる正の実数部分を持つ正則函数について

まとめておく。以下では次のように正規化された函数族を考えることにする。

函数のクラス P を単位円板から右半平面 H+ = {z ∈ C; Re z > 0}への正則函数 pで

p(0) = 1を満たすもの全体として定める。

単位円板上の正規化された単葉函数族の中で Koebe函数が様々な場面で極値函数として

の役割を果たしていたのに対応して、このクラスの中で極値的な役割を果たす函数として

容易に思いつくのは、単位円板を右半平面に等角に写像する 1次分数変換 h1(z) = 1+z
1−z

=

1+2z +2z2 +2z3 + · · · である。pを単位円板上の正則函数とすると、定義から直ちに分かる

ように p ∈ P であるための必要十分条件は pが h1に従属していることである。|z| = r < 1と

すると 1−r
1+r

≤ |h1(z)| ≤ 1+r
1−r

, |h1
′(z)| ≤ 2

(1−r)2
であるから、p ∈ P ならば p ≺ h1かつ 1/p ≺ h1

という事実を用いれば (1.6.1), (1.6.3)から容易に次の増大度に関する定理を得る。

命題 1.7.1 p ∈ P とすると任意の |z| = r < 1について次の評価が成立する。

1− r

1 + r
≤ |p(z)| ≤ 1 + r

1− r
(1.7.1)

|p′(z)| ≤ 2

(1− r)2
(1.7.2)

また、ある z 6= 0においていずれかの等式が成立すれば p ∼ h1でなければならない。
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この主張から、クラスP も広義一様収束の位相でコンパクトであることが分かることに注

意しておこう。（もちろん、このこと自体はそもそもH+が単位円板と等角同値なのだから、

Montelの定理から明らかとも言える。）

　

さて、このクラスP の重要性はこの集合が函数の和に関して凸集合になっていることであ

る。すなわち、pj ∈ P とし sj ∈ [0, 1]が
∑

j sj = 1を満たしていれば p =
∑

j sjpj はやはり

P に属する。添字 jを連続的に動かして確率測度で積分しても同様の結果が得られるが、特

に µを T = ∂D上の確率測度とし、hζ(z) = ζ+z
ζ−z

∈ P とするとき、p =
∫
T hζdµ(ζ), すなわち

p(z) =
∫
T hζ(z)dµ(ζ) とおけばやはり p ∈ P となる。実は、任意の P の元はこのような積分

表示を持つという主張が次のHelgrotzの定理 (1911)である。

定理 1.7.2 (Herglotzの定理) 任意の p ∈ P に対して単位円周上のBorel確率測度 µが存在

して

p(z) =

∫

T

ζ + z

ζ − z
dµ(ζ) (1.7.3)

の形で表される。

[Proof ] まず、u(z) = Re p(z)と置けばこれは（正値）調和函数で u(0) = 1になることに注

意する。調和函数に関する Poissonの公式を複素化した Schwarzの表現公式より

p(z) =

∫

T

rζ + z

rζ − z
u(rζ)

dζ

iζ

が |z| < r < 1に対して成り立つ。そこで dµr(ζ) = u(rζ)dζ
iζ
を確率測度とみなせば、T上の確

率測度のなす空間は弱収束に関してコンパクトであるから r → 1としたときに µrの収束部

分列が取れる。その極限を µとすれば、求める式が得られる。 ¤

注意 1.7.3 実は函数 hζはコンパクト凸集合 P の端点（extreme point）になっていることが

分かり、そのこととコンパクト凸集合の任意の点は端点全体からなる集合の閉凸包に含まれ

るというKrein-Mil’manの定理からこの定理を説明することも出来る。

　

ここで hζ(z) = 1 + 2
∑∞

n=1 e−inθznであることに注意すると p(z) = 1 +
∑∞

n=1 cnz
nとした

とき、Herglotzの公式で係数比較を行って

cn = 2

∫ 2π

0

e−inθdµ(θ)

であることが分かる。これより特に次の結果を得る。

系 1.7.4 (Carathéodoryの補題) p(z) = 1 + c1z
1 + c2z

2 + · · · ∈ P について |cn| ≤ 2 (n =

1, 2, . . . )が成り立つ。

注意 1.7.5 この系である nで等号が成立しても p ∼ hζ かどうかは分からない。これについ

ては例えば [92]を参照のこと。
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1.8 擬等角写像

この節では平面擬等角写像の基本的事項についてまとめておく。証明を始めると、それだ

けで 1冊の本になってしまうので、ここでは証明は与えないことにする。興味のある読者は

Ahlfors-Bers [4] Ahlfors [2], Lehto-Virtanen [72]を参照して頂きたい。邦書には専門書はな

いが、谷口-今吉 [59]に基本事項が証明も含めて解説されている。

擬等角写像には同値な定義がいくつかあるが、ここでは擬等角写像の基本的性質について

分かれば十分なので、それには深入りしないことにする。ただ、定義をしないわけにはいか

ないので、次の定義を採用しておくことにしよう。

K ≥ 1を定数とする。複素平面内の領域DからD′への向きを保つ同相写像 f がK-擬等

角であるとは、f が超函数の意味での局所 2乗可積分な 1階導函数を持ち、それに対して

|fz̄| ≤ K − 1

K + 1
|fz|

がD上でほとんど至るところ成立することと定義する。

また、あるKに対してK-擬等角であるような写像を単に擬等角写像であると呼ぶ。

擬等角写像 f については実はほとんど至るところ fz 6= 0であることが分かり、このこと

から fz̄/fzがほとんど至るところ定義可能であることが分かる。これを fのBeltrami係数と

呼び µ[f ]と書くことにする。従って、その L∞-ノルムに関して ‖µ[f ]‖∞ ≤ K−1
K+1
である。

また、f が等角写像の時は µ[f ] = 0であり、これは 1-擬等角写像ともみなせる。

　

擬等角写像に関しては、次の基本的性質が成り立つ。

命題 1.8.1 　

1. f1, f2をそれぞれK1, K2-擬等角写像とすると、その合成はK1K2-擬等角写像である。

2. f がK-擬等角写像とすると、その逆写像もK-擬等角写像である。

3. f が 1-擬等角ならば、実は f は等角写像である。

4. Dからの擬等角写像 f, gについてもし µ[f ] = µ[g] a.e. ならば、f ◦ g−1は等角写像で

ある。

これらのことから、特にK-擬等角性は等角不変な概念であることが分かる。故に、擬等角

写像はリーマン面の間の写像についても同様に定義できることが分かる。特にリーマン球面

上の擬等角写像も意味を持つことになるが、これについては次の定理が最も基本的である。

定理 1.8.2 (可測リーマン写像定理 [4]) 任意の µ ∈ L∞(C)1 = {µ ∈ L∞(C); ‖µ‖∞ < 1}に
対してBeltrami方程式

fz̄ = µfz
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を満たす擬等角写像 f : Ĉ→ Ĉで 0, 1,∞を固定するものが、ただ一つ存在する。

この定理によって保証される 0, 1,∞を固定する µ ∈ L∞(C)1に対する Beltrami方程式の

解となっている擬等角写像をwµと書くことにすると、実はこの解の µに関する依存性は非

常に良いことが知られている。（Beltrami方程式は一様楕円型偏微分方程式なので、正則性

は一般論から知られていることであるが、今の場合はもっと具体的方法によっても分かる。）

　このことがTeichimüller空間が自然な複素構造を持っていることを証明するのに非常な重

要な意味を持ってくるのであるが、これについては専門書を見て頂きたい。

Beltrami方程式の解の依存性については、ここでは以下のような形で述べておくことにす

る。（もっと強い形の結果も成り立つが、それについては例えば [4]を参照のこと。）

命題 1.8.3 L∞(C)1 × Ĉから Ĉへの写像 (µ, z) 7→ wµ(z)は連続であり、zを固定すれば µに

ついては正則写像となっている。

また、擬等角写像のもう一つの重要性はある種の完備性である。一般に滑らかな写像があ

る函数に一様収束していても、その函数が滑らかかどうかは分からないが、擬等角写像につ

いてはこの擬等角性が保たれるという著しい性質があるのである。

定理 1.8.4 K ≥ 1を定数とする。固定された 3点を動かさないようなリーマン球面からそ

れ自身へのK-擬等角写像全体のなす函数族は（球面距離に関する）一様収束位相について

コンパクトである。

この定理が特に単葉函数の擬等角拡張の議論においてキーになってくる。また、次の形の

収束定理も重要である。

定理 1.8.5 (Ahlfors-Bers [4]) k ∈ [0, 1)を定数として Beltrami係数の列 µn ∈ L∞(C)が

‖µn‖∞ ≤ kを満たしており、さらに µnが各点ごとに µに収束しているとする。この時wµn

はwµに球面距離に関して一様収束する。

　

最後に可測リーマン写像定理から出てくる結果として上半平面や単位円板の場合の写像定

理が得られることを注意しておこう。

定理 1.8.6 µ ∈ L∞(H)1とする。これを下半平面 H∗には µ(z̄)によって拡張して得られる

Beltrami係数を µ̂ ∈ L∞(C)と表すことにする。すると w = wµ̂は上半平面を上半平面に全

射に写す擬等角写像になっている。

[Proof ] ŵ(z) = w(z̄)と定めるとこれはやはり正規化された擬等角写像で Beltrami係数を計

算すると、µ[ŵ] = µ̂(z̄) = µ̂(z)であることが分かるので、wµ̂の一意性から ŵ = wであるこ

とが分かる。すなわち、w(z̄) = w(z)である。これは実数を実数に写すことを意味しており、

wは向きを保つ写像であったことから上半平面は上半平面に写されることが分かる。 ¤
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系 1.8.7 任意のµ ∈ L∞(D)1に対してある擬等角写像wでw(D) = DかつD上ではµ[w] = µ

を満たし、‖µ[w]‖∞ = ‖µ‖∞であるようなものが存在する。
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第2章 単葉性を導く基本原理

この章では平面領域上の正則函数が単葉であるための十分条件について、その基本となる原

理についていくつか述べることにしたい。

正則函数 f(z)が点 z0の近傍で単葉であるための必要十分条件は f ′(z0) 6= 0であることはよ

く知られている。これは正則函数に限らず、一般に微分可能な写像についてもその Jacobian

が消えていないという条件で局所的な単射性が保証されるわけだが、大域的な単射性につ

いては、単に微分可能写像とした場合には非常に困難な場合が多い。（ただ、以下に述べる

Ahlforsの原理は純粋に位相的な結果であり、必ずしも正則写像に限らない単射性条件も存

在はしている。）　以下に述べるように種々の単葉性条件があるというのは、正則函数の持

つ剛性の一つの現れであろうと考えられる。

2.1 差分商による直接的方法

まず、適用範囲の広い一般原理を説明する前に、簡単な興味深い単射性条件を紹介してお

くことにしよう。

まず f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · · の形の展開を持つD上の正則函数が与えられていると
する。これについて次のような結果がある。

定理 2.1.1 (小堀 (1932))
∑∞

n=2 n|an| ≤ 1ならば f は単葉である。

注意 2.1.2 実はこの時 f は星状（3章参照）になっていることが分かる。

[Proof ] 相異なる 2点 z, w ∈ Dを取り次の差分商を考える。

f(z)− f(w)

z − w
= 1 +

∞∑
n=2

an(zn−1 + zn−2w + · · ·+ wn−1)

従って、もし f(z) = f(w)であるとするならば、

1 =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=2

an(zn−1 + zn−2w + · · ·+ wn−1)

∣∣∣∣∣ <

∞∑
n=2

n|an|

となり、これは仮定に反する。よって f は単葉である。 ¤
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同様にすれば、D∗上の (∞以外には極を持たない)正則函数 g(z) = z + b0 + b1z
−1 + · · · に

ついても次の形の結果が得られる。

定理 2.1.3 (尾崎 [89])
∑∞

n=1 n|bn| ≤ 1ならば、gはD∗上単葉である。

この場合興味深いのは、単葉ならば面積定理から
∑∞

n=1 n|bn|2 ≤ 1が従うことであり、上

の条件と形が似ていることである。しかも、係数が非負の場合には、上の条件は単葉である

ための必要十分条件になっている！

定理 2.1.4 (尾崎 [89]) もし全ての nについて bn ≥ 0ならば、g(z) = z + b0 + b1z
−1 +

· · · (|z| > 1)が D∗ 上単葉であるための必要十分条件は
∑∞

n=1 nbn ≤ 1が成り立つことで

ある。

[Proof ] 十分性は言えているので、必要性を示す。gが単葉だとすると、特に実数 x > 1につ

いて g′(x) 6= 0である。すなわち、1−∑∞
n=1 nbnx

−n−1 6= 0である。この左辺は xが十分大き

いところでは正であり、それがずっと 0にならないわけだから、左辺の連続性から常に正で

なければいけない。よって x → 1として必要性が出る。 ¤
　

この証明で興味深いところは、この必要条件の証明では g′(x) 6= 0が x > 1で成り立つこ

としか用いていないことである。つまり、この条件自体が単葉性と同値な条件になっている

わけである。

なお、Sに関しても対応する結果がある。証明は同様なので省略するが主張だけは述べて

おくことにしよう。

定理 2.1.5 (尾崎 [89]) 単位円板上の正則函数f(z) = z+a2z
2+· · · について各係数がan ≤ 0

であるとする。この時、f が単葉であるための必要十分条件は
∑∞

n=2 n|an| ≤ 1であり、従っ

てこの時は星状になる。

2.2 偏角の原理

ここでは正則写像について、ある点の逆像の個数を直接的に積分によって表現するという

偏角の原理について述べておく。この一つの応用として単葉性を保証するのに有用な原理の

一つである、Darbouxの定理について触れておく。この定理自身は像領域が Jordan領域の

場合にしか述べられていないが、原理としては非常に単純で応用範囲も広く拡張性もある。

まず、Darbouxの定理を述べる前に偏角の原理を述べておこう。
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定理 2.2.1 (偏角の原理) 滑らかな Jordan曲線Cを境界に持つ閉領域Dの近傍で有理型な

函数 f がさらにC上では零点も極も持たないと仮定する。この時、Dに含まれる f の零点、

極の（重複度を込めた）個数をそれぞれN,P とする時、

N − P =
1

2π

∫

C

d arg f(z) =
1

2π

∫

f(C)

d arg w (2.2.1)

が成り立つ。ただし、ここで曲線 f(C)と書いた時には、Cによってパラメトライズされた

曲線とみなし、例えば同じ道を何重にも回るとすればその分だけ積分するものと約束する。

特に f がDにおいて正則ならば、境界曲線Cの f による像の 0の周りでの回転数がDの

内部にある零点の個数を表すことになる。

定理 2.2.2 (Darbouxの定理) Jordan領域D0上の有理型函数 f がその閉包まで連続に拡

張出来て、しかも境界 ∂D0上では単射になっているとする。この時もし、f(D0) 6= Ĉであ
れば、実は f はD0上でも単射である。

この定理は例えば [101], [75]等に載っているが、∂D0は長さ有限で、なおかつ f はD0の

近傍で正則というかなり強い仮定の下で述べられており、このような一般的な形で述べられ

た本は少ないようである。(少なくとも、筆者は知らない。) そこで、便利のために証明を与

えておこう。

[Proof ] まずD0のリーマン写像 ϕ : D → D0を考えると、これは Carathéodoryの定理によ

り同相写像 ϕ : D → D0に拡張できるから、f の代わりに g = f ◦ ϕを考えてもこれは同じ

仮定を満たすことが分かる。また、像の方も仮定により適当なメビウス変換で写すことによ

り、∞ /∈ g(D)と仮定して一般性を失わない。g(D)はリーマン球面内の閉集合であるから、

特にコンパクトであり従って有界であることに注意しておこう。また、gはD上で正則な函
数となる。

さて、仮定より gはC = ∂D上で単射であるから、その像 Γ = g(C)は (有界な)Jordan曲

線になる。そこでその内部をDとして a ∈ C − D̄とする。r ↗ 1とするとき、g(reiθ)は一

様に g(eiθ)に収束するから rを十分 1に近づければ aはやはり g(Cr)の外側に位置すること

が分かる。ただし、ここにCr = {z ∈ C; |z| = r}とする。従って、これより g(Cr)の aの周

りの回転数は 0であり、ゆえに偏角の原理を用いてD内には値 aを取る点が存在しないこと

が分かる。よって g(D) ⊂ Dが証明された。

今度はDのリーマン写像を ψ : D→ Dとするとやはりこれは同相写像 ψ : D→ Dに拡張

されるが、さらに h = ψ−1 ◦ gとおけば、これはDからDへの連続写像で、内部では正則、
周上では円周を円周に写す同相写像になっていることが分かる。しかし、明らかにこのよう

な函数は Schwarzの鏡像原理を用いれば Aut(D)の元に限ることが容易に分かる。よって、

このことから h,従って f が等角写像であることが証明されたことになる。 ¤
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注意 2.2.3 この定理で“ f(D0) 6= Ĉ”の仮定は必要である。例えば、D0 = H+（右半平面）

として写像 f(z) = z5を考えれば、この写像は境界である虚軸を向きを保ったまま虚軸に単

射に写しているが、明らかにこの写像自体はH+上で単射ではない。

なお、このDarbouxの定理の Jordan曲線でない場合への拡張については [10]を参照して

頂きたい。

2.3 能代-Warschawskiの定理

この節では能代 (1934) [84]およびWarschawski(1935) [102]により独立に得られた非常に

シンプルな定理について述べておく。（特別な場合としてDが単位円板の場合にはAlexan-

der(1915) [6]が、半平面の場合にはWolf(1934)が証明している。）

定理 2.3.1 (能代-Warschawskiの定理) fを複素平面内の凸領域D上の非定数正則函数で、

ある実定数 αに対して

Re
{
eiαf ′(z)

} ≥ 0 (2.3.1)

が任意の z ∈ Dに対して成立しているとすると、f はD上で単葉である。

[Proof ] まず、ある 1点で (2.3.1)が等号成立しているとすると、最大値の原理から f ′はD上

で定数でなければならないからこの場合自明である。従って、(2.3.1)はつねに真に不等号が

成立しているとしてよい。z1, z2 ∈ Dを相異なる 2点とするとこの 2点を結ぶ線分 [z1, z2]は

仮定からDに含まれる。従って、

f(z2)− f(z1) =

∫ z2

z1

f ′(z)dz = (z2 − z1)

∫ 1

0

f ′(z1 + t(z2 − z1))dt

であるが、これより

|f(z2)− f(z1)| ≥ |z2 − z1|
∫ 1

0

Re
{
eiαf ′(z1 + t(z2 − z1))

}
dt > 0

となり、特に f(z1) 6= f(z2)が分かる。 ¤
　

この定理においてDが凸領域というのが本質的である。実際、複素平面内の領域Dにつ

いてこの定理の主張が成り立つことと、Dが凸であることとが同値であることを Herzog-

Piranian [56], Tims [100]が証明している。

能代-Warschawskiの定理の最も典型的な応用は近接凸函数の単葉性の証明であるが、これ

については定理 3.5.1を参照して頂きたい。

また、高次導函数の条件に置き換えて p葉性が導き出せるという結果も知られているが、

これについては例えばGoodman [45]を参照して頂きたい。
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能代-Warschawskiの定理と同様の方法により次のような結果も得られる。その前に少し記

号を用意しておこう。λD(z, w)を 2点 z, w ∈ DのMazurkevich距離として (1.2節参照)、そ

の 2点のユークリッド距離との比の上限を

λ(D) = sup
z,w∈D

λD(z, w)

|z − w|

と定義する。

定理 2.3.2 (Rogozhin(1969)) 複素平面内の領域D上で定義された正則函数 f が 0でない

ある複素数 aに対して条件

|f ′(z)− a| < |a|/λ(D) (2.3.2)

を満たすとすると、f はD上で単葉である。

[Proof ] 相異なる 2点 z1, z2を取り、この 2点を結ぶ曲線Cで長さ `が λD(z1, z2)に十分近い

ものを取っておく。 すると

|f(z2)− f(z1)| ≥ |a||z2 − z1| −
∫

C

|f ′(z)− a||dz| > |a||z2 − z1|
(

1− `

λ(D)|z2 − z1|
)

となり、この最右辺はいくらでも 0に近い値が取れるのに対し、2番目の不等号は（z1, z2を

固定する限り）ある一定値は差が出るので結果的に |f(z2)− f(z1)| > 0が従い単葉性が示さ

れる。 ¤
　

この定理は f に関する条件がかなりきつくなってはいるものの、Dに関しては例えば単連

結でなくても良いわけで、そういう点でかなり一般性のある結果である。例えば、円環領域

を考えると |f ′(z)− a| < 2
π
|a|によって単葉性が従うことになる。

2.4 微分方程式の比較定理による方法

　ここでは微分方程式 2w′′ + ϕw = 0の解の挙動（具体的には零点分布）に関する知識を

正則函数の単射性に利用しようという基本的には Nehariによるアイデアを解説する。もっ

とも、この節では専らこの形の微分方程式のみに着目することにし、それを具体的に正則函

数の単葉性に応用する方法については 4章で詳しく述べることにしたい。

この節での主結果は次の定理である。（実数値函数しか扱わない場合は、古典的な Sturm-

Liovilleの比較定理と呼ばれるものであるが、複素数値なので証明には若干違った議論が必

要となる。）
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定理 2.4.1 (比較定理) 区間 I = (−1, 1)上の連続函数A(t) ≥ 0が次の条件を満たしている

とする。

（A1） ある正値函数 q ∈ C2(I)で微分不等式 2q′′ + Aq ≤ 0を満たすものが存在する。

この時、I上でRe ϕ ≤ Aを満たす任意の複素数値連続函数 ϕに対して次の方程式

2w′′ + ϕw = 0. (2.4.1)

の自明でない解wは I上に高々1個しか零点を持たない。

注意 2.4.2 以下の証明から分かるように、ϕ に関する条件は、「ある実定数 α があって、

Re eiαϕ ≤ A」でも構わない。

[Proof ] 結論を否定して微分方程式 (2.4.1)が自明でない解 wで I上の 2点 t1, t2 (−1 < t1 <

t2 < 1)で零になるものが存在したとする。(2.4.1)の両辺に w̄を掛けるとϕ|w|2 = −2w′′w̄だ

からこれを積分して
∫ t2

t1

ϕ|w|2dt = −2

∫ t2

t1

w′′w̄dt = 2

∫ t2

t1

|w′|2dt (2.4.2)

を得る。特にこの実部を取ることにより
∫ t2

t1

Re ϕ|w|2dt = 2

∫ t2

t1

|w′|2dt (2.4.3)

を得る。

ここで一般に恒等的には 0でない 1回連続的微分可能な実数値函数 uで u(t1) = u(t2) = 0

を満たすものを取ると、
∫ t2

t1
(u′ − uq′/q)2dt > 0であるから、これより

∫ t2

t1

(u′)2dt >

∫ t2

t1

[
2uu′

q′

q
− u2

(
q′

q

)2
]

dt

=

∫ t2

t1

[
(u2)′

q′

q
− u2

(
q′

q

)2
]

dt

=

[
u2 q′

q

]t2

t1

−
∫ t2

t1

[
u2

(
q′

q

)′
+ u2

(
q′

q

)2
]

dt

= −
∫ t2

t1

u2 q′′

q
dt ≥

∫ t2

t1

A

2
u2dt

という計算が出来る。そこで、uとしてはwの実部、虚部をそれぞれ考えて足し合わせれば

最終的に次の不等式を得る。

2

∫ t2

t1

|w′|2dt >

∫ t2

t1

A|w|2dt. (2.4.4)
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ここで仮定よりRe ϕ ≤ Aだったから、これと (2.4.3)と (2.4.4)とを合わせて矛盾を得る。¤
　

この微分方程式でw′′の前に係数 2が付けてあるのは Schwarz微分との関係で便宜的に付

けているものであるので、もちろん本質的に重要なわけではない。

なお、このAに関する条件 (A1)であるが、例えば境界値問題（Dirichlet問題）の一般論

から容易に分かるように、次の一見より強い仮定：

　

(A2) ある正値函数 q ∈ C2(I)で微分方程式 2q′′ + Aq = 0を満たすものが存在する。

　

とも同値である。また、これは最小固有値に関する次の条件とも同値となる。

　

(A3) 任意の−1 < t1 < t2 < 1に対して境界値問題 y(t1) = y(t2) = 0, 2y′′ + λAy = 0 on

(t1, t2)が自明でない解を持つような λの最小値が 1以上である。

　

また、これも一般論から分かるように次の Hardy型不等式が成立することとも同値であ

る。(作用素 y 7→ y′′は 1次元の Laplacianであることに注意せよ。)

　

(A4) 任意の−1 < t1 < t2 < 1を固定するとき、条件 y(t1) = y(t2) = 0を満たす恒等的に 0

ではない実数値連続函数について

2
∫ t2

t1
(y′)2dt

∫ t2
t1

Ay2dt
≥ 1

が常に成り立つ。

　

実際に単葉性を導くにはさらに双曲距離に関する不変性を保証するための条件が必要にな

り、その条件も満足するような具体的な函数Aについては 4.1節において具体的に見ていく

ことにする。

2.5 Ahlforsの原理

これは球面特有の次の事実に着目した方法である。

補題 2.5.1 リーマン球面からそれ自身への連続写像が局所同相であれば、実は大域的に同

相である。

つまり、球面から球面への写像は単射でなければ、“どこかに皺が寄る”ということであ

る。この原理を使ってAhlforsはある種の良い条件を満たす例えば単位円板上の局所単葉な
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正則函数を単位円板の外部にもやはり局所単葉に延ばせることを示し、そのことから結果的

に単葉性を導き出した。実際にはいきなりリーマン球面全体に局所単葉に延ばすことは困難

なので、少し小さい半径の円板で折り返して局所同相な擬等角写像（従って上の原理から全

体で同相な擬等角写像）に拡張し、“良い条件”からその変形率Kが一様に取れることを見

てやれば、後は擬等角写像のコンパクト性 (定理 1.8.4)からその極限もやはり擬等角である

ことが分かり、従って元々の写像そのものも単射であったことが分かる、という寸法である。

この方法の利点は、構成の方法から分かるように、擬等角写像に直接拡張してしまう、とい

うことなので結果的には単に単葉だというよりももっと強いことが証明出来るということで

ある。

具体的な適用例は 4.1節をご覧になって頂きたい。

　

なお、読者の便利のためこの原理の証明を与えておく。(以下の証明は一般にコンパクト

単連結位相多様体、例えば n次元球面としても適用出来る。)

　

[Proof ] f : Ĉ→ Ĉを局所同相な連続写像とする。特に fは開写像であるからその像は開集合

である。一方、Ĉはコンパクトだからその像もコンパクト、すなわち閉集合である。よって
f の像は開かつ閉となり球面の連結性からこれは球面全体でなければならない。すなわち、

f は全射である。

次に qを球面内の任意の 1点とする。するとこの逆像 f−1(q)はやはり f の局所同相性か

ら有限集合でなければならない。逆像を {p1, p2, . . . , pk}とすると f の局所同相性から qの連

結開近傍 V を十分小さく取れば、f−1(V )の pj を含む成分を Uj としたとき、制限した写像

f : Uj → V が各 jに対して同相であるように出来る。f−1(V )が Uj以外に成分W を持って

いたとしよう。すると q /∈ f(W )であるから V ∩ ∂f(W ) 6= ∅でなければならない。そこで
b ∈ V ∩ ∂f(W )とすると取り方からW 内の点列 anで f(an) → bとなるものが存在する。コ

ンパクト性から必要なら部分列を取ることによって an自身もある点 aに収束するとしてよ

い。すると f の連続性から f(a) = bとなるが、f はこの点でも局所同相だから aの十分小さ

い連結開近傍Uを取れば f : U → f(U)が同相になり、かつ f(U) ⊂ V となるように出来る。

すると U は連結で U ∩W 6= ∅だからW の取り方から U ⊂ W でなければならないがこれ

より bは f(W )の内部の点でなければならないことが分かり ∂f(W )から取ってきたことに

反する。よって、このようなW はもともと存在しなかったことが分かる。(これは単に f の

propernessからの帰結であると言ってもよい。)

以上の考察から f : Ĉ→ Ĉが被覆であることが分かった。一方、Ĉは単連結であるから定
理 1.1.4から f は同相写像であることが分かる。 ¤
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2.6 Löwnerの方法

以上までの方法が比較的単純だったのに比べて、この Löwnerの方法は非常に深く他の方

法では手に負えないような単葉函数までも扱うことが出来る。もっとも、この方法の定式化

そのものが一目で分かるというような代物ではないので、これを使いこなすにはある種の職

人的な熟練が必要となる。また、函数の擬等角拡張性までも保証する方法ではないので、擬

等角拡張性まで含めて議論したい場合にはあまり適当な方法ではないかもしれない。

なお、Löwnerの方法は、原理だけから言えば要するに 1階微分方程式の解の一意性を単

葉性に用いるのが基本アイデアである。そのことを念頭に置いて読めば、理解しやすいかも

しれない。なお、以下では Pommerenke [92]を参考にした。

　

まず、次のような領域の族G(t) (0 ≤ t ≤ ∞)が与えられたしよう。

(1) 各G(t)は複素平面内の単連結領域でG(∞) = C,

(2) s < tならば 0 ∈ G(s) $ G(t),

(3) tn → t0ならばCarathéodoryの意味でG(tn) → G(t0).

例 2.6.1 J を無限遠点に伸びる Jordan弧であるとし、α : [0,∞) → J ⊂ Cをそのパラメト
リゼーションとする。つまりαは連続かつ単射であるとし、limt→∞ α(t) = ∞であるとする。
この時、G(t) := C− α([t,∞))とすれば、これは上の条件 (1), (2), (3)を満足する。

　

さて、この時各G(t)のリーマン写像 ft : D → G(t)で ft(0) = 0, ft
′(0) > 0となるものを

取る (t ∈ [0,∞))。ここで a1(t) = ft
′(0)とおくことにしよう。s < t < ∞ならば fs ≺ ftだ

から特に a1(s) < a1(t)が成り立つ。また、さらに条件 (3)より a1は連続で t → ∞のとき
a1(t) →∞が成り立つ。そこで、パラメータを a1(t) = et′で変換して t′0 ≤ t′ ≤ ∞を考えて
も本質的に変わらないと考えられる。さらに必要なら相似変換すれば最初から t′0 = 0と仮定

して一般性を失わないであろう。

従って、以下ではさらに次の条件を課すものとし、このようなものを Löwner鎖と呼ぶこ

とにする。

(4) ftはDで単葉で，ft(z) = etz + a2(t)z
2 + · · · （すなわち，e−tft ∈ S.）

また構成法から明らかに

(5) 0 ≤ s ≤ t < ∞⇒ fs ≺ ft

が成り立つ。

　

以下の証明では仮定 (4), (5) のみを用いて議論を進める。

s ≤ tならば fs ≺ ft だから ϕt,s = ft
−1 ◦ fs : D → Dと定めると、これは単葉函数で
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ϕt,s(0) = 0, ϕt,s
′(0) = es−tとなり次の半群性を持つ。

0 ≤ s ≤ t ≤ u < ∞⇒ ϕu,t ◦ ϕt,s = ϕu,s. (2.6.1)

もちろん作り方から明らかに

0 ≤ s ≤ t < ∞⇒ fs = ft ◦ ϕt,s (2.6.2)

である。

さて、f(z, t) = ft(z)を幾何学的に解釈してみると、これは初期領域G(0)のリーマン写像

を流れ (flow)により外側に押し流していくような感じになっている。従って、何かの微分方

程式の積分曲線を与えていると考えるのは極めて自然なことである。そこで、以下ではどの

ような微分方程式を満たしているのかを見ていくことにしよう。

それには、まず素朴に考えて ∂tf(z, t)を計算することから始めよう。(2.6.2)より s < tと

して ϕt,s = ϕと略記すれば、

fs(z)− ft(z)

s− t
=

ft(ϕ(z))− ft(z)

s− t
(2.6.3)

=
ϕ(z)− z

s− t

ft(ϕ(z))− ft(z)

ϕ(z)− z

である。ここで s → tとしたときもし ϕ(z) → zであることが分かれば、最後の式の 2番目

の項は明らかに ft
′(z)に収束するから、問題は最後の式の 1番目の項の極限を計算すること

にある。

いずれにしても、ϕ(z)− zの挙動を調べることが重要になる。そこでやや天下り的だが次

の函数を考えてみよう。

qt,s(z) = q(z, t, s) =
z − ϕt,s(z)

z + ϕt,s(z)
=

1− ϕt,s(z)/z

1 + ϕt,s(z)/z
, (s < t). (2.6.4)

すると |ϕ(z)/z| < 1であるから qt,s : D→ H+であることが分かる。また、qt,s(0) = 1−es−t

1+es−t =

tanh((t− s)/2)である。そこで新たに pt,s = coth((t− s)/2)qt,sを考えれば pt,s ∈ P となる。

従って定理 1.7.1より

|pt,s(z)| ≤ 1 + |z|
1− |z|

が成り立つ。これを用いると、(2.6.4)より

|ϕ(z)− z| ≤ 2|z||qt,s(z)| ≤ 2|z| tanh((t− s)/2)
1 + |z|
1− |z| (2.6.5)

を得る。これより s → tの時 ϕ(z) → zが成り立つことが分かる。
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しかし、これだけではまだ情報が足りないので、もう少し考察する必要がある。まずϕ = ϕt,s

であるが、これはDからそれ自身への正則函数とみなせば、Schwarz-Pickの補題 (定理 1.1.6)

から
1

1− |z|2 ≥
|ϕ′(z)|

1− |ϕ(z)|2 ≥ |ϕ′(z)| (2.6.6)

が成り立つことに注意しておく。ftについては e−tft ∈ Sであることに気がつけばKoebeの

歪曲定理などにより次の評価が成立することに注意しておこう：

et |z|
(1 + |z|)2

≤ |ft(z)| ≤ et |z|
(1− |z|)2

, (2.6.7)

et 1− |z|
(1 + |z|)3

≤ |ft
′(z)| ≤ et 1 + |z|

(1− |z|)3
. (2.6.8)

準備が出来たところで、次の基本となる評価式を証明しておこう。

命題 2.6.2 0 ≤ s ≤ t ≤ u < ∞, |z| < 1について次が成立する。

|ϕu,t(z)− ϕu,s(z)| ≤ 2 tanh((t− s)/2)
|z|

(1− |z|)2
, (2.6.9)

|ft(z)− fs(z)| ≤ 8|z|
(1− |z|)4

(et − es). (2.6.10)

従って、特に ϕu,t(z)や ft(z)は tについて絶対連続になっている。

[Proof ] まず、半群性 (2.6.1)に注意すると ϕt,s(z) = ϕと略記して

ϕu,t(z)− ϕu,s(z) = ϕu,t(z)− ϕu,t(ϕ)

=

∫ z

ϕ

ϕu,t
′(ζ)dζ

を得る。従って、ここで (2.6.6)から |ζ| ≤ r := |z|に対して |ϕu,t
′(ζ)| ≤ 1

1−r2 であることに注

意し、さらに (2.6.5)を用いることにより次のように評価することが出来る。

|ϕu,t(z)− ϕu,s(z)| ≤ |z − ϕ| 1

1− r2

≤ 2 tanh((t− s)/2)r
1 + r

1− r

1

1− r2
,

故に最初の不等式が出てきた。

次の評価もやはり関係式 (2.6.2)と ft
′の評価式 (2.6.8)を用いて同様の評価を行えばよい。

¤
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注意 2.6.3 ここまでは仮定 （4）, （5） のみを用いて議論してきたわけだが、ここで出て

きた評価を用いれば、逆に最初に仮定（4）,（5）のみを満たす単葉函数族 ftが与えられた

時にG(t) = ft(D) (0 ≤ t < ∞), G(∞) = Cと置けば、これが性質 （1）, （2）, （3） を

持つことはCarathéodoryの核収束定理などを用いれば容易に分かる。従って、Löwner鎖と

言えば（4）, （5）のみを満足する単葉函数族であると定義しても良いわけである。

　

さて、準備が整ってきたところでいよいよ (ϕt,s(z)− z)/(s− t)の極限値を求める努力をし

てみよう。まず、命題 2.6.2により zを固定すれば f(z, t) = ft(z)は tについて絶対連続であ

る。よって測度 0の集合を除いては ∂tf(z, t) =: ḟ(z, t)が存在する。測度 0集合の可算和は

やはり測度 0であることに注意すると、[0,∞)内の適当な測度 0集合Eを取ればその点以外

の任意の tについて ḟ(1/k, t)が 2以上の任意の自然数 kについて存在するように出来る。

今度は t ∈ [0,∞) − Eを固定しよう。点 sを tに十分近いところで考えると函数族 (ft −
fs)/(t− s)は (2.6.10)により正規族をなすことが分かる。従って、任意の数列 sn → tを考え

れば、さらにその適当な部分列 s′nを取ることによって正則函数 (ft − fs′n)/(t− s′n)はある正

則函数にD上で広義一様収束するが、その極限函数の 1/kでの値は ḟ(1/k, t)に一致しなけ

ればならない。1/kはD内に集積点を持つのでこのことから極限函数は一意的に定まる。故
に s → tとするとき (ft − fs)/(t− s)はある正則函数にD上で広義一様収束することが分か
る。(この部分はいわゆるVitaliの定理の証明をしていることになる。)　その極限函数をや

はり ḟ(·, t)と書くことにすれば、これは各 t ∈ [0,∞) − Eについて正則函数で、またその t

と任意の z ∈ Dに対して ∂tf(z, t)が存在することが分かった。また、可測函数の極限で書か

れるので ḟ(z, t)は 2変数可測函数になっていることも注意しておこう。

では後は、具体的に ḟ(z, t)の形を求めることが残された問題となる。ここで pt,s(z)の定義

式を見直してみると、次のようにも表記出来ることに気づく。

pt,s(z) =
−(t− s)/2

tanh((t− s)/2)

ϕt,s(z)− z

t− s

2

ϕt,s(z) + z
. (2.6.11)

ここで (2.6.3)を見れば分かるように t ∈ [0,∞)−Eに対してはやはり (ϕt,s − z)/(t− s)も広

義一様にある正則函数 ψtに収束するので、このことから pt,sもある pt ∈ P に広義一様収束

することが分かり、しかも (2.6.11)で s → tとすると

pt(z) = ψt(z)/z (2.6.12)

であることが分かる。従って、(2.6.3)より最終的に

ḟ(z, t) = zft
′(z)pt(z) (2.6.13)

を得る。ここでこの式から pt(z) = p(z, t)も 2変数について可測であることに注意してお

こう。
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注意 2.6.4 この微分方程式の幾何学的な意味は次のようなものである。まず pt ∈ P という

主張を別の表現をしてみれば、

| arg ḟ(z, t)− arg zf ′(z, t)| = | arg pt(z)| < π

2

ということであり、これは f(Dr)の境界点においては速度ベクトル ḟ(z, t)がこの領域の外側

を向いているということを意味している。従って、領域が本当に広がっていくという現象を

記述している方程式と考えられる。

　

さて、(2.6.13)は偏微分方程式であるから、この方程式そのものを扱うのはたいへん難し

い。そこで、今度は ϕ̇t,s(z) := ∂tϕt,s(z)を計算してみよう。それには (2.6.2)より f(z, s) =

f(ϕt,s(z), t)だから、この両辺を tで偏微分してみればよい。すると、0 = f ′(ϕt,s(z), t)ϕ̇t,s(z)+

ḟ(ϕt,s(z), t)を得るから、これと (2.6.13)から

f ′(ϕt,s(z), t)ϕ̇t,s(z) = −ḟ(ϕt,s(z), t) = −ϕt,s(z)f ′(ϕt,s(z), t)pt(ϕt,s(z))

を得る。f ′ 6= 0だからこれより結局

ϕ̇t,s(z) = −ϕt,s(z)pt(ϕt,s(z)) (2.6.14)

であることが分かった。注目すべきは、この式が tについての常微分方程式になっているこ

とである！　これら (2.6.13)や (2.6.14)を Löwnerの微分方程式と呼ぶ。

さらに、実は ϕt,sから ft(z)が決定出来ることに注意しておこう。これを言うにはもう少

し考察が必要である。まず、et−sϕt,s ∈ Sであることに注意すると増大度定理から

es−t |z|
(1 + |z|)2

≤ |ϕt,s(z)| ≤ es−t |z|
(1− |z|)2

(2.6.15)

が得られる。また、|z| ≤ r0とすれば (2.6.7)から |e−tft(z)− z| ≤ 2r0

(1−r0)2
=: K0であるから、

最大値の原理から

|ft(z)− etz| ≤ etK0|z|2
r0

2
(2.6.16)

が従う。よって、s ≤ t, |z| ≤ r0とすればこの不等式と (2.6.15)より

|fs(z)− etϕt,s(z)| = |ft(ϕt,s(z))− etϕt,s(z)|

≤ etK0

r0
2
|ϕt,s(z)|2 ≤ e2s−tK0

r0
2

|z|2
(1− |z|)4

が得られる。従って、この式で t →∞とすれば広義一様に
f(z, s) = lim

t→∞
etϕt,s(z) (2.6.17)

が成り立つことが分かる。故に、この式により ftが復元出来ることが分かる。これらの事実

は次の Löwnerの定理の後半にどのような方法が適当かを示唆している。前半の主張は既に

これまで示した通りである。
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定理 2.6.5 (Löwnerの定理) 函数 f(z, t) = ft(z)がLöwner鎖であるための必要十分条件は

ある正定数 r0, K0があって次の 2つの条件を満たすことである。

(i) 函数 f(z, t)は任意の t ∈ [0,∞)に対して |z| < r0 上で正則であり f(z, t) = ft(z) =

etz + · · · という展開を持つ。また各 |z| < r0に対しては tについて絶対連続で、しかも

|f(z, t)| ≤ K0e
t (|z| < r0, t ≥ 0) (2.6.18)

を満たす。

(ii) D× [0,∞)上の可測函数 p(z, t)で各 tについて pt = p(·, t)は正則かつRe pt ≥ 0なるも

のがあって、ほとんど全ての tについて

ḟ(z, t) = zf ′(z, t)p(z, t) (|z| < r0, t ≥ 0) (2.6.19)

が成り立つ。

従って、特にこの定理では ftがDまで解析接続出来てしかもそれが単葉になっている、と
いうことまで主張している。もちろん、この定理で本質的に重要なのはこれから証明する単

射性を主張する後半の部分である。まず、その前に微分方程式の初期値問題に関する解の存

在と一意性についての結果をこの方程式に即して述べておくことにしよう。扱う微分方程式

は f(z, t)ではなくて、むしろ (sを固定した時の)ϕt,s(z)である。(2.6.14)を参照して頂けれ

ばどのような微分方程式を考えるべきかは自ずと明らかである。

定理 2.6.6 t ∈ [0,∞)について可測な函数 p(z, t) = pt(z)で pt ∈ P であるものが与えられて

いるとする。この時 s ∈ [0,∞)に対して次の微分方程式を考える。

dw

dt
= −wp(w, t) a.e. on [s,∞). (2.6.20)

このとき、各 z ∈ Dに対してこの微分方程式の [s,∞)上の絶対連続解で初期条件 w(s) = z

を満たすものが一意的に存在する。これを ϕt,s(z) = ϕ(z, t, s)と書くことにすれば ϕt,sは D
上単葉な正則函数であり、

f(z, s) := lim
t→∞

etϕt,s(z) (2.6.21)

がD上局所一様に存在してしかもこれが (2.6.19)を満足する Löwner鎖を与える。

逆に f(z, t) = ft(z)が Löwner鎖で ϕt,sを ft
−1 ◦ fsによって定めるとこれは [s,∞)上ほと

んど全ての tに対して方程式 (2.6.20)を満足し、(2.6.21)の関係式が成り立つ。

[Proof ]後半部分は既に見てきた通りなので、前半のみを証明する。解の局所的な存在につい

ては常微分方程式の一般論から従う事実であるが、[s,∞)全体まで解が延びることを示すに

は、方程式の形の特殊性を利用しなければならない。考えている方程式は (log w)′ = −p(w, ·)
とも書けるから、これを積分方程式の形に直せば

w(t) = z exp

(
−

∫ t

s

p(w(τ), τ)dτ

)
(2.6.22)
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となる。よって次のPicard-Lindelöfによる逐次代入法を用いるのが適当であることが分かる。

r ∈ (0, 1)として z ∈ Drとし、s ∈ [0,∞)としておく。まずw0 ≡ 0に取り、以下は帰納的

に t ∈ [s,∞)に対して

wn+1(t) = z exp

[
−

∫ t

s

p(wn(τ), τ)dτ

]
(n = 0, 1, . . . ) (2.6.23)

と定義していく。ここでまずクラス P については局所一様有界だったから ((1.7.1)参照)被

積分函数は可積分であることに注意しておく。次にRe p > 0であるから |wn(t)| < r < 1で

あることに注意する。よって、上の定義はちゃんと意味を持つ。

今Re a ≥ 0, Re b ≥ 0ならば |e−a − e−b| ≤ |a− b|であることに注意すると n ≥ 1に対し

て次の評価式を得る。

|wn+1(t)− wn(t)| ≤ |z|
∣∣∣∣
∫ t

s

p(wn(τ), τ)− p(wn−1(τ), τ)dτ

∣∣∣∣

≤ |z|
∫ t

s

∫ wn(τ)

wn−1(τ)

|pτ
′(ζ)||dζ|dτ

≤ 2|z|
(1− r)2

∫ t

s

|wn(τ)− wn−1(τ)|dτ

ただし、ここで (1.7.2)を用いた。この評価を逐次用いて結局次の評価を得る。

|wn+1(t)− wn(t)| ≤ 2n|z|n+1(t− s)n

(1− r)2nn!
.

故に limn→∞ wn(t)が D × [s,∞)上で広義一様に収束することが分かる。この極限函数を

w(t) = ϕt,s(z) = ϕ(z, t, s)と書くことにすると作り方から |ϕt,s(z)| ≤ |z|であり、また zにつ

いて正則である。また、(2.6.23)において n →∞とすれば Lebesgueの有界収束定理から

ϕt,s(z) = z exp

[
−

∫ t

s

p(ϕτ,s(z), τ)dτ

]
(2.6.24)

を得る。この形から ϕ(z, t, s)は tについて絶対連続であることが分かり微分方程式 (2.6.20)

及び初期条件w(s) = zを満足することが分かる。

次に解の一意性であるが、他にも同じ初期条件を満たす解νが存在したとすると、(log w(t))′ =

−p(w, t)の実部を考えれば分かるように |ν(t)| ≤ |ν(s)| (s ≤ t)が成り立つ。これに注意して

さらに
d

dt
(w − ν) = wpt(w)− νpt(ν)

を考えると、命題1.7.1から容易に分かるように tによらない正定数Kに対して |(w−ν)′(t)| ≤
K|w(t) − ν(t)|が成り立つ。そこで t0 > sを任意に取り、M = maxs≤t≤t0 |w(t) − ν(t)|と置
けば、上の式を積分することによって任意の t ∈ [s, t0]に対して

|w(t)− ν(t)| ≤ K

∫ t

s

|w(τ)− µ(τ)|dτ ≤ MK(t− s)
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という評価を得る。これをもう一度用いれば

|w(t)− ν(t)| ≤ K

∫ t

s

MK(τ − s)dτ = MK2 (t− s)2

2

を得るが、同様の操作を繰り返せば任意の自然数 nに対して

|w(t)− ν(t)| ≤ M
(K(t− s))n

n!
(s ≤ t ≤ t0)

が成り立つことが分かる。n → ∞とすれば分かるように、これより [s, t0]上で w ≡ νを得

る。t0は任意だったから、これより一意性が従う。

一意性から特に 0 ≤ s ≤ τ ≤ tに対して

ϕ(z, t, s) = ϕ(ϕ(z, τ, s), t, τ) (2.6.25)

が成り立つことが分かる。実際、両辺とも tの函数として微分方程式 (2.6.20)を満たし t = τ

において同じ初期値を持つからである。

次にϕt,sの単葉性であるが、これはやはり解の一意性から明らかであろう。つまり、ϕt,s(z) =

ϕt,s(z
′)とすれば、これは tについての微分方程式の解が tで一致したということを意味して

おり、解の一意性の議論を今度は負の向きに辿っていけば、最終的に z = z′でなければなら

ないことが結論出来る。

最後に (2.6.21)が成り立つことを見よう。まず、(2.6.24)より

et−sϕt,s(z) = z exp

[∫ t

s

(1− p(ϕτ,s(z), τ))dτ

]
= z + · · · (2.6.26)

であるからこれはクラス Sに属する。よって増大度定理により

eτ−s|ϕτ,s(z)| ≤ |z|
(1− |z|)2

(|z| < 1, s ≤ τ)

が成り立つ。一方、|ϕτ,s(z)| ≤ |z|でもあったから |z| ≤ rとすると (1.7.2)を用いて

|pτ (ϕ)− 1| =
∣∣∣∣
∫ ϕ

0

p′τ (ζ)dζ

∣∣∣∣ ≤
2|ϕ|

(1− r)2
≤ 2r

(1− r)4
es−τ .

が導けるが、この右辺は τ について [s,∞)上可積分であるから、(2.6.26)の指数函数の中の

積分が t →∞の時 (zについて広義一様に）収束することが分かる。よって (2.6.21)の存在

が証明された。さらに (2.6.25)から 0 ≤ s ≤ τ < ∞に対して

fs(z) = lim
t→∞

etϕ(z, t, s) = f(ϕ(z, τ, s), τ)

であることが分かる。すなわち、fs ≺ fτ であり、これは ftがLöwner鎖であることを意味す

る。特に sについて fs(z)は絶対連続になっている。この式を τについて偏微分すれば (2.6.20)

を用いて (2.6.19)が得られる。 ¤
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では、最後にこれを用いて定理 2.6.5の証明を与えておこう。まず、ftの展開式から分か

るように、ほとんどすべての tについて p(0, t) = 1つまり pt ∈ P が成り立つことに注意して

おく。

函数 f(z, t) = ft(z)が定理の中の条件 (i), (ii) を満足しているとする。この時定理 2.6.6に

従って ϕt,s(z)を構成する。また、これにより定まる Löwner鎖を gt (0 ≤ t)としよう。

まず、f ′(z, t)が 2変数に関して連続であることに注意しておこう。実際、円Cを zを含み

円板Dr0にも含まれるようなものとすれば、Cauchyの積分公式から

f ′(z, t) =
1

2πi

∫

C

f(ζ, t)

(ζ − z)2
dζ

と表示出来るが、これと条件 (i)による函数 f の局所一様有界性を用いれば後は Lebesgueの

収束定理から 2変数に関する連続性が従う。

次に、|z| < r0に対してまず f(ϕt,s(z), t) = f(z, s)であることが見たいので、この左辺を t

で偏微分してみよう。ϕt,s(z) = ϕなどと略記すると、

f(ϕ̂, t̂)− f(ϕ, t)

t̂− t
=

f(ϕ̂, t̂)− f(ϕ, t̂)

t̂− t
+

f(ϕ, t̂)− f(ϕ, t)

t̂− t

=
ϕ̂− ϕ

t̂− t

∫ 1

0

ft̂
′(ϕ + τ(ϕ̂− ϕ))dτ +

f(ϕ, t̂)− f(ϕ, t)

t̂− t

となるから、ここで t̂ → tとしてみると、この第 2項は ḟ(ϕ, t)に収束する。一方、第 1項の

ϕの差分商の部分は ϕ̇t,s(z)に収束する。また f ′(z, t)の 2変数に関する連続性から第 1項の

積分の部分は f ′(ϕ, t)に収束することが分かるので、次のように計算が出来る。

∂

∂t
f(ϕt,s(z), t) = f ′(ϕt,s(z), t)

∂

∂t
ϕt,s(z) + ḟ(ϕt,s(z), t)

= f ′(ϕt,s(z), t)ϕ̇t,s(z) + ϕt,s(z)f ′(ϕt,s(z), t)p(ϕt,s(z), t) ≡ 0.

f(ϕt,s(z), t)は tについて絶対連続であり、しかも t = sの時はこの値はf(z, s)となるから上

の等式はこの値が tによらず一定値f(z, s)となることを意味している。すなわち (2.6.2)が成立

することが分かった。よって、|z| < r0に対して定理 2.6.5に入る直前に行った計算を思い出す

と、まず仮定の (2.6.18)から (2.6.16)が同様に導けるので、(2.6.21)すなわち etϕt,s(z) → fs(z)

であることが分かる。一方、定理 2.6.6によれば、この左辺は gtに一致しなければならない

のだから、これによって fsは単位円板全体での単葉函数族 gtに解析接続出来ることも分か

り、証明が完了した。 ¤
　

なお、この Löwner鎖というのは非常に特殊な状況でしか起こり得ない、つまりある特殊

な単連結領域についてしか適用できないのではないか、と思われる方もいるかもしれない。
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しかし、実はいかなる平面内の単連結領域もこの Löwner鎖によって複素平面に繋げること

が出来るのである。最後に証明なしでこの事実を述べておこう。（証明自体はそれほど難し

くはないが、本筋とは離れるのでここでは割愛させて頂く。興味のある読者はPommerenke

[92]を参照されたい。）

定理 2.6.7 任意の f ∈ Sに対してある Löwner鎖 ft (0 ≤ t < ∞)で f0 = f なるものが存在

する。

2.7 Grunsky,Goluzinの不等式

この章の最後に、単葉性の必要十分条件を与えるある意味で究極的な結果であるGrunsky

の不等式及びそれに関連してGoluzinの不等式を述べておくことにする。ただし、必要十分

条件というのがしばしばそうであるように、必ずしも検証が容易な条件ではないので、単葉

性を知るためには便利というわけではないが、単葉函数に関する深い情報を与える条件なの

でそういう点で重要である。ただ、Grunskyの不等式というのは、証明を見て頂ければ分か

るように、Bieberbachの面積定理の拡張であり、単葉函数に関する情報というのは結局のと

ころ面積による評価くらいしかないのか？という気もしないではない。

なお、この節の内容は単葉函数論において非常に重要な結果ではあるが、本書の以下の内

容には直接あまり関係しないので、目にちらつきを感じる人はスキップされてもあまり問題

はないであろう。

　

まずGrunskyの不等式を紹介する前に、Faber多項式について触れておこう。

g(z) = z +
∞∑

n=0

bnz
−n (2.7.1)

を z = ∞の近傍で正則な函数とする。無限遠点では局所単葉だから、ある正数R ≥ 1が存

在して |z| > Rにおいて単葉である。そこで、w ∈ Cに対して log(g(ζ)−w)/ζを考えるとこ

の函数は ζ = ∞の近傍で正則であり、無限遠点では値 0を取る。従って、無限遠点の近傍

では

log
g(ζ)− w

ζ
= −

∞∑
n=1

1

n
Φn(w)ζ−n (2.7.2)

の形に Laurent展開出来る。これを ζについて微分すると

g′(ζ)

g(ζ)− w
=

1

ζ
+

∞∑
n=1

Φn(w)ζ−(n+1) =
∞∑

n=0

Φn(w)ζ−(n+1) (2.7.3)

を得る。ただし、ここに Φ0(z) ≡ 1と置いた。同様にして (2.7.2)をwについて微分すると

1

g(ζ)− w
=

∞∑
n=1

1

n
Φn

′(w)ζ−n (2.7.4)
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も得られることも注意しておこう。(2.7.3)で分母を払ってさらに ζ を両辺に掛けてから　

(2.7.1)を代入して計算すると、

ζ −
∞∑

n=1

nbnζ
−n =

(
ζ + (b0 − w) +

∞∑
n=1

bnζ
−n

)(
1 +

∞∑
n=1

Φn(w)ζ−n

)

= ζ + (b0 − w) +
∞∑

n=1

bnζ
−n + [ζ + (b0 − w)]

∞∑
n=1

Φn(w)ζ−n +
∞∑

n=2

∑

k+l=n,k,l≥1

bkΦl(w)ζ−n

となる。そこで ζの展開係数を比較して Φ1(w) = w − b0及び

−nbn = bn + Φn+1 + (b0 − w)Φn +
n−1∑
ν=1

bn−νΦν , (n = 1, 2, . . . )

を得る。これより、次の漸化式を得る。

Φn+1(w) = (w − b0)Φn(w)−
n−1∑
ν=1

bn−νΦν(w)− (n + 1)bn (n = 1, 2, . . . ).

従って帰納的に Φnは次数 nの多項式であることが分かり、Φn(w) = (w − b0)
n − nb1(w −

b0)
n−2 + · · · の形であることが示される。Φnを gの n次 Faber多項式と呼ぶ。実際に最初の

何項かを漸化式を用いて計算してみると、

Φ0 = 1,

Φ1 = w − b0,

Φ2 = (w − b0)
2 − 2b1 = w2 − 2b0w + (b0

2 − 2b1),

Φ3 = (w − b0)
3 − 3b1(w − b0)− 3b2 = w3 − 3b0w

2 + (3b0
2 − 3b1)w + (b0

3 + 3b1b0 − 3b2),

Φ4 = (w − b0)
4 − 4b1(w − b0)

2 − 4b2(w − b0) + (2b1
2 − 4b3)

となる。

　

次にGrunsky係数について述べる。2変数函数G(z, ζ) = (g(z)− g(ζ))/(z − ζ)を考える。

z = ζ に於いてはこの値を g′(z)によって定義すればこの函数は 2変数函数として正則であ

る。実際、無限遠点の近傍ではこの函数は級数展開

g(z)− g(ζ)

z − ζ
= 1 +

∞∑
n=1

bn

n−1∑
j=0

zj−nζ−j−1

を持つので、この点に於いて値1を取る正則函数となっている。また、特にD(R) = {|z| > R}
では gは単葉だったので、この函数はD(R)×D(R)上で値0を取らない。ここでD(R)×D(R)
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が単連結領域であることに注意すると、log[(g(z) − g(ζ))/(z − ζ)]の一価な分枝で無限遠点

において値 0を取るものが取れる。この函数を 2変数について級数展開して

log
g(z)− g(ζ)

z − ζ
= −

∞∑

k,l=1

bklz
−kζ−l (2.7.5)

のように書くことにしよう。この式は少なくとも |z| > R, |ζ| > Rの範囲では意味を持つ。

（なお、zや ζについて 0乗の項を持たないことは、上記のG(z, ζ)の展開を見れば明らかで

あろう。）　この時の係数 {bkl} (k, l = 1, 2, . . . )を gのGrunsky係数と呼ぶ。

定義から明らかにG(z, ζ) = G(ζ, z)なので、bkl = blkである。これ以上の情報を得るには、

先ほどの Faber多項式との関連を見てやればよい。(2.7.2)にw = g(z)を代入してみると、

log
g(ζ)− g(z)

ζ − z
= log

g(ζ)− g(z)

ζ
− log(1− z

ζ
)

= −
∞∑

k=1

1

k
Φk(g(z))ζ−k +

∞∑

k=1

1

k

(
z

ζ

)k

= −
∞∑

k=1

1

k

[
Φk(g(z))− zk

]
ζ−k

という式が得られる。これと、もともとの (2.7.5)の展開式を ζ の係数について比較してみ

ると

Φk(g(z)) = zk + k
∞∑

l=1

bklz
−l (|z| > R) (2.7.6)

を得る。これにより、Faber多項式に関する知識からGrunsky係数に関する情報が引き出せ

る。例えば、(2.7.6)に k = 1を適用してみると

g(z)− b0 = z +
∞∑

l=1

b1lz
−l

であるから、これより b1k = bk(k = 1, 2, . . . )であることが分かる。

　

では、とりあえず記号についての説明が終わったところでGrunskyの不等式の主張を述べ

ることにしよう。

定理 2.7.1 (Grunskyの不等式 (強形)) g(z) = z +
∑∞

n=0 bnz
−nを z = ∞の近傍で正則な

函数とする。この時、gが単位円板の外部にまで単葉に解析接続される（すなわち、g ∈ Σ）

であるための必要十分条件は、任意の λk ∈ C (k = 1, 2, . . . )に対して次の不等式が成立する

ことである。
∞∑

k=1

k

∣∣∣∣∣
∞∑

l=1

bklλl

∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

k=1

|λk|2
k

. (2.7.7)
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証明に入る前に、この不等式から得られることを色々見ていくことにしよう。まず、この

不等式において、λm = 1, λl = 0(l 6= m)とすれば、

∞∑

k=1

k|bkm|2 ≤ 1

m
(2.7.8)

を得る。bk1 = bkであったことを思い出せば、m = 1の場合はとりもなおさず、面積定理 (定

理 1.4.1)であることに注意しよう。また、これより単独の項について見てやれば、少なくと

も次の評価が出来ることが分かる。

|bkl| ≤ 1√
kl
≤ 1 (2.7.9)

　

次に、この不等式は形からして、ある作用素の有界性を表現しているように見える。実際、

そうであることを見てみよう。まず、(2.7.7)において λlとして
√

lzlを代入すれば、次の不

等式に書き換えられる。
∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
∞∑

l=1

√
klbklzl

∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

k=1

|zk|2. (2.7.10)

`2(C)の元 z = (zk)
∞
k=1に対して wk =

∑∞
l=1

√
klbklzl (k = 1, 2, . . . )として w = (wk)を対

応させる作用素 Bとすれば、この不等式はまさしく ‖Bz‖2 ≤ ‖z‖2であることを意味して

いる。つまり、Bの `2(C)から `2(C)への作用素ノルムが 1以下ということである。この作

用素 B : `2(C) → `2(C)のことを gに対する Grunsky作用素と呼ぶ。（ここで (2.7.9)より∑ |
√

klbklzl|2 ≤
∑ |zl|2 = ‖z‖2 < ∞であることから wk が定義可能であることにも注意

せよ。）

`2(C)の標準的なエルミート内積を 〈z, w〉 =
∑∞

k=1 zkw̄k と書くことにしよう。すると、

|〈Bz,w〉| ≤ ‖Bz‖2‖w‖2 ≤ ‖z‖2‖w‖2であるから、これを再び作用素の言葉で書き直せば

∣∣∣∣∣
∞∑

k,l=1

√
klbklzkw̄l

∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

k=1

|zk|2
∞∑

k=1

|wk|2

となる。そこで、再びこの式に zk = λk/
√

k, wk = µ̄k/
√

kを代入してみると次の不等式を

得る。 ∣∣∣∣∣
∞∑

k,l=1

bklλkµl

∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

k=1

|λk|2
k

∞∑

k=1

|µk|2
k

. (2.7.11)

従って、特に µk = λkとすれば、次の系を得る。
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系 2.7.2 (Grunskyの不等式 (弱形)) g(z) = z +
∑∞

n=0 bnz
−n ∈ Σとすると、任意のλk ∈ C

に対して次の不等式が成り立つ。
∣∣∣∣∣
∞∑

k,l=1

bklλkλl

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=1

|λk|2
k

. (2.7.12)

この不等式は、実はGrunskyの不等式のオリジナルな形である。しかし、先ほどの作用素

としてのこの不等式の意味合いは |〈Bz, z̄〉| ≤ ‖z‖2
2だったわけで、実は (複素)対称行列の一

般論からこの条件は ‖B‖ ≤ 1を包含するそうなのだが、筆者はまだ証明を followしていな

い。興味のある読者は例えばPommerenke [92]の §3.6を参照して頂きたい。なお、この不等

式 (2.7.12)は左辺の二重級数の絶対収束性までは主張していないことに注意してほしい。

　

さて、では Grunskyの不等式の証明に入ろう。まず、Grunskyの不等式が成立すれば　

(2.7.9)より (2.7.5)が |z| > 1, |ζ| > 1において絶対収束することが分かる。よって、G(z, ζ)

はD∗ × D∗において 2変数正則函数である。特に、このことから gが g(z) = g(ζ)となる異

なる 2点 z, ζを持つことは有り得ないことが分かる。故に、g ∈ Σであることが分かる。今

度は条件の必要性であるが、標準的な方法によって不等式 (2.7.7)は λkが有限項で終わって

いる場合に帰着出来る。よって、次の補題が証明されればよいことになる。

補題 2.7.3 g ∈ Σであると仮定する。この時、次の不等式が成り立つ。

∞∑

k=1

k

∣∣∣∣∣
m∑

l=1

bklλl

∣∣∣∣∣

2

≤
m∑

k=1

|λk|2
k

. (2.7.13)

ここで全てが 0ではないような λkの組に対して等号が成立するための必要十分条件はC −
g(D∗)の面積が 0であることである。

注意 2.7.4 一方、Grunskyの不等式の一般の場合について等号成立条件はあまりよく分かっ

ていないようである。ただし、Eの測度が 0であればやはり等号が成立することは後に述べ

る系 2.7.5を参照のこと。

[Proof ] 次の多項式

h(w) =
m∑

k=1

λk

k
Φk(w)

を考える。今 ϕ = h ◦ gとおけば、(2.7.6)より

ϕ(z) =
m∑

k=1

λk

k
zk +

m∑

k=1

λk

∞∑

l=1

bklz
−l =

m∑

k=1

λk

k
zk +

∞∑

k=1

dkz
−k
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となる。ただし、ここに dk =
∑m

l=1 bklλlと置いた。ここで r > 1に対して円周 Cr : |z| = r

の gによる像 g(Cr)の内部を Urと書くことにする。すると Stokesの定理により、

0 ≤ 1

π
Area h(Ur) =

1

π

∫∫

Ur

|h′(w)|2dudv =
1

2πi

∫∫

Ur

dh̄ ∧ dh

=
1

2πi

∫

g(Cr)

h̄dh =
1

2πi

∫

Cr

ϕ̄dϕ

=
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(z)ϕ′(z)zdθ (z = reiθ)

=
1

2π

∫ 2π

0

(
m∑

k=1

λ̄k

k
z̄k +

∞∑

k=1

d̄kz̄
−k

)(
m∑

k=1

λkz
k −

∞∑

k=1

kdkz
−k

)
dθ

=
m∑

k=1

|λk|2
k

r2k −
∞∑

k=1

k|dk|2r−2k

を得る。（ただし、Area h(Ur)は幾何学的意味が分かりやすいように書いただけで、厳密な

意味での面積ではない。敢えて言えば、これは重なっている部分はその重なった分だけ測っ

た面積ということになる。）よって、r → 1とすれば最終的に

1

π

∫∫

E

|h′(w)|2dΩ =
m∑

k=1

|λk|2
k

−
∞∑

k=1

k|dk|2 (2.7.14)

を得る。ただし、ここにE = C− g(D∗)であり、dΩは 2次元Lebesgue測度である。従って、

最後の主張もこのことから明らかである。 ¤
　

ここで、Grunsky作用素B : `2(C) → `2(C)がユニタリーであるための条件について言及

しておこう。ここでBがユニタリーとは任意の z ∈ `2(C)に対して ‖Bz‖2 = ‖z‖2が成立す

ることであるが、これは良く知られているように条件BB∗ = B∗B = Iと同値である。ここ

にB∗はBの共役作用素である。この条件は

∞∑

k=1

kbkj b̄kl = δjl/l (2.7.15)

が任意の j, l について成り立つことである。（ただし、ここに δjl は Kroneckerのデルタで

ある。）

定理 2.7.5 g ∈ ΣについてそのGrunsky作用素Bがユニタリーであるための必要十分条件

はE = C− g(D∗)の 2次元 Lebesgue測度が 0であることである。

[Proof ] まずEの測度が 0であるとすると、(2.7.13)において λj, λl以外は全て 0として次の
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等式

|λj|2
∞∑

k=1

k|bkj|2 + 2Re

[
λjλ̄l

∞∑

k=1

kbkj b̄kl

]
+ |λl|2

∞∑

k=1

k|bkl|2

=
|λj|2

j
+
|λl|2

l

を得る。この式から (2.7.15)が出てくることは明らかであろう。逆に (2.7.15)が成り立てば、

この上の式が出てくるのは明らかで、すると補題 2.7.3からEの測度が 0であることが従う。

¤
　

続いて今度はGoluzinの不等式について述べておこう。この不等式は元々はGoluzin(1947)

によって変分法を用いて証明されたが、実はGrunskyの不等式から容易に導き出せる。

定理 2.7.6 (Goluzinの不等式) g ∈ Σと任意の zν ∈ D∗, γν ∈ C (ν = 1, . . . , n)に対して次

の不等式が成り立つ。
∣∣∣∣∣

n∑
µ,ν=1

γµγν log
g(zµ)− g(zν)

zµ − zν

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

µ,ν=1

γµγ̄ν log
1

1− (zµz̄ν)−1
. (2.7.16)

[Proof ] Grunskyの不等式に λk =
∑n

ν=1 γνzν
−k (k = 1, 2, . . . )を代入してみればよい。実際、

∑
µ,ν

γµγν log
g(zµ)− g(zν)

zµ − zν

= −
∑

k,l

∑
µ,ν

bklγµγνzµ
−kzν

−l

= −
∑

k,l

bk,lλkλl.

であるから、この式の絶対値は (2.7.7)を用いて

≤
∑

k

1

k
|λk|2 =

∑

k

1

k

∑
µ,ν

γµγ̄νzµ
−kz̄−k

ν

=
∑
µ,ν

γµγ̄ν log
1

1− (zµz̄ν)−1

と評価でき、所期の不等式が得られた。 ¤
　

なお、Goluzinの不等式からGrunskyの不等式が導けることも分かる。こちらは、やや煩

雑な計算を必要とするのでここでは証明は省略するが、興味のある読者はPommerenke [92]

を参照して頂きたい。また、Goluzinの不等式から逆に函数 gの単葉性が導けることも明らか

である。ただ、単葉性を示すのにGoluzinの不等式を示すというのはやや非現実的ではある。
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最後に、Goluzinの不等式から得られるいくつかの結果を紹介しておこう。（このように

Goluzinの不等式は様々な幾何学的な情報を含んだ式であると言える。）

まず n = 1の場合を考えると

| log g′(z)| ≤ log
1

1− |z|−2
(z ∈ D∗) (2.7.17)

を得る。また、n = 2で γ1 = 1, γ2 = −1とすると
∣∣∣∣log

g′(z)g′(ζ)(z − ζ)2

(g(z)− g(ζ))2

∣∣∣∣ ≤ log
|zζ̄ − 1|2

(|z|2 − 1)(|ζ|2 − 1)
(z, ζ ∈ D∗) (2.7.18)

を得る。

また、今度は f ∈ S に対して Goluzinの不等式を応用することを考えてみよう。g(ζ) =

1/
√

f(ζ−2) (|ζ| > 1)とすると、gは奇函数だから (2.7.18)において ζ = −zとして
∣∣∣∣2 log

ζg′(ζ)

g(ζ)

∣∣∣∣ ≤ 2 log
|ζ|2 + 1

|ζ|2 − 1
(|ζ| > 1)

を得る。これを f の結果に読み直すと次の結果を得る。

命題 2.7.7 (Grunsky(1932)) f ∈ Sに対して次の評価式が成り立つ。
∣∣∣∣log

zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ log
1 + |z|
1− |z| (|z| < 1) (2.7.19)

系 2.7.8 f ∈ Sに対して次の評価式が成り立つ。

1− |z|
1 + |z| ≤

∣∣∣∣
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤
1 + |z|
1− |z| (|z| < 1) (2.7.20)

他にも色々応用があるが、それについては単葉函数論の専門書を見て頂きたい。あるいは、

自分で色々具体的に数値を入れてみて形を見てみるのも良いであろう。
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古典数学では、滑らかなカテゴリーで考えれば大体話が済むと考えられてきたが、現代数学

では必ずしも滑らかとは限らないものに対してもその研究の鉾先が向けられてきつつある。

例えばフラクタルなど自己相似的な構造を持つものなどがその例であるが、平面領域に於い

ても滑らかなもののみが重要というわけではない。滑らかではなくても、様々な函数論的に、

あるいはその他微分方程式論など様々な見地から考えて（境界が滑らかとは限らない）意味

のある領域が数多く知られている。邦書ではそれらについてまとまった解説書が見当たらな

いので、この資料において少しでもそのような領域の紹介が出来ればと思いこの章を設けた。

この章では様々な領域（主に単連結領域を考える）について、その領域の持つ性質と様々

な特徴付けについて考える。特にそのリーマン写像によってその領域がどのように特徴づけ

られるかを見ていくことにしたい。ただ、最初から証明をやっていると大変な量になるので、

証明は主に比較的最近出た専門書である Pommerenke [95]を参照して頂きたい。

ただ、スペースや時間の都合によりSmirnov領域、Lavrentiev領域、有界回転領域 (domain

with bounded boundary rotation)、漸近的等角領域などについて述べることが出来なかった。

これらについてもやはり Pommerenke [95]を参照して頂きたい。

　

以下では特に断らない限り、扱う領域Dはリーマン球面内の単連結領域とし、f : D→ D

をそのリーマン写像であるとする。必要に応じて適当な正規化を行うが、何も断らない限り

任意のリーマン写像であると思ってよい。単葉性も含めて議論したい場合もあるので、単葉

とは限らない単位円板上の正規化された函数族をAと表記することにする。つまり、Aは単

位円板上の正則函数 f で展開式 f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
nを持つものとする。

　

3.1 滑らかな領域

まずは古典的に重要と思われる滑らかな境界を持つ領域について簡単に考察しておくこと

にしよう。まずリーマン球面内の Jordan曲線 C が Cn級 (n = 1, 2, . . . ,∞, ω)であるとは、

適当なパラメトリゼーション γ : T → C があって、これが Cn級でかつ γ′ 6= 0であること

を言う。(ここにTは単位円周を表す。)また、Cn級 Jordan曲線を境界に持つ単連結領域を

Cn領域と呼ぶ。このようなパラメトリゼーションのうちで、特にあるリーマン写像の境界
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値になっているようなものを等角なパラメトリゼーションと呼ぶことにする。これはある意

味で標準的 (canonical)なパラメータであると考えられるので、出来ればこのようなパラメ

トリゼーションが所期の良い性質を持つことが望ましい。Dが Jordan領域であれば、少な

くともCarathéodoryの定理によってリーマン写像は境界まで同相に拡張できることはあら

かじめ留意しておくべきであろう。

3.1.1 Cω領域

これはいわゆる実解析的曲線を境界に持つということで、このような Jordan曲線は通常、

解析曲線と呼ばれる。このような境界を持つ Jordan領域Dの写像函数による特徴付けは極

めて単純である。

命題 3.1.1 単連結領域Dが解析曲線Cを境界に持つための必要十分条件は、ある r > 1が

あって、リーマン写像 f : D→ DがDrまで等角に拡張出来ることである。

[Proof ] まず、十分性は明らかである。よって、必要性を示せばよい。まず、γ : T→ Cを実

解析的とすると、単位円周を γが級数展開出来るような有限個の円板で覆うことができるの

で、γはTの近傍で等角であると仮定してよい。すると、h = γ ◦ f は十分 1に近い r < 1に

対して {r < |z| < 1}上で等角で、さらに |z| → 1の時 |h(z)| → 1となるから、Schwarzの鏡

像原理により hは r < |z| < 1/rにまで等角に拡張出来る。従って、f 自身も γ−1 ◦ hによっ

て |z| < 1/rにまで等角に拡張できたことになる。 ¤

3.1.2 C1領域

次いで易しいと考えられるC1領域Dについて考える。次の定理が基本的である。

定理 3.1.2 (Lindelöf, cf. Pommerenke [95]) Dを Jordan領域とし、f : D → Dをリー

マン写像とする。Dの境界 C が C1級であるための必要十分条件は arg f ′が Dに連続拡張
出来ることである。また、この時この連続拡張された境界値を τ = arg f ′と書くことにする

と、次の表現が得られる。

log f ′(z) = log |f ′(0)|+ i

2π

∫

T

ζ + z

ζ − z
τ(ζ)

dζ

iζ
(3.1.1)

[Proof ] まず条件の必要性を証明する。CをC1級の Jordan曲線とし、γ : T→ CをそのC1

パラメトリゼーションとする。Carathéodoryの定理 (定理 1.1.3)よりリーマン写像 f は閉包

までの同相写像 f : D→ Dに拡張出来ることに注意しておく。同相写像 hを γ−1 ◦ f : T→ T
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で定義する。必要ならば γの向きを変えて hは向きを保つ写像と仮定してよい。ζ0 ∈ Tに対
して ω0 = h(ζ0)等と書くことにして ζを例えば時計回りに ζ0に近づけるとすると、

arg(f(ζ)− f(ζ0)) = arg(γ(ω)− γ(ω0)) → arg γ′(ω0) + arg ω0 − π

2

となる。この極限は形から分かるように（多価函数かもしれないが）局所的には ζ0の連続函

数である。これを（2πを法として考えて）β(ζ0)で表すことにしよう。

次に、函数

gn(z) = log
f(ei/nz)− f(z)

(ei/n − 1)z
(n = 1, 2, · · · )

と置けば、これはD上で正則となり、またD上で連続になる。よって Schwarzの表現公式

より

gn(z) = Re gn(0) +
1

2π

∫

T

ζ + z

ζ − z
Im gn(ζ)

dζ

ζ
(z ∈ D)

を得る。ここで n →∞とすれば

Im gn(ζ) = arg
[
f(ei/nζ)− f(ζ)

]− arg ζ − arg(ei/n − 1) → β(ζ)− arg ζ − π

2

で、この収束は実は一様であることが証明出来る。また、gnは１価函数だから、その極限も

１価函数であることに注意せよ。従って、n →∞とすれば、(3.1.1)が得られる。(やや準備

を必要とするので一様収束性ここでは述べられない。単に (3.1.1)を出すだけなら Lebesgue

の収束定理が使える状況にあればよいわけで、そのためには例えば gnが有界くらいが言え

ればよい。これは例えば、γ ∈ C2ならば比較的簡単に従う。)

この (3.1.1)が証明出来てしまえば、arg f ′(z)はこの式の虚数部分であるので、これは通常

のPoisson積分の境界での連続性の議論に持ち込める。境界値が連続なので、Dでも連続に
なっていることがよく知られた事実から分かる。 ¤
　

注意 3.1.3 境界がC1級曲線であっても、f ′自体が単位円板の閉包まで連続に拡張出来ると

は限らない。例えば、|h| ≤ π/2なるD上の正則函数で Im hはDに連続拡張出来るが、Re h

が Dには決して連続拡張出来ないものを取る。そこで f ′ = ehなる f : D→ Cを考えればこ
れは能代-Warschawskiの定理（定理 2.3）により単葉で、上の定理により C1級の境界を持

ち、しかも−π/2 < log |f ′| < π/2であるにもかかわらず、f ′はDには連続拡張出来ない例
となっている。

3.1.3 Diniの意味で滑らかな境界を持つ領域

では、どのような条件があれば f ′が Dまで連続に拡張出来るであろうか。その十分条件と
して境界曲線がDiniの意味で滑らかであればよいことが知られている。ここで、境界曲線が
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Diniの意味で滑らかとは、C1級であり、さらにそのC1パラメトリーゼーション γ : T→ ∂D

で γ′がDini連続であるものが取れることである。ここで連結集合A ⊂ C上の函数ϕ : A → C
がDini連続であるとは、

ω(δ) = ω(δ, ϕ, A) = sup
z1,z2∈A,|z1−z2|≤δ

|ϕ(z1)− ϕ(z2)| (3.1.2)

とした時にある正数 a > 0が存在して
∫ a

0
ω(t)dt

t
< ∞となることである。ここで、ωについ

て ω(0) = 0は自明であるが、さらにAが凸集合である場合には ω(δ1 + δ2) ≤ ω(δ1) + ω(δ2)

であるから、ω(nδ) ≤ nω(δ)が任意の自然数 nについて成り立つことに注意しておこう。T
は凸ではないが、凸に近い性質を持っているのでこれと同様の評価が成り立つことは明らか

であろう。例えば、ϕがD上正則でD上連続とすれば、δ ≤ π/2について

ω(δ, ϕ,T) ≤ ω(δ, ϕ,D) ≤ 3ω(δ, ϕ,T)

が成り立つ。

ここで、補助的にDini連続函数 ϕと 0 < δ < πについて

ω∗(δ) := ω∗(δ, ϕ, A) =

∫ δ

0

ω(t)
dt

t
+ δ

∫ π

δ

ω(t)
dt

t2
(3.1.3)

と定義する。ここで χδを区間 [δ, π]に対する定義函数 (特性函数)とすれば、

δ

∫ π

δ

ω(t)
dt

t2
=

∫ π

0

χδ(t)
δ

t

ω(t)

t
dt

と書くことができ、この被積分函数は可積分函数 ω(t)
t
で上から押さえられており、各点ご

とには 0に収束するので Lebesgueの被圧収束定理により δ → 0の時 0に収束する。一方、∫ δ

0
ω(t)dt

t
が 0に収束するのは可積分性から明らかなので、これより

lim
δ→0

ω∗(δ) = 0

であることが分かる。

　

連続度を測る量 ωを使えば次の有用な命題が示せる。

命題 3.1.4 (Pommerenke [92] Proposition 3.4) ϕ : T→ CをDini連続函数であるとす

ると

g(z) =
1

2π

∫

T

ζ + z

ζ − z
ϕ(ζ)

dζ

ζ
(3.1.4)

により定義されるD上の正則函数はDまで連続に拡張される。さらに

|g′(z)| ≤ 2

π

ω(1− r)

1− r
+ 2π

∫ π

1−r

ω(t)

t2
dt ≤ 2π

ω∗(1− r)

1− r
(3.1.5)

が任意の |z| ≤ r < 1について成り立つ。また、z1, z2 ∈ Dに対して
|g(z1)− g(z2)| ≤ 20ω∗(δ) (|z1 − z2| ≤ δ < 1) (3.1.6)

が成り立つ。
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3.1.4 Cn,α級領域

境界曲線のパラメトリゼーション γ : T → C = ∂Dが Cn 級 (n ≥ 1)に取れてしかも

γ′(ζ) 6= 0かつ γ(n)がα次 (0 < α ≤ 1)Hölder連続になっているような領域をCn,α級領域と呼

ぶことにする。単にCn級領域ではあまり適当な評価が出来ないのだが、このクラスは滑らか

さがうまく遺伝してくれる。まずϕがα次Hölder連続だとすると、ω(δ) = O(δα)となるが、

これに対して 0 < α < 1の時は ω∗(δ) = O(δα)となり、α = 1の時は ω∗(δ) = O(δ log 1/δ)と

なることが容易に分かる。この事実と、表現公式 (3.1.1)及び上の命題を用いれば次の結果

を証明出来る。

定理 3.1.5 (Kellog-Warschawski) f : D→ DをCn,α級領域 (n = 1, 2, . . . , 0 < α ≤ 1)の

リーマン写像とする。この時 f (n)はD上 α次Hölder連続に拡張できる。

系 3.1.6 (Warschawskiの定理) Dを C∞級領域とすれば、そのリーマン写像 f : D → D

は閉包までC∞級に拡張出来る。

3.1.5 その他の境界挙動

この節の最後に単位円板上の等角写像、あるいは一般に正則函数の境界挙動について補足

的情報を書いておくことにする。まず、次の定理は基本的である。

定理 3.1.7 (Hardy-Littlewood [49]) 正則函数 g : D→ Cが D上の α次Hölder連続函数

に拡張出来るための必要十分条件は g′(z) = O((1− |z|)α−1) (|z| → 1)である。

一方、境界函数がZygmundクラスに入る為の必要十分条件というのも綺麗な形で書ける。

ここで函数 ϕ : T → Cが Zygmundクラス Λ∗に入るとは、ある定数 C > 0が存在して任意

の t ∈ Rと h > 0に対して

|ϕ(ei(t+h))− 2ϕ(eit) + ϕ(ei(t−h))| ≤ Ch

が成り立つことである。このような函数は少なくとも ω(δ, ϕ,T) = O(δ log 1/δ)の滑らかさ

を持っていることが知られている。

定理 3.1.8 (Zygmund [106]) gを単位円板内で正則、その閉包で連続な函数とする。この

時 g|Tが Zygmundクラスに属するための必要十分条件は g′′(z) = O((1− |z|)−1)が成り立つ

ことである。

また、Jordan領域の境界が長さ有限であるための条件も知られている。
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定理 3.1.9 (F. Riesz(1916)) Dを複素平面内の Jordan領域とし、f : D → Dをその写像

函数とする。この時その境界曲線が長さ有限であるための必要十分条件は f ′ ∈ H1である。

ここにH1は単位円板上のHardy族を表す。

最後に f 自体は境界までHölder連続に拡張出来ても、必ずしも f の挙動自体は良くない

という極端な例があることを述べておこう。Belov [14]の結果によれば、任意の α < 1/2に

対して単位円板の閉包までα次Hölder連続な正則函数で、境界Tへの制限がPeano曲線 (す

なわち、連続曲線で像がC全体を覆い尽くすもの)であるものが存在する。このような例は

ある 0 < α < 1/2については既に Salem-Zygmund [96]により知られていたようである。ま

た、α > 1/2ではこのようなことは決して起こり得ないことも [96]には書かれている。

3.2 凸領域

この節ではまず直観的にも非常に分かりやすい凸領域について、その写像函数による特徴

付けを与える。まず複素平面内の領域Dが凸 (convex)であるとは、任意のD内の 2点に対

してその 2点を結ぶ線分がすっぽりとDに含まれるということである。また、単位円板上の

単葉函数で像領域が凸になるものを、凸函数と呼ぶことにする。(実函数論での凸性とは異

なることに注意せよ。)

また、f(0) = 0, f ′(0) = 1の形に正規化されている凸函数全体のなすクラスを記号Cで表

すことにする。

　

凸領域であるための必要条件について考えるために、まず最初は境界が滑らかな場合につ

いて考えてみる。この場合Dが凸であるための必要十分条件は、境界における接ベクトルの

角度が単調に変化することである。これを式で書けば、f が単葉と最初から仮定した上で、

d

dθ
arg

d

dθ
f(eiθ) ≥ 0

である。この左辺を計算すると、

=
d

dθ
Im log

[
if ′(eiθ)eiθ

]
= Re

[
1 +

eiθf ′′(eiθ)

f ′(eiθ)

]

となる。つまり、これが（単葉性を仮定した場合の）境界が十分滑らかな場合の凸であるた

めの必要十分条件である。一般の凸領域を考えるために、まず次の補題が成立することに注

意しよう。

補題 3.2.1 f ∈ Sが凸であるための必要十分条件は任意の r ∈ (0, 1)に対して f(Dr)が凸領

域であることである。
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[Proof ] まず、十分性は明らかである。必要性を証明する。r ∈ (0, 1)として z0, z1 ∈ Dr で

あるとする。t ∈ (0, 1)に対して (1 − t)f(z0) + tf(z1) ∈ f(Dr)が言えればよい。そこで、

g(z) = (1− t)f(z0z/r) + tf(z1z/r) (z ∈ D)とすれば、これはD上正則で g(0) = 0が成り立

ち、Dの凸性から g(z) ∈ Dである。よって、g ≺ fであることが言え、従ってあるϕ : D→ D
があって ϕ(0) = 0, g = f ◦ ϕである。ここで Schwarzの補題から |ϕ(z)| < |z| (z 6= 0)が言

える。特に w = ϕ(r)とおけば w ∈ Drとなるが、一方 f(w) = g(r) = (1 − t)f(z0) + tf(z1)

だから、これで主張が示された。 ¤
　

この補題から、次の特徴付けが得られる。

定理 3.2.2 f ∈ Aが凸であるための必要十分条件は

Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

}
> 0 (3.2.1)

が任意の z ∈ Dについて成り立つ、すなわち、zf ′′(z)/f ′(z) + 1 ∈ P であることである。

[Proof ] 実際に (3.2.1)において等号が成立しないことは、調和函数の最大値の原理から分か

る。よって必要性は上の補題から明らか。あと、唯一示されていないことは、(3.2.1)が成り立

てば、その函数が単葉になる、という事実である。まず r ∈ (0, 1)に対して曲線Cr = f(∂Dr)

を考えると、この曲線の傾きが単調に増加していることを (3.2.1)は意味しており、しかもそ

の傾きの変化の総和は
∫ 2π

1

d

dθ

{
arg

d

dθ
f(reiθ)

}
dθ = Re

∫

|z|=r

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
dz

iz
= 2π

だから、実際にはこの曲線は原点の回りを高々１周しかしないことが分かる。このことから

Crは Jordan曲線で fは |z| = r上で単射であることが分かる。故に、Darbouxの定理により

|z| < rにおいて単射である。rは任意だったから、f はD上で単射であることが分かる。¤

注意 3.2.3 なお、凸領域は帯領域を除いては常に Jordan領域である。単位円板を帯領域に

等角に写す写像 f(z) = 1
2
log 1−z

1+z
∈ Sは従って、しばしば凸函数のクラスの中では極値的な

役割を果たす。

3.3 星状領域

次に星状領域について考える。複素平面内の領域Dが点 a ∈ Dに関して星状 (starlike)で

あるとは、点 aから出た光がDの任意の点に届くということである。正確に言えば、任意の

z ∈ Dに対して線分 [a, z]がDにすっぽり入るということである。また、ある点に関して星

状になる領域を単に星状であるという。
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この意味では、凸領域は任意の点について星状であると言う言い方も出来る。特に凸領域

は星状である。また、単位円板上の単葉函数で像領域が星状になるものを星状函数と呼び、

特に f ∈ Sであって f(D)が 0に関して星状であるもの全体のなすクラスを S∗と表記するこ

とにする。上の注意より、C ⊂ S∗ ⊂ S ⊂ Aである。（なお、星状領域は Jordan領域とは限

らない。相当複雑な境界を持つ領域でも星状でありうる。）

　

f ∈ Sが星状であるための条件を求めるために、やはり最初にD = f(D)の境界が十分滑ら

かと仮定してみよう。すると、Dが 0に関して星状であるための必要十分条件は、arg f(eiθ)

が θについて単調増加であることである。すなわち、

d

dθ
arg f(eiθ) = Re

eiθf ′(eiθ)

f(eiθ)
≥ 0

である。この条件が実は内部の条件として星状であるための必要十分条件を与えることが、

凸領域の場合と同様に次の補題から分かる。

補題 3.3.1 f ∈ Sが星状であるための必要十分条件は任意の r ∈ (0, 1)に対して f(Dr)が星

状であることである。

[Proof ] 十分性はやはり明らかだから、必要性を示す。z0 ∈ Drを任意に取る。t ∈ (0, 1)に

対して tf(z0)が f(Dr)に属することを言えばよい。ここで g(z) = tf(z0z/r) (z ∈ D)とおけ

ば、やはり f(D)が 0に関して星状だから、g(D) ⊂ f(D)である。g(0) = 0に注意すれば、こ

れは g ≺ f を意味する。すなわち、ある正則函数 ϕ : D → Dで ϕ(0) = 0なるものが存在し

て、g = f ◦ ϕとなる。Schwarzの補題から z 6= 0に対しては |ϕ(z)| < |z|が成り立つから、
特に ϕ(r) ∈ Drが言える。一方、tf(z0) = g(r) = f(ϕ(r))だから、これは tf(z0) ∈ f(Dr)を

意味する。 ¤
　

これより、最終的に次の特徴付けを得る。

定理 3.3.2 f ∈ Aが星状であるための必要十分条件は

Re
zf ′(z)

f(z)
> 0 (3.3.1)

が任意の z ∈ Dについて成り立つ、つまり zf ′(z)/f(z) ∈ P であることである。

[Proof ] 必要性はほとんど示されており、唯一示されていないのは真に不等号が成り立つこ

とであるが、これも凸の場合と同様、最大値の原理から明らか。

十分性についても、f の単葉性が示されれば他は明らか。r ∈ (0, 1)に対して曲線 Cr =

f(∂Dr)とすると、(3.3.1)はこの曲線の偏角が真に増加することを意味しており、しかもその



3.4. 螺旋状領域 55

増加量の総和は定理 3.2.2の証明と同様、2πであることが分かるので、やはりCrは Jordan

曲線であることが分かり、再びDarbouxの定理によりDrにおける f の単葉性が分かる。¤
　

さて、ここで f ∈ Aに対して g = zf ′と置いてみると、

zg′(z)

g(z)
= 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
(3.3.2)

であることが分かる。(一方、f は gを用いれば f(z) =
∫ z

0
g(ζ)

ζ
dζ によって表すこともでき

る。) 従って、定理 3.2.2、3.3.2から次の興味深い結果が得られる。この原理を用いれば、凸

函数に関する結果を星状函数に関する結果に読み換えること（あるいはその逆）も出来る。

定理 3.3.3 f ∈ Aに対して g = zf ′ ∈ Aとおくと、f が凸であるための必要十分条件は gが

星状であることである。

注意 3.3.4 同様に g ∈ Σについても、gが凸、星状であることの定義をそれぞれ Ĉ− g(D∗)
が凸、星状であることにより定義して、上記と形式的には同様な特徴付けを得ることも出来

る。詳細については例えば、[10]を参照のこと。

3.4 螺旋状領域

星状領域と同様にして光が対数螺旋のように進む時に全ての点が中心点から照らされるよ

うな領域を螺旋状領域 (spiral-like domain)と呼ぶ。正確には次のように定義される。複素

平面内の領域Dが (0を中心として)α-螺旋状領域 (−π/2 < α < π/2)であるとは、任意の

z ∈ Dと t ≥ 0に対して ze−λt ∈ Dとなることである。ただし、ここに λ = eiαとする。特に

α = 0の場合が星状領域となる。また、f ∈ Aが α-螺旋状であるとは、f ∈ Sであって、か

つ f(D)が 0を中心とした α-螺旋状領域であることと定める。

螺旋状函数についても、これまでと同様の特徴付けが知られている。

定理 3.4.1 f ∈ Aが螺旋状であるための必要十分条件は任意の z ∈ Dについて

Re
zf ′(z)

eiαf(z)
> 0 (3.4.1)

が成り立つことである。

[Proof ] ここではPommerenke [92]に従って Löwnerの方法を用いて証明してみよう。（もち

ろん、もっと簡単に示すことも出来る。）　 a = tan αとおいて、

ft(z) = e(1+ia)tf(e−iatz) = etz + · · ·
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と定めると、これは Löwner鎖になることが計算により容易に分かる。特に f が単葉である

ことが従う。また f ≺ ft ≺ e(1+ia)tfであるから、これよりα-螺旋状であることも分かる。¤
　

一般に原点を漸近的に安定な特異点とするような微分方程式の積分曲線に沿って“星状”

である、という概念も定義出来る。これについてはBrickman [17]が定式化しており、しか

も微分方程式の解の一意性を用いたスマートな単葉性の証明も与えている。ここには定義と

結果のみ書いておくことにしよう。(なお、この定理自身はもっと古くKas’yanyukが証明し

ていたらしいが、Brickmanはそれとは独立に別の方法で証明したとのことである [10]。)

定義 3.4.2 (Brickman) f を単位円板上で正則、f(0) = 0, f ′(0) 6= 0であるものとする。ま

た、Φは f(D)上で正則かつΦ(0) = 0, Re Φ′(0) > 0とする。この時、f がΦ状（Φ-like）であ

るというのを

Re

{
zf ′(z)

Φ(f(z))

}
> 0

であることとする。

定義 3.4.3 (Brickman) Ωを0を含む領域とし、ΦをΩ上で正則かつΦ(0) = 0, Re Φ′(0) > 0

を満たす函数とする。この時、ΩがΦ状領域であるとは、任意の a ∈ Ωに対して次の微分方

程式の初期値問題
dw

dt
= −Φ(w), w(0) = a

が t ∈ [0,∞)について解くことが出来て（これはw(t) ∈ Ωであることも意味する）、しかも

limt→∞ w(t) = 0であることとする。

定理 3.4.4 (Kas’yanyuk [63]-Brickman [17]) f : D → Cが Φ状ならば、f は単葉であ

り f(D)はΦ状である。逆にΩがΦ状であれば、その写像函数で 0を固定するものはΦ状と

なる。

3.5 近接凸領域

この節ではKaplan [62]によって導入された重要な函数のクラスについて述べる。単位円

板上の正則函数 f が近接凸 (close-to-convex, 適当な訳語を知らないので本書ではこのような

用語を用いることにする)であるとは、ある凸函数 gがあって、

Re
f ′(z)

g′(z)
> 0 (3.5.1)

が任意の z ∈ Dについて成り立つことであるとする。(一応、単葉性は定義には入れない。)

特にクラスAに属するような近接凸函数全体のなすクラスをKと書くことにする。さらに、
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上の定義 3.5.1において gがクラスCの中から取れるものからなるKの部分クラスをK0で

表すことにする。

また、α ∈ [0, 1]に対してある凸函数 gが存在して任意の z ∈ Dに対して

arg

∣∣∣∣
f ′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ ≤
απ

2
(3.5.2)

を満たす函数 f をα-近接凸函数と呼び、このような函数全体のなすクラスをK(α)で表すこ

とにする。従って、特にK(0) = C, K(1) = Kとなる。

　

なお、任意の星状函数は近接凸であることに注意しておこう。実際、f ∈ S∗であるとする

と、定理 3.3.3によりある g ∈ Cが存在して f = zg′と書けるが、この gに対して

Re
f ′(z)

g′(z)
= Re

zf ′(z)

f(z)
> 0

である。

さて、近接凸函数は実際には単葉になる。これは能代-Warschawskiの定理から直ちに分か

ることである。

定理 3.5.1 任意の近接凸函数は単葉である。

[Proof ] f ∈ Kとすると、ある凸函数 gがあって、(3.5.1)が成り立つ。D = g(D)とおけばこ

れは仮定より凸領域である。そこで h = f ◦ g−1 : D → Cと定めると、h′ ◦ g = f ′(z)
g′(z)
である

から、Re h′ > 0となり、能代-Warschawskiの定理 (定理 2.3.1)により h従って、f の単葉性

が従う。 ¤
　

ゆえに、今までの包含関係をまとめると、

C ⊂ S∗ ⊂ K0 ⊂ K ⊂ S ⊂ A

となる。

さて、上記の近接凸函数の定義は非常に分かりにくいという印象が強いように思われる。

補助的な写像 gを持ち出さずに f のみの性質によって特徴づける、あるいはもっと幾何学的

に特徴づけることは出来ないだろうか？　これについては、やはりKaplanが一つの解答を

与えている。

定理 3.5.2 (Kaplanの定理) f : D → Cを正則かつ局所単葉であるとする。この時 f が近

接凸であるための必要十分条件は
∫ θ2

θ1

Re

{
1 +

zf ′(z)

f(z)

}
dθ > −π, (z = reiθ) (3.5.3)

が任意の r ∈ (0, 1)と実数 θ1 < θ2 < θ1 + 2πについて成り立つことである。
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直観的なイメージとしては、曲線 f(∂Dr)が角度 π以上でヘアピンカーブを描いて戻って

くることはない、ということである。

証明は少々煩雑なのでここでは省略する。興味のある読者は例えば、Duren [31]を参照さ

れたい。

例 3.5.3 (一方向について凸な領域) 例として凸函数 g(z) = 1
2
log 1+z

1−z
= arctanh(z)を考え

ると、単葉性を保証する一つの条件として

Re
{
(1− z2)f ′(z)

} ≥ 0 (3.5.4)

が得られる。実はこの条件は像領域が虚軸方向に凸、つまり 2点 z1, z2 ∈ Dが同じ実部を持

てば線分 [z1, z2]がすっぽりその領域Dに含まれるという条件になっていることが分かる。詳

細については、例えば [51]やGoodman [45]を参照して頂きたい。

最後に Lewandowskiによって証明された興味深い幾何学的な特徴付けを紹介しておこう。

定理 3.5.4 ([73], [74]) f ∈ Sが近接凸であるための必要十分条件は閉半直線の族で端点を

除いたものが disjointであるようなものが存在して、C− f(D)がその和集合で書けることで

ある。

注意 3.5.5 α-近接凸函数についても同様の特徴付けが得られる。この場合はやはり disjoint

な半直線の族でしかもその半直線に関して対称で端点を頂点とする開き角 (1 − α)πの扇形

（sector）が f(D)と交わらないように取れる。このような像領域はいわゆる扇形条件（cone

condition）を満たすものになっており、ポテンシャル論的にも意味があると思われる。

　

上記のような補集合が disjointな線分の和集合で書けるような領域はもともとは 1936年に

Biernackiにより導入された概念で、（強い意味での）直線的到達可能領域 (linearly accessible

domain)と呼ばれる。

これに関連してCasey [21]が linearly accessible smoothlyな函数のクラスを導入している。

これは近接凸函数でさらに定義に出てくる凸函数 gが g(D)の境界曲線が連続な偏角を持つ

もの (boundary with a continuously turning tangent)として定義される。（この概念について

はPommerenke [95]を参照のこと。）Caseyはこの論文においてこのような函数 fについては

Tf および Sf が擬等角拡張を持つような函数の列 fnによって Tfn → Tf および Sfn → Sf と

出来ることを証明している。（収束の意味はそれぞれB1(D), B2(D)のノルムで考えている。）

　これは Teichmüller空間の言葉で言い換えれば、Tf , Sf が普遍 Teichmüller空間の Becker

modelおよびBers modelの閉包にそれぞれ含まれていることを意味している。
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3.6 １次連結領域

ここでは局所連結性を計量的評価も込めて強めた概念である１次連結領域について解説す

る。まず、位相空間Xの部分集合Eが局所連結 (locally connected)であるとは、Eの任意の

点 pとその近傍 U に対して、U に含まれる pの近傍 V でE ∩ V が連結になるものが取れる

ことを言う。また、さらにXが距離空間である場合にEが一様局所連結 (uniformly locally

connected)であるとは、任意の正数 εに対してある正数 ηが存在して任意の 2点 x, y ∈ Eで

d(x, y) < ηであるものについてはその 2点を含む連続体A ⊂ Eでその直径が diam(A) < ε

であるものが取れることとする。

この一様局所連結の概念をさらに強めたのが１次連結性である。距離空間X の部分集合

E が (定数 C ≥ 1で)１次連結 (linearly connected)であるとは、任意の 2点 x, y ∈ E で

d(x, y) < rなるものについてその 2点を含む曲線A ⊂ Eでその直径が diam(A) < Crとな

るものがあることを言う。すなわち、距離 dに関するEにおける道直径距離を d̂E(x, y)と書

くことにすると、これは任意の x, y ∈ Eについて

d̂E(x, y) ≤ Cd(x, y)

が成り立つことと同じである。

　

複素平面内の１次連結領域については、例えば [78], [105]などにおいて研究されている。

また、1.2 節の記号を用いれば、Dが定数 C の１次連結領域であるための必要十分条件は

µD(z1, z2) ≤ C|z1− z2|であることに注意しておこう。さらに、条件を言い換えておくと、こ
れはある定数C ′ ≥ 1があって、任意の a ∈ Cと r > 0に対してB(a, r) ∩Dの任意の 2点が

B(a, C ′r)∩D内の曲線で結べる、という条件と同値である。（ここに、B(a, r)は aを中心と

する半径 rのユークリッド円板である。）

ここでは単連結１次連結領域のリーマン写像について成り立つ性質について紹介してお

こう。

定理 3.6.1 (Pommerenke [95]) f : D → Dを１次連結領域のリーマン写像とすると、こ

の写像は f : D→ Ĉに連続拡張出来る。また、ある定数 β < 2,M > 0が存在して

|f ′(ρζ)| ≥ 1

8
|f ′(rζ)|

(
1− ρ

1− r

)β−1

ζ ∈ T, 0 ≤ r ≤ ρ < 1, (3.6.1)

および

|f(ζ1)− f(ζ2)| ≥ MδD(f(z))

( |ζ1 − ζ2|
1− |z|

)β

ζ1, ζ2 ∈ I(z), z ∈ D (3.6.2)

が成り立つ。ただし、ここに I(reit) = {eiθ; |θ − t| ≤ π(1− r)}とする。
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注意 3.6.2 この最後の評価から、T上での逆Hölder条件 |f(ζ1)− f(ζ2)| ≥ M ′|ζ1− ζ2|βが従
うことが分かる。

また、次の Jordan領域の特徴付けを用いれば、有界な１次連結領域は常に Jordan領域に

なっていることも分かる。

定理 3.6.3 (Newman [83], Chap.VI, Theorems 14.1 and 16.2) 2点以上からなる境界

を持つ単連結平面領域が Jordan領域であるための必要十分条件は、それが球面距離に関し

て一様局所連結であることである。

系 3.6.4 任意の有界な単連結１次連結領域は Jordan領域である。

最後に近接凸函数との関連について言及しておこう。

定理 3.6.5 (cf. Pommerenke [95]) α ∈ [0, 1)に対して α-近接凸函数 f の像領域 f(D)は

１次連結領域である。

[Proof ] 仮定よりある凸函数 g : D→ D′が存在して ϕ = f ◦ g−1 : D′ → D = f(D)とおいた

とき、| arg ϕ′(v)| ≤ απ/2となる。よって、任意の z1, z2 ∈ Dに対して vj = g(zj), wj = f(zj)

とすれば、
ϕ(v2)− ϕ(v1)

v2 − v1

=

∫ 1

0

ϕ′(v1 + t(v2 − v1))dt =

∫ 1

0

ei arg ϕ′|ϕ′|dt

であり、この評価から

|w2 − w1|
|v2 − v1| ≥ Re

f(z2)− f(z1)

v2 − v1

≥ cos
απ

2

∫ 1

0

|ϕ′|dt ≥ cos(απ/2)

|v2 − v1| `(C)

を得る。ここにCは v1, v2をD内で結ぶ曲線ϕ([v1, v2])であり、`(C)はそのユークリッド的

長さである。この評価式より、M = 1/ cos(απ/2)とおけば、M |w2 − w1| ≥ λD(w1, w2) ≥
µD(w1, w2)である。すなわち、Dは定数M の１次連結領域である。 ¤

注意 3.6.6 証明から分かるように実際にはもっと強いことが言えている。2.3 節での記号を

用いれば、λ(D) ≤ 1/ cos(απ/2)となっているわけである。

3.7 John領域

今度は１次連結性とはある意味で双対的な性質を持つ John領域について述べることにし

よう。平面領域 D が (定数 C の)John領域であるとは、任意の a ∈ Cと r > 0に対して

D − B(a, r)の任意の 2点がD − B(a, r/C)内の曲線で結べることである。ここでもう少し

概念を掴んで頂くために定義の同値な言い換えをしておこう。
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補題 3.7.1 複素平面内の領域Dが（定数Cの）John領域であるための必要十分条件は、あ

る定数C ′があって任意のDの切断（cross cut）γに対して（つまり、γはD内の Jordan開

弧で両端点がDの境界のある点に収束しているようなものである）

min{diam(D1), diam(D2)} ≤ C ′diam(γ)

が成り立つことである。ただし、ここにD1, D2はD − γの 2つの成分であるとする。

[Proof ]

まずDが定数CのJohn領域であるとする。γをDの任意の切断とし、その直径をdiamγ =

dとする。この時簡単な平面幾何からある点a ∈ Cがあって、γ ⊂ B(a, d/
√

3)であることが分

かる。（“最悪の”ケースはγが正三角形のような形の時である。）ここでもしDj−B(a, Cd/
√

3)

がともに空でないとすると、それぞれから 1点ずつ取ってそれを zjとすると、これらは John

領域の定義に従えば、D − B(a, d/
√

3)の中の曲線で結べるはずであるが、これは z1, z2が

D−γの違う成分に属することに反する。よって、どちらかの jについてはDj ⊂ B(a, Cd/
√

3)

でなければならず、特に diamDj ≤ 2Cd/
√

3であることが分かる。よって、C ′ = 2C/
√

3と

して後半の主張が成り立つ。

逆に後半の主張が成り立っていると仮定しよう。任意に a ∈ Cと r > 0を選ぶ。D−B(a, r)

から任意に 2点 z1, z2を取る。そこでD′ := D−B(a, r/3C ′)内のいかなる曲線でもこの 2点

を結ぶことが出来なかったとしよう。つまり、zjがD′の異なる連結成分D′
jに属するとする。

この時、円周 ∂B(a, r/3C ′)に含まれるある開円弧 γがDの切断になっていることに注意し

ておこう。D′
jを含むD − γの成分をDjと書くことにする。すると、各 j = 1, 2に対して

diamDj ≥ dist(zj, B(a, r/3C)) ≥ |zj − a| − r/3C ′

だから、これより

min
j=1,2

|zj − a| − r/3C ′ ≤ min
j=1,2

diamD′
j ≤ min

j=1,2
diamDj

≤ C ′diamγ ≤ C ′ · 2r/3C ′ = 2r/3

であることが分かるから、さらに変形して

min
j=1,2

|zj − a| ≤ 2r/3 + r/3C ′ ≤ r

を得る。これはある jについて zj ∈ B(a, r)であることを意味し、zj の取り方に矛盾する。

故に 2点 z1, z2はD′内の曲線で結べることが分かり、従ってC = 3C ′として前半の主張が成

り立つことが分かった。 ¤
　

ここではいくつかの有界単連結 John領域の特徴付けについて紹介しておくことにする。
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定理 3.7.2 (Pommerenke [95]) f : D → Dを有界単連結領域Dのリーマン写像とする。

また、δD(f(0))/diam(D) ≥ cであるとする。この時、次の条件は互いに同値である。

1. Dは定数Cの John領域。

2. ある定数M1 > 0があって、diamf(B(z)) ≤ M1δD(f(z))が任意の z ∈ Dについて成り
立つ。

3. ある定数 α ∈ (0, 1]とM2 > 0があって、任意の z ∈ Dと ζ ∈ D∩B(z)に対して次の式

が成り立つ。

|f ′(ζ)| ≤ M2|f ′(ζ)|
(

1− |ζ|
1− |z|

)α−1

.

4. ある定数 β > 0が存在して、任意の弧A ⊂ I ⊂ Tに対して

`(A) ≤ β`(I) ⇒ diamf(A) ≤ 1

2
diamf(I)

が成り立つ。

5. 任意の ε > 0に対してある定数 δ > 0が存在して、任意の弧A ⊂ I ⊂ Tに対して

`(A) ≤ δ`(I) ⇒ diamf(A) ≤ εdiamf(I)

が成り立つ。

ただし、ここに

B(reit) = {ρeiθ; r ≤ ρ ≤ 1, |θ − t| ≤ π(1− r)} (0 ≤ r < 1)

I(reit) = T ∩B(reit) = {eiθ; |θ − t| ≤ π(1− r)}
であるとする。また、ここで定数M1,M2, β, δ(ε)は c, Cにしかよらない定数である。

注意 3.7.3 いずれにしても、ちょっと分かりにくい特徴付けではある。大雑把に言えば、有

界な Jordan領域が John領域であるための必要十分条件は、外に突き出したカスプを持た

ない、ということである。同様に、１次連結であるための必要十分条件は内側に食い込んだ

カスプを持たないということである。一般の場合も、おおよそこのような領域のイメージを

持って頂ければ十分であろう。

なお、John領域は有界単連結であっても Jordan領域とは限らない。例えば、スリットを

抜いたような領域を考えればよい。具体的にはD− (−1, 0]などを考えてみよ。
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3.8 擬円板

この節では、Teichmüller空間論などでも非常に重要な役割を果たす擬円板について述べ

ることにしよう。これについては、Gehringによる包括的な論説 [38]があり、証明もある程

度なされているので詳細についてはそちらを参照して頂きたい。また、[40]もその後の発展

や、高次元の場合への一般化についての記述や膨大な参考文献リストもあり、非常に参考に

なるであろう。

この節では、擬円板についての特徴付けについてほとんど証明なしで概観を述べるにとど

める。（なお、以下では定数の定量的評価に関するコメントはないが、特に断らない限りは

互いに他の領域定数によって評価出来ると考えて頂いて差し支えない。）

まず、リーマン球面の擬等角写像による単位円板の像は擬円板 (quasidisk)と呼ばれる。従っ

て、特に擬円板は Jordan領域である。（特に、K-擬等角写像による円板の像になっていると

きに、K-擬円板と呼ぶ。）　このようなものが幾何学的に特徴づけられるのか？と一見思い

がちだが、実はこのような領域の特徴付けは数多くあり、様々な数学的対象と結びついて非

常に興味深い。例えば、擬円板の境界は擬円周 (quasicircle)と呼ばれるが、これについては

Ahlfors [1]が明快な特徴付けを与えている。

定理 3.8.1 (Ahlforsの 3点性 (three point property)) リーマン球面内の Jordan曲線 J

が擬円周であるための必要十分条件は、ある定数 c > 0が存在して任意の z1, z2 ∈ J − {∞}
に対して

min
j=1,2

diam(Jj) ≤ c|z1 − z2| (3.8.1)

が成り立つことである。ただし、ここにJ1, J2はJ−{z1, z2}の 2つの成分を表すものとする。

あるいは、次の形の特徴付けも理解を深めるのに役に立つかもしれない。

定理 3.8.2 (cf. Pommerenke [92] p.286) リーマン球面内の Jordan曲線 Jが擬円周であ

るための必要十分条件は、ある定数 d > 0が存在して任意の相異なる 4点 z1, z2, z3, z4 ∈ Jで

J上にこの順で並んでいるものに対してその非調和比の絶対値が d以上である、すなわち式

で書けば ∣∣∣∣
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z1 − z4)

∣∣∣∣ ≥ d

が成り立つことである。

（円周上に順番に並んだ 4点の非調和比は常に 1以上になっていることを考えると、これ

は非常に自然な特徴付けであると思われる。）

　

次に、等角貼り合わせ (conformal welding)や擬対称函数との関係に関する古典的結果に

ついて述べておこう。単位円周からそれ自身への向きを保つ自己同相写像 h : T→ Tが擬対
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称 (quasisymmetric)であるとは、ある定数 C > 0が存在して任意の区間 I ⊂ Tで長さ π以

下のものに対して

`(h(I∗)) ≤ C`(h(I))

が成り立つことを言う。ここで I∗は Iと同じ中心を持ち長さが Iの長さの 2倍であるような

Tの部分区間である。これは、Möbius変換で Tを拡大実数直線 R̂に写して考え、さらに無
限遠点を固定するものを考えれば、h : R→ Rとなるが、これがいわゆるAhlforsのM -条件

(M-condition)を満たす函数ということと同値である。すなわち、ある定数M ≥ 1が存在し

て任意の x ∈ Rと t > 0に対して

1

M
≤ h(x + t)− h(x)

h(x)− h(x− t)
≤ M

が成立するということである。（このような函数も擬対称函数と呼ばれる。）Tの擬対称函数
全体のなす集合をQ(T)と表すことにする。この擬対称写像については次の結果が基本的で

ある。

定理 3.8.3 (Beurling-Ahlfors [16]) 向きを保つ同相写像 h : T → Tが Ĉの擬等角写像に
拡張出来るための必要十分条件は hが擬対称写像であることである。

証明にはBeurling-Ahlfors拡張と呼ばれる方法を用いる。具体的な式もそれほど難しくは

ないが、ここでは触れないことにする。詳しくは論文 [16]及び Lehtoの教科書 [70]などを見

て頂きたい。また、等角不変な意味でもっと良い拡張がDouady-Earleにより得られている。

これについては [30]を参照のこと。

系 3.8.4 単位円周上の擬対称写像全体Q(T)は写像の合成に関して群をなす。

さて、次に向き付けられた Jordan曲線 Jが与えられた時にこれに対して決まる貼り合わ

せ写像 (welding homeomorphism)を定義しよう。まずC− J は 2個の Jordan領域からなる

が、Jに対して左側にあるもの、右側にあるものをそれぞれD1, D2としたとき、それぞれの

リーマン写像を f1 : D→ D1, f2 : D∗ → D2としよう（ただし、f2に関してはここでは単位円

板の外部D∗からの等角写像を採用していることに注意せよ）。Carathéodoryの定理からこ

れらはそれぞれ同相写像 f1 : D→ D1, f2 : D∗ → D2に拡張出来るが、そこで hJ := f1
−1 ◦ f2

とすると、これは向きを保つ同相写像になる。これはTのMöbius変換を除いては一意的に

定まる。(逆に、Jordan曲線は貼り合わせ写像 hによって単位円板とその外部を貼り合わせ

て複素構造を入れた時に得られる円周の像と考えられる。)

定理 3.8.5 (Ahlfors [1]) Jordan曲線 J が擬円周であるための必要十分条件はその貼り合

わせ写像 hJ が擬対称であることである。
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[Proof ] 記号は上の定義におけるものとして、証明を始めよう。

まずJが擬円周であるとすれば、D1, D2ともに擬円板だから後で示す系 3.8.7からリーマン

写像 fjは Ĉの擬等角写像Fjに拡張出来る。よって、貼り合わせ写像 hJは Ĉ全体にF−1
1 ◦F2

によって擬等角写像に拡張出来る。よって hJ は擬対称である。

逆に hJ が擬対称だとするとこれは Ĉの擬等角写像Hに拡張出来るから、写像 F を

F (z) =





f1(H(z)), (z ∈ D)

f2(z) (z ∈ D∗)

により定めれば、これは境界上でうまく貼り合うので Ĉ上の擬等角写像となる。明らかに
J = F (T)だから J は擬円周である。 ¤
　

さて次の結果は定量的結果というよりは、定性的結果だがしばしば用いられる有用な擬円

板の特徴付けである。

定理 3.8.6 (擬等角鏡映) DがK-擬円板ならば、Dに関するK2-擬等角鏡映が存在する。逆

に Jordan領域Dに関してK-擬等角鏡映が存在すればDはK-擬円板である。ただし、ここ

にψ : Ĉ→ Ĉが Jordan領域Dに関するK-擬等角鏡映であるとは、ψ(z̄)がK-擬等角写像で

ψ ◦ ψ = idであり、ψ|∂D = id∂D, ψ(D) ∩D = ∅を満たすものとする。

[Proof ] まずDをK-擬円板とするとある擬等角写像 gで g(H) = Dとなるものがある。そこ

で σ(z) = z̄として ψ = g ◦ σ ◦ g−1とすれば、これがDに関するK2-擬等角鏡映になる。

逆に ψをDに関するK-擬等角鏡映とし、f : D→ Dをリーマン写像とすると、

g(z) :=





f(z), |z| ≤ 1

ψ(f(1/z̄)), |z| ≥ 1

によって gを定めればこれはK-擬等角写像となりD = g(D)であることが分かる。 ¤
　

この証明からさらに次の形の特徴付けも得られる。

系 3.8.7 単連結平面領域DがK-擬円板であれば、リーマン写像 f : D → DはK2-擬等角

写像 f̃ : Ĉ→ Ĉに拡張出来る。逆にリーマン写像 f : D→ DがK-擬等角写像に拡張出来れ

ば、DはK-擬円板である。

[Proof ] 後半は自明だから前半のみ示そう。DがK-擬円板とすると、定理 3.8.6からDに関

するK2-擬等角鏡映 ψが存在する。そこで円周に関する通常の鏡映を σとすれば（つまり、

σ(z) = 1/z̄とすれば）、リーマン写像 f をD∗には ψ ◦ f ◦ σによって拡張すればよいことが

分かり、このように拡張した写像は構成の仕方から分かるようにK2-擬等角写像である。¤
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次に、擬円板の計量的な特徴付けを述べることにしよう。幾何学的にはこの条件が最も

checkしやすいように筆者には思われる。

定理 3.8.8 (Gehring [37]) 単連結平面領域が擬円板であるための必要十分条件は、１次連

結な John領域であることである。

さて、今度はMartio-Sarvas [76]によって定義された一様領域 (uniform domain)の概念を

紹介しよう。これはRnの部分領域についても同様に議論できるが、ここでは 2次元の場合

に限定して考える。

定義 3.8.9 (一様領域) 複素平面の部分領域Dが一様であるとは、ある定数 a, b > 0が存在

して次の性質が成り立つことを言う。任意の 2点 z1, z2に対してこの 2点を結ぶ曲線 αで

`(α) ≤ a|z1 − z2| (3.8.2)

min
j=1,2

`(αj) ≤ bδD(z) (∀z ∈ α) (3.8.3)

であるものが存在する。ただし、ここに αj は α − {z}の成分で zj を端点に持つものとし、

`(α)は曲線のユークリッド長さを表すものとする。

このような領域は擬双曲距離を用いると次のような領域として特徴づけることが出来る。

定理 3.8.10 (Gehring-Osgood [41]) 複素平面の真部分領域Dが一様であるための必要十

分条件はある定数 c, d > 0が存在して kD(z1, z2) ≤ cjD(z1, z2) + dが任意の z1, z2 ∈ Dについ

て成り立つことである。ただし、ここに kD, jDは 1.2節で定義した量である。

しかし、実は次のことが成り立つ。

定理 3.8.11 (Martio-Sarvas [76]) 複素平面内の単連結領域が擬円板であるための必要十

分条件はそれが一様であることである。

　

正則函数の単葉性に関しては擬円板はやはり著しい性質を持つ。例えば円板の場合には後

に述べるNehariの定理 (定理 4.1.5)によって単位円板上の非定数正則函数 f が ‖Sf‖2,D ≤ 2

を満たすならば f は単葉であることが分かるが、同様の性質により擬円板が特徴づけられ

ることがAhlfors [1]及びGehring [37]によって示された。これはTeichmüller空間の言葉を

使って言えば、単位円板上の単葉函数の Schwarz微分全体のなす集合 S(1)のB2(D)におけ

る内部が普遍Teichmüller空間 T (1)に一致するという事実に他ならない。(Ahlforsが示した

のは T (1)が開集合であることで、Gehringはさらに S(1)の内部が連結であることを証明し

た。関連する定義などについてはGehring [37]や Lehto [70]を参照のこと。)
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定理 3.8.12 (Schwarz微分性) 単連結平面領域Dが擬円板であるための必要十分条件はあ

る定数 a > 0で次の性質を満たすものが存在することである：D上の非定数有理型函数が

‖Sf‖2,D ≤ aを満たせば実は f はD上で単葉である。

同様の結果が f ′の対数微分についても成り立つ。

定理 3.8.13 (対数微分性) 複素平面内の単連結領域Dが擬円板であるための必要十分条件

はある定数 a > 0で次の性質を満たすものが存在することである：D上の非定数正則函数 f

が ‖Tf‖1,D ≤ aを満たせば、実は f はD上で単葉である。

この条件の必要性はMartio-Sarvas [76]によって示されていたが、十分性はAstala-Gehring [9]

によってようやく証明された。

　

単葉性に関しては少し毛色は違うが、次のような特徴付けもある。その前に用語を説明

しておくと、L ≥ 1を定数として複素平面内の領域Dから Cへの写像が L-擬等長写像 (L-

quasiisometry)であるとは、任意の z1, z2 ∈ Dに対して

1

L
|z1 − z2| ≤ |f(z1)− f(z2)| ≤ L|z1 − z2| (3.8.4)

が成り立つことを言う。また、f が局所 L-擬等長写像であるとは、任意のM > Lに対して

各点 z0 ∈ Dの近傍 U があって、f |U がM -擬等長写像になっていることを言う。

定理 3.8.14 (Gehring [39], Martio-Sarvas [76]) 複素平面内の単連結領域Dが擬円板で

あるための必要十分条件はある定数 L ≥ 1があって、D上の任意の局所 L-擬等長写像が常

にD上単射になることである。

今度は函数の拡張性で擬円板を特徴付けることを考えてみよう。一般にFという函数のク
ラスについて領域がFについて拡張性を持つとは、D上でのその函数のクラスF(D)の元が

常にF(R∈)のある元に拡張できることを言う。
　

まずBMOという函数のクラスを考える。複素平面内の領域D上の局所可積分函数 uに

対して

‖u‖BMO(D) = sup
B

1

m(B)

∫

B

|u− uB|dm (3.8.5)

と定義する。ただし、ここにmは 2次元Lebesgue測度であり、上の supはB ⊂ Dなる全ての

円板Bについてとる。また、uBはB上での平均である。すなわち、uB = 1
m(B)

∫∫
B

udmであ

る。これをBMOノルムと呼び、これが有限になるようなD上の函数のクラスをBMO(D)

で表すことにする。BMO函数については後藤氏による論説 [46]が参考になる。
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定理 3.8.15 (Jones [60]) 平面領域DがBMO拡張性を持つための必要十分条件はDが一

様領域であることである。

注意 3.8.16 この結果は一般次元でも成立する。

系 3.8.17 (BMO拡張性) 単連結平面領域が擬円板であるための必要十分条件は BMO拡

張性を持つことである。

次にソボレフ空間を考えよう。u ∈ Lp(D)に対して

‖u‖W 1
p (D) =

(∫∫

D

|u|pdm

)1/p

+

(∫∫

D

|∇u|pdm

)1/p

と定義する。ただし、ここに∇は超函数の意味での勾配 (gradient)である。このノルムが有

限なもの全体をW 1
p (D)と書くことにすると、これはバナッハ空間となる。

定理 3.8.18 (Jones [61], cf. [53]) 有限連結な有界領域DがW 1
2 拡張性を持つならばDは

一様である。逆にDが一様領域ならば任意の p ≥ 1についてDはW 1
p 拡張性を持つ。

ここで数字 2は L2空間の 2というよりは、複素平面の (実)次元の 2という意味合いが強

いようである。高次元も含めた一般の領域のソボレフ拡張性については他にも、例えば [54],

[55]などを参照せよ。

系 3.8.19 (Gol’dstein-Vodop’janov [44]) 有界な単連結領域Dが擬円板であるための必

要十分条件はW 1
2 拡張性を持つことである。

　

そのほかにも、様々な特徴付けが [38]及び [40]には紹介されているが、きりがないのでと

りあえずこの辺りまでとしておく。
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この章ではこれまでの結果を援用しつつ、種々の単葉性条件について述べる。特にNehari [79]

に始まる Schwarz微分に関連する単葉性条件に焦点を当てて調べてみる。それだけでも膨

大な研究結果があり、また様々な観点での一般化もされており、種々の方法が用いられてい

る。本当はこれらの諸結果の相互関係を調べることが本書を執筆するにあたっての一つの目

標でもあったわけだが、時間の関係で結局諸結果の羅列に終わってしまったのは若干心残り

である。

4.1 Nehari-Ahlfors-Weillの単葉性条件

まず単連結領域D ⊂ C上の正則函数 ϕが与えられたときの Schwarz微分方程式

Sf = ϕ (4.1.1)

と第 2.4節で扱った 2階の線型常微分方程式

2w′′ + ϕw = 0. (4.1.2)

との関係について述べておこう。

方程式 (4.1.2)の 2つの 1次独立解を v1, v2として、それを縦に並べたベクトルをv =

(
v1

v2

)

と書くことにする。すると

v′′ = −1

2
ϕv (4.1.3)

であるから、Wronskian W = det(v,v′)は微分すればW ′ = det(v,v′′) = 0となり従ってW

は定数である。最初から適当に正規化しておいてW ≡ −1と仮定してよい。また、これよ

り特に vはゼロベクトルを値には取らないから、正則写像 v : D → C × C − {(0, 0)}と思
うことも出来る。ここで π : C× C− {(0, 0)} → Ĉを 1次元射影空間への標準射影とすると

(すなわち π

(
z1

z2

)
= z1/z2である)、f = π ◦ vとしたとき、f ′ = det(v′,v)/v2

2 = 1/v2
2より

Tf = −2v2
′/v2である。これを用いれば容易に Sf = ϕを得る。

逆に f が (4.1.1)の解だったとすると、補題 1.5.3から f は局所単葉な有理型函数でなけれ

ばならない。よって、f ′は f の極以外のところでは 0でないから (局所的には)(f ′)−1/2の正



70 第 4章 種々の単葉性条件

則な分枝が取れる。一方、fの極では、常に 1位の極であるはずだから、やはり (f ′)−1/2は正

則な分枝が取れる。Dは単連結だったから、結局 (f ′)−1/2の正則な大域的な分枝が取れるこ

とになり、その一つを v2とおくと、これは計算により (4.1.2)の解であることが分かる。一

方、第 1.5節に述べた基本事項から分かるように S1/f = Sf だから、(1/f)′ = f ′/f2の−1/2

乗の分枝 v1 := v2f もまた (4.1.2)の解になる。故に f は v1/v2として (4.1.2)の１次独立な解

の比で表されることが分かった。

　

次に解の変換則について見ておこう。

補題 4.1.1 (解の変換則) 微分方程式 (4.1.2)の解をwとし γ ∈ Möbとすると、v = (w ◦ γ) ·
(γ′)−1/2は微分方程式

2v′′ + γ∗(ϕ)v = 0. (4.1.4)

の解になっている。ただし、ここに γ∗(ϕ) = (ϕ ◦ γ) · (γ′)2とする。

注意 4.1.2 この事実は ϕがあるリーマン面上の 2次微分の普遍被覆による持ち上げ（lift）

だとしたときに、改めて微分方程式（4.1.2）をそのリーマン面上の微分方程式と考え直した

時、その解がそのリーマン面の標準束 κの−1/2乗への切断（section）と考えられることを

示唆している。

　

さて、ここまで準備が出来たところでまずは次のAhlfors-Weillの定理を証明しよう。まず、

少しだけ記号を用意しておく。ϕ ∈ B2(D)に対して σ(ϕ) ∈ L∞(C)を次のように定義する。

σ(ϕ) =




−1

2
ρD∗(z)−2ϕ(1/z̄)z̄−4, z ∈ D∗

0, z ∈ D.
(4.1.5)

定義から明らかに σは有界線型作用素であり、‖σ(ϕ)‖∞ = 1
2
‖ϕ‖2,Dであることに注意してお

こう。

定理 4.1.3 (Ahlfors-Weill [5]) 単位円板上の非定数有理型函数 f が ‖Sf‖2,D ≤ k < 2を満

たせば、実は f は ĈのK := 1+k
1−k

-擬等角写像 F で µ[F ] = σ(Sf )なるものに拡張出来ること

が分かり、特に f は単葉となる。

注意 4.1.4 ここでこの写像 σ : B2(D)2 → L∞(C)1はAhlfors-Weill切断と呼ばれているもの

で、Teichmüller空間論では非常に重要な役割を果たす。

この結果と単葉函数のコンパクト性 (Hurwitzの定理)により次の定理も容易に従う。ただ、

次の定理はこの証明の後にもっと一般的な形でもう一度証明する (定理 4.1.7)。
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系 4.1.5 (Nehariの定理 [79]) 単位円板上の非定数有理型函数 f が ‖Sf‖2,D ≤ 2を満たせ

ば、実は f は単位円板上で単葉である。

[Proof ] ではAhlfors-Weillの定理の証明を行おう。原論文とは若干方法は違うが、本質的に

は同じことである。（原論文には一部 gapがあるように筆者には思える。）ϕ = Sf とおけば、

ϕ ∈ B2(D)であり仮定から ‖ϕ‖2,D ≤ k < 2である。上で述べたことから、この ϕに対して

(4.1.2)の単位円板上の１次独立な 2つの解 v1, v2を選んで f = v1/v2とすることが出来た。

そこで、任意の 0 < r < 1に対して次のように写像を定義しよう。v =

(
v1

v2

)
として

gr(z) =





v(z), |z| ≤ r

v(r2/z̄) + (z − r2/z̄)v′(r2/z̄), |z| ≥ r,
(4.1.6)

さらに Fr(z) = π(gr(z))とする。すると |z| > r上では

∂gr = v′,

∂̄gr = −r2

z̄2
v′ +

r2

z̄2
v′ − (z − r2/z̄)

r2

z̄2
v′′ (4.1.7)

= (z − r2/z̄)
r2

z̄2

ϕ

2
v

である。従って形式的に計算して

µ[Fr] = det(∂̄gr, gr)/ det(∂gr, gr) = −1

2

( |z|2 − r2

r

)2

ϕ

(
r2

z̄

)(−r2

z̄2

)2

を得る。明らかに各点ごとには µ[Fr] → σ(ϕ) (r → 1)であり、形から ψr(z) = ϕ(r2/z̄)

(−r2/z̄2)2 ∈ B2(D∗)とおけば、‖µ[Fr]‖∞ = ‖ψr‖2,bC−Dr
= ‖ϕ‖2,Dr ≤ ‖ϕ‖2,D ≤ kが成り立つ。

(ここで単調性原理 (補題 1.5.4)を用いた。) また、この計算から分かるように FrはDrの内

部と外部で各々局所微分同相写像になっており、さらに境界 ∂Drにおいては元々の (4.1.6)の

形がTaylor展開の 1次までを取った形になっているので 1階までの導函数が一致しており、

従って境界でもC1級で局所単葉であることが分かる (あるいは、直接微分した形の式 (4.1.7)

を見ても明らかである)。従って、Ahlforsの原理 (補題 2.5.1)によって各 Frは大域的に同相

写像である。従って、特にK-擬等角写像であり、構成の仕方から原点の近傍では Fr = f な

ので、定理 1.8.4によって r → 1のとき (適当な部分列を取れば)これはあるK-擬等角写像

F に収束するはずだが、定理 1.8.5によって µ[F ] = σ(ϕ)でなければならない。よって、こ

れにて完全に定理が証明された。 ¤
　

次にNehariの定理をより一般的な形で証明しよう。
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定理 4.1.6 (Nehari [80]) 区間 I = (−1, 1)上の連続函数で次の条件

(A1) ある正値函数 q ∈ C2(I)で微分不等式 2q′′ + Aq ≤ 0を満たすものが存在する。

（従ってこれと同値な条件 (A2), (A3), (A4), (2.4)節参照）を満たし、さらに

(B) A(r)(1− r2)2は r ∈ (0, 1)について非増加である。

(C) A(−r) = A(r) (0 < r < 1)

という条件を満たすとする。この時、単位円板上の非定数有理型函数 fが |Sf (z)| ≤ A(|z|)
　 (z ∈ D)を満たすならば、f はD上で単葉である。

[Proof ] 単葉でないとして、ある 2点 z1, z2が存在して f(z1) = f(z2)となったとしよう。後

ろからMöbius変換の元を合成しても Schwarz微分には影響しないから、最初から f(z1) =

f(z2) = 0としても一般性を失わない。そこで、先の考察からある (4.1.2)の解u,wで f = u/w

となっているものがあったことを思い出すと、今の場合は u(zj) = 0 (j = 1, 2)となっている

ことが分かる。

この 2点 z1, z2を通る双曲的直線 (つまりこの 2点を通って単位円周と直交するような円

弧)の点で原点からの距離が最も近い点を z0とする。そこで r0 = |z0|としてα = z0/ir0とし

てMöbius変換の元 γ ∈ Aut(D)を γ(z) = α z+ir0

1−ir0z
と定める。すると、α−1γ(z)は虚軸を虚軸

に写し、原点を ir0に写す写像であるから、γは実軸を z1, z2を通る双曲直線に写すことが分

かる。そこで tj = γ−1(zj) ∈ I (j = 1, 2)と定める。補題 4.1.1により v = (u ◦ γ) · (γ′)−1/2と

すればこれは方程式 (4.1.4)の解になっており、しかも v(t1) = v(t2) = 0が成り立つ。　ここ

で系 1.1.7により
|γ′(t)|

1− |γ(t)|2 =
1

1− |t|2
であり、また直接計算により t ∈ Iに対しては

|γ(t)|2 − t2 = r0
2(1− t4) ≥ 0

が成り立つことが分かるから、特に |t| ≤ |γ(t)|が任意の t ∈ I について成り立つ。よって、

これらと性質 (B),(C)を用いて

|γ∗(ϕ)(t)| = |ϕ(γ(t))||γ′(t)|2

≤ A(|ϕ(t)|)(1− |γ(t)|2)2

(1− t2)2
≤ A(|t|) = A(t)

が得られる。これより定理 2.4.1が使えて、方程式 (4.1.4)の解 vには零点が高々1個しかな

いはずだが、これは v(tj) = 0 (j = 1, 2)に矛盾する。よって、f は単葉でなければならない

ことが分かった。 ¤
　

この定理の応用として、次の結果を紹介しておこう。

nを自然数、ak > 0, µk (k = 1, 2, . . . , n)を次の条件を満たす定数とする。
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(1) a1 + a2 + · · ·+ an ≤ 1,

(2) 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn ≤ 2.

また、函数C : [0, 2] → Rを

C(µ) :=





23µ−1π2(1−µ), 0 ≤ µ ≤ 1

23−µ, 1 ≤ µ ≤ 2
(4.1.8)

によって定める。この時、次の結果が成り立つ。

定理 4.1.7 (Avkhadiev, cf. [10]) 単位円板上の非定数有理型函数 f が

|Sf (z)| ≤
n∑

k=1

akC(µk)(1− |z|2)−µk (4.1.9)

を任意の z ∈ Dに対して満足するならば、f は単位円板上で単葉である。

注意 4.1.8 この定理で n = 1の場合を考える。µ = 0, 2の場合がNehariのオリジナルの場

合 [79]であり、µ = 1の場合が Pokornyi [91]によってアナウンスされた結果である。

[Proof ] まず函数A(t) =
∑n

k=1 akC(µk)(1 − t2)−µk が条件 (B), (C)を満たすことは容易に分

かる。次に

A0(t) =
π2

2
, A1(t) =

4

1− t2
, A2(t) =

2

(1− t2)2

はそれぞれ条件 (A1), (B), (C)を満たすことも容易に分かる。従って、特に (A4)の条件も

満足されている。これより、α ∈ (0, 1),−1 < t1 < t2 < 1として、I 上の連続函数 uが

u(t1) = u(t2) = 0を満たしているとすると、Hölderの不等式より

∫ t2

t1

Aα
l A1−α

m u2dt ≤
(∫ t2

t1

Alu
2dt

)α (∫ t2

t1

Amu2dt

)1−α

≤ 2

∫ t2

t1

(u′)2dt

が得られる。ただし、ここに l,m = 0, 1, 2としAlが条件 (A4)を満たすことを用いた。これ

よりAα
l A1−α

m も条件 (A4)を満たすことが分かったので、特にC(µ)(1− t2)−µ(0 ≤ µ ≤ 2)も

この条件を満たすことが分かった。すなわち、
∫ t2

t1

C(µ)(1− t2)−µu(t)2dt ≤ 2

∫ t2

t1

u′(t)2dt

が言えた。この式にµ = µkを代入して akを掛けて足し合わせればA(t)自身も条件 (A4)従っ

て条件 (A1)を満たすことが分かった。 ¤
　

この定理は容易に次の積分形に一般化出来る。
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定理 4.1.9 aを区間 [0, 2]上の正値測度として
∫ 2

0
da ≤ 1であるとする。この時単位円板上の

非定数有理型函数 f が

|Sf (z)| ≤
∫ 2

0

C(µ)(1− |z|2)−µda(µ) (4.1.10)

を満足するならば、f は単葉である。

Ahlfors-Weillの定理及び Nehariの定理に関しては様々な精密化が行われており、色々興

味深い結果も知られてきている。代表的な結果を若干紹介しておくことにしよう。

定理 4.1.10 (Gehring-Pommerenke [43]) 単位円板上の非定数有理型函数 fが ‖Sf‖2,D ≤
2を満たすならば、f は Dまで連続に拡張することができ、像領域は Jordan領域か、また

は帯領域のMöbius変換による像（この場合 Sf は 2/(1 − z2)をMöbius変換で 2次微分と

して引き戻したものになっており、形が具体的に分かる）になっている。さらに、任意の

ζ ∈ T− f−1(∞)に対して

|f(rζ)− f(ζ)| = O(δf(D)(f(rζ))1/2) (r → 1)

となっている。

ここで帯領域というのは、平行な 2直線で囲まれた領域のことである。そのような領域へ

の等角写像は例えば、f(z) = 1
2
log 1+z

1−z
などがある。

この定理からこのような帯領域への写像はやや特殊なものであり、それ以外は全てJordan領

域になると主張しているわけだが、Chuaqui-Osgood [29]はPoincaré計量のより精密な評価を

行うことにより、帯領域への写像を除いては実際にAhlfors-Weill拡張がそのまま ‖Sf‖2,D = 2

の場合にも使えることを証明している。

　

なお、Nehariの定理 (定理 4.1.5)は 2という数字をそれ以上良く出来ないという意味で最

良の結果である。

補題 4.1.11 (Hille [57]) εを正定数として函数 fε(z) = [(1 + z)/(1 − z)]iεとすると、これ

はD上では単射ではなく、‖Sfε‖2,D = 2(1 + ε2)である。

　

この最良性についてはNehari自身も次のような一般的な結果を得ている。

定理 4.1.12 (Nehari [82]) F : [0, 1) → Rを2回連続的微分可能な函数でF ′ > 0, F ′′(0) = 0

を満たしているとする。また、SF (t)(1 − t2)2は非増加函数であるとする。この時、単位円

板上の非定数有理型函数 f が

|Sf (z)| ≤ SF (|z|), z ∈ D
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を満たすならば、f はD上で単葉である。
さらに、F がもともとD上で正則な函数で [0, 1)上では SF > 0となり、しかも |SF (z)| ≤

SF (|z|)が成り立つものとする。また、lim|z|→1 F (|z|) = ∞であるとすれば、単位円板上の正
則函数Gで区間 (−1, 1)上ではG > 0であるようなものについて任意の ε > 0に対して条件

|Sf (z)| ≤ SF (|z|) + εG(|z|)

は f の単位円板での単葉性を保証しない。（つまり、単葉でないこの条件を満たす f が常に

存在する。）

さらに、Nehariはこのような函数の例として次のようなものを紹介している。

F (t) =

∫ t

0

ds

(1− s2)µ+1
, 0 ≤ µ ≤ 1

F (t) =

∫ t

0

(1 + s2)µ

(1− s2)µ+1
ds, 0 ≤ µ ≤ 1.

また、この定理の後半に関連してChuaqui [25]は F (1) < ∞となる場合について考察し、
非常に興味深い結果を得ている。

さらに、次の結果は ‖Sf‖2,D ≤ 2を満たす函数のクラスの歪曲定理あるいは増大度定理と

して sharpな結果であり非常に興味深い。まず記号を用意しておくことにしよう。単位円板

上の函数の族を

n(z) =
1√
2

(1 + z)
√

2 − (1− z)
√

2

(1 + z)
√

2 + (1− z)
√

2
, N(z) =

1

2
log

1 + z

1− z
, (4.1.11)

また、0 ≤ t < 1に対して

At(z) =
1√

1− t

(1 + z)
√

1−t − (1− z)
√

1−t

(1 + z)
√

1−t + (1− z)
√

1−t
(4.1.12)

と定めることにする。これらについては

Sn(z) =
−2

(1− z2)2
, SN(z) =

2

(1− z2)2
, (4.1.13)

SAt(z) =
2t

(1− z2)2
(4.1.14)

がなりたつので、特に ‖Sn‖2,D = ‖SN‖2,D = 2, ‖SAt‖2,D = 2tであることが分かる。At(−1 <

t < 0)についても SA−t = −SAt を満たすように正規化されたものを考える。

定理 4.1.13 (Chuaqui-Osgood [28]) fを単位円板上正則な函数でf(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) =

0と正規化されているものとする。この時、次のことが成り立つ。
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(1)　 ‖Sf‖2,D ≤ 2ならば、次の式が成り立つ。

n(|z|) ≤ |f(z)| ≤ N(|z|), n′(|z|) ≤ |f ′(z)| ≤ N ′(|z|) (4.1.15)

(2)　 ‖Sf‖2,D ≤ 2tならば、次の式が成り立つ。

A−t(|z|) ≤ |f(z)| ≤ At(|z|), A−t
′(|z|) ≤ |f ′(z)| ≤ At

′(|z|) (4.1.16)

また、これらのいずれかで原点以外で等号が成立した場合、同じになったその函数に回転の

差を除いては一致してしまう。

その他、このNehariの単葉性条件、あるいは関連して微分方程式 (4.1.2)の零点分布に関

する結果については、例えば [36], [32], [97], [64], [18], [13], [52]などを参照せよ。

4.2 Becker, Epsteinの単葉性条件とその一般化

前節ではSchwarz微分Sfに関連する単葉性定理について見てきたが、同様にTfについても

単葉性定理が成り立つ。最初にそれを注意したのは恐らくDuren-Shapiro-Shields [33]であろ

う。彼らはそこで次の補題を示しNehariの定理に持ち込むことにより ‖Tf‖1,D ≤ 2(
√

5−2) =

0.472 . . . ならば f が単位円板上で単葉であることを示した。

補題 4.2.1 ([33]) 任意の単位円板上の正則函数 ϕに対して ‖ϕ′‖2,D ≤ 4‖ϕ‖1,Dが成り立つ。

従って、特に ‖Sf‖2,D ≤ 4‖Tf‖1,D + 1
2
‖Tf‖2

1,Dが得られる。

証明はCauchyの積分公式から容易に従うが、ここでは省略する。

この Tf に関する単葉性定理はBeckerにより次のように改良された。

定理 4.2.2 (Becker [11]) 単位円板上の非定数正則函数 f が ‖Tf‖1,D ≤ 1を満たすならば、

実は f は単葉である。

注意 4.2.3 オリジナルの論文ではより強い形の「|zf ′′(z)/f ′(z)|(1 − |z|2) ≤ 1 ⇒ f は単葉」

という主張だが、ここでは話の流れからこのようなやや弱い形で述べた。

　

この定数“ 1”が最良であるかどうか長い間未解決であったが、Becker-Pommerenke [12]

により最良であることが証明された。しかも、この場合は常に f(D)は Jordan領域になるこ

とがやはり [12]において証明されている。

Beckerの定理はLöwnerの方法を用いて証明されたが、後にEpstein [34], [35]がこのBecker

の定理とNehariの定理を含むような単葉性定理を、これまでとは全く違って、双曲幾何学

を使う方法により証明した。
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定理 4.2.4 (Epstein) fを単位円板上で局所単葉な有理型函数とする。ある実数値函数 σ ∈
C5(D)と定数 k ∈ [0, 1)が存在して任意の z ∈ Dについて

∣∣∣∣
(1− |z|2)2[σzz(z)− σz(z)2 − 1

2
Sf (z)]− 2z̄(1− |z|2)σz(z)

1 + (1− |z|2)2σzz̄(z)

∣∣∣∣ ≤ k (4.2.1)

が成り立つとする。ただし、ここでさらにある k1 ∈ [0, 1)が存在して

1 + (1− |z|2)2σzz̄(z) > 0 (4.2.2)

|σz(z)|(1− |z|2) ≤ k1 max

{
|z|, 1

2|z|
}

(4.2.3)

であるとする。この時 f は単位円板D上で単葉でありさらに Ĉの 1+k
1−k

-擬等角写像に拡張で

きる。

これでは、どのように Nehariの定理や Beckerの定理が含まれるのかよく分からないが、

Pommerenkeが局所単葉な有理型函数 gに対して σ = Re log g′を採用すればよいことを指摘

したそうで、実際これを代入してみると次の系を得る。

系 4.2.5 単位円板上の非定数有理型函数 fに対してある単位円板上の局所単葉有理型函数 g

と定数 k ∈ [0, 1)が存在して
∣∣∣∣
1

2
(1− |z|2)2[Sf (z)− Sg(z)] + z̄(1− |z|2)g

′′

g′
(z)

∣∣∣∣ ≤ k (4.2.4)

が成り立ち、さらに ϕは条件
∣∣∣∣z

g′′(z)

g′(z)

∣∣∣∣ (1− |z|2) ≤ k1 max
{
2|z|2, 1} (4.2.5)

を満たすものとする。このとき f は単葉でありさらに Ĉの 1+k
1−k

-擬等角写像に拡張出来る。

この系において、例えば g(z) ≡ zに取れば、Ahlfors-Weill,Nehariの定理を得る。一方、

f = gに取れば今度は Beckerの定理が得られる。ここで両方の場合も条件 (4.2.5)は満足さ

れていることに注意しておこう。

　

この定理が得られてすぐにPommerenkeは Löwnerの方法によりこの系の証明を函数論的

に行った。また、その際に実はこの補助的な条件 (4.2.5)は不要であることも示した。さらに

その後、Anderson-Hinkkanen [7]はAhlfors-Weillの方法のように、直接擬等角拡張を構成す

ることにより定理 4.2.4を示した。さらに、その際 σについての仮定を σ ∈ C2(D)でさらに

複素数値まで許すというように非常に弱くした。

ここではPommerenkeによる Löwnerの方法を用いた証明（(4.2.5)は仮定しない）を紹介

しておこう。



78 第 4章 種々の単葉性条件

　

[Proof ] まず gの条件は affine変換で不変だから g(z) = z + · · · と仮定してよい。さらに f は

Möbius変換を後から合成しても条件は不変だから f(z) = g(z) + O(z3)と仮定してよい。こ

れより特に f ′(z)/g′(z) = 1 + O(z2)であることが分かる。さて、そこで z = 0の近傍で正則

な函数 u, vを

v(z) =
√

g′(z)/f ′(z) = 1 + βz2 + · · · , (4.2.6)

u(z) = f(z)v(z) = z + αz2 + · · · (4.2.7)

により定める。さらに t ∈ [0,∞)に対して

ft(z) =
u(e−tz) + (et − e−t)zu′(e−tz)

v(e−tz) + (et − e−t)zv′(e−tz)
=

etz + (2− e−2t)αz2 + · · ·
1 + (2− e−2t)βz2 + · · · (4.2.8)

とおく。これは有理型函数となるが、その形からある正定数 r0, K0があって

|ft(z)| ≤ K0e
t, ∀|z| < r0, t ∈ [0,∞)

が成り立つことが分かる。またft(z) = etz+· · · と展開できる。さて、そこでf ′t = ∂ft/∂z, ḟt =

∂ft/∂tとおいて計算すると、

qt :=
ḟt − zf ′t
ḟt + zf ′t

=
e−tδz(u′′v − v′′u) + δ2z2(u′′v′ − v′′u′)

u′v − v′u

=
1

2
δ2z2[Sg(e

−tz)− Sf (e
−tz)]− δe−tz

g′′(e−tz)

g′(e−tz)

であることが分かる。ただし、ここに δ = 1− e−2tとおいた。よって、ここで条件式 (4.2.4)

から

|qt(z)| ≤ max
s∈T

|qt(s)| ≤ k < 1

であることが分かる。よって pt = ḟt/zf
′
tとおけば pt = 1+qt

1−qt
だからこれよりRe pt > 0で

あることが分かる。よって、ftは Löwner鎖である。f = u/v = f0だから f はD上単葉で、
これにて定理が証明された。 ¤
　

このEpsteinの定理に関してはさらにChuaquiが [26]においてより一般的な形で示してい

る。他に、東欧圏の研究者が数多くの一般化を行っているが、ほとんどが Löwnerの方法を

用いており、方法論的にはあまり際だったものは見当たらないように思える。

　

なお、Epsteinの他にも Schwarz微分の高次元への一般化、あるいはNehariの定理の高次

元版などは何人かの研究者が研究を進めている。例えば、[87], [88], [27], [24], [20] などを参

照のこと。特にCarne [20]は高次元Möbius変換をClifford環を用いて表現することにより、

非常にクリアな形で Schwarz微分を高次元の場合に一般化しており興味深い。
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4.3 Ahlforsの単葉性条件

この節ではAhlfors [3]によるAhlfors-Weill, Beckerの定理の一般化を紹介したい。証明は

非常に示唆に富むものであり、このような擬等角拡張をどのように与えるべきかを具体的に

教えてくれる。

定理 4.3.1 (Ahlfors) 単位円板上の正則函数が次の (i), (ii)の条件のうちいずれかを満たせ

ば、f は単葉で Ĉへの 1+k
1−k

-擬等角拡張を持つ。

(i)　ある定数 cで |c| ≤ kを満たすものがあって、次の式が成り立つ。
∣∣∣∣z

f ′′

f ′
(1− |z|2) + c|z|2

∣∣∣∣ ≤ k (4.3.1)

(ii)　ある定数 cで |c− 1| ≤ kを満たすものがあって、次の式が成り立つ。
∣∣∣∣
1

2
Sf (z)(1− |z|2)2 − c(1− c)z̄2

∣∣∣∣ ≤ k|c| (4.3.2)

[Proof ] まず、最初は f が単位円板の閉包の近傍で正則だとしよう。この時拡張を

F (z) =





f(z), |z| ≤ 1

g(1/z̄), |z| ≥ 1
(4.3.3)

のような形で与えるとする。gは十分滑らかだとして擬等角性の要請 |Fz̄/Fz| ≤ kの他にも

さらに局所同相でなければならないので、各点では Jacobianが 0になってはいけない。境界

においても C1で貼り合う必要はないが、ここでの局所同相性を確保するために、gの方も

境界まで込めて Jacobianが消えないという要請をすべきである。また、gは無限遠も値とし

て取らなければいけないはずなので、その辺も留意すべきであろう。従って、gの満たすべ

き条件は以下の通りである。（なお、条件 (B)はもちろんほとんど全ての点で成り立てば良

いのだが、以下にはそれはいちいち書かないことにする。）

(A)　 T上では g = f,

(B)　 |gz| ≤ k|gz̄|,
(C)　 g(z) 6= ∞ならば gz̄(z) 6= 0 (z ∈ D),

(D)　 g(z) = ∞ならば ∂
∂z̄

(1/g)(z) = −(gz/g
2)(z) 6= 0 (z ∈ D).

　

gは f と境界で滑らかにつながないといけないので、g = f + uの形に書いてみる。する

とこれらの条件は次のように置き代わる。

(A’)　 T上では u = 0,

(B’)　 |f ′ + uz| ≤ k|uz̄|,
(C’)　 u(z) 6= ∞ならば uz̄(z) 6= 0,
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(D’)　 u(z) = ∞ならば ∂
∂z̄

(1/u)(z) = −(uz/u
2)(z) 6= 0.

　

(D’)の条件を見やすくするために今度は u = f ′/σと置いてみる。するとこれらの条件は

さらに次のような形に変わる。

(A”)　 Tの近傍で 1/σは滑らかで T上でこの値が 0になる、

(B”)　 |σf ′′/f ′ + σ2 − σz| ≤ k|σz̄|,
(C”)　 σ(z) 6= 0ならば (σz̄/σ

2)(z) 6= 0,

(D”)　 σ(z) = 0ならば σz̄(z) 6= 0.

　

さらに今度は σ = v− f ′′/2f ′と置いてみる。すると今度は各条件は直接にではないが次の

ように変換される。

(A”’)　 Tの近傍で 1/vは滑らかで T上でこの値が 0になる、

(B”’)　 |1
2
Sf + v2 − vz| ≤ k|vz̄|,

(C”’)　 v(z) 6= 0ならば vz̄/v
2 6= 0,

(D”’)　 v(z) = 0ならば vz̄ 6= 0.

後は具体的に σ = (c + 1)z̄(1 − |z|2)−1 (c 6= −1), そして v = cz̄(1 − |z|2)−1 (c 6= 0)を

取ればこれらの条件が満足されることは容易にチェック出来るであろう。さらに、条件 (B”),

(B”’)に対応する条件が、それぞれ (i), (ii)となることも計算により容易に分かる。ただ、こ

れだけではどうして定数 cに制限が必要なのかはまだ明確ではない。実は、まだ f がDの閉
包において正則としている仮定を弱める必要があったことを思い出そう。

以上の議論を一般の場合にも適用するためには、よくやるように r ∈ (0, 1)に対して函数

fr(z) = f(rz)を考えてこれを上記のように拡張して後は r → 1としてやることを考える。た

だし、この際に擬等角性を保証する条件が f 7→ frの変換で保たれることを言う必要がある。

　例えば、まず函数 f が条件 (i)を満足していたとすると、frは条件
∣∣∣∣rz

f ′′

f ′
(rz) +

cr2|z|2
1− r2|z|2

∣∣∣∣ ≤
k

1− r2|z|2 (4.3.4)

を満足することになる。一方、fr
′′/fr

′(z) = r(f ′′/f ′)(rz)であることに注意すれば、frが満

たすべき条件 (i)は ∣∣∣∣rz
f ′′

f ′
(rz) +

c|z|2
1− |z|2

∣∣∣∣ ≤
k

1− |z|2 (4.3.5)

と同値になる。ここで等式

|z|2
1− |z|2 −

r2|z|2
1− r2|z|2 =

1

1− |z|2 −
1

1− r2|z|2

に注意すれば、|c| ≤ kの条件の下で (4.3.5)から (4.3.4)が従うことはすぐに分かる。よって、

近似の議論がうまく回転して擬等角拡張性が示されることになる。（あとはAhlfors-Weillの
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定理の証明と同様にすればよい。）　条件 (ii)についても同様である。この場合は不等式
∣∣∣∣

z̄2

(1− |z|2)2
− r4z̄2

(1− r2|z|2)2

∣∣∣∣ ≤
1

(1− |z|2) −
1

(1− r2|z|2)2

を用いればよい。 ¤
　

これらの結果についてもさらに補足的な研究が続けられており、例えばAnderson-Hinkkanen

[8]はこの結果を半平面の場合に読み直して新しい結果を与えており、さらにHarmelin [50]

はその極限の場合を証明している。また、さらにTan [99] はこれらの結果をより一般の形に

している。

4.4 単葉性内半径・外半径

最後に平面領域Dについてその単葉性内半径・外半径というものを定義しよう。これは

Lehtoらによって調べられ始めたもので、総括的なことは Lehtoの教科書 [70]に詳しい。ま

ず次の量を定義しておこう。

定義 4.4.1 Dを双曲的平面領域とする。この時次のように領域定数を定める。

δ(D) = ‖Sg‖2,D

σO(D) = sup{‖Sf‖2,D; f はD上単葉 }
σI(D) = sup{a; ‖Sf‖2,D ≤ a ⇒ f はD上単葉 }

ここに g : D→ Dは普遍被覆写像とする。σO(D), σI(D)をそれぞれ領域Dの単射性外半径・

内半径と呼ぶことにする。

ここで δ(D)は gの取り方によらないことに注意せよ。（また、同様に Tf についても全く

同様の定義が可能である。）本書でこれまで述べてきたことをある程度まとめてみると次の

ようになる。

命題 4.4.2 Dが円板または半平面の場合は、δ(D) = 0, σO(D) = 6, σI(D) = 2である。ま

た、Dが単連結領域の場合は δ(D) ≤ 6が成り立つ。さらに σI(D) > 0であるための必要十

分条件はDが擬円板であることである。

ここで δ(D)と σO(D)には次のような関係があることが分かっている。従って、どちらか

一方の情報が得られればもう一方も自動的に分かることになる。

命題 4.4.3 (Lehto [69]) 任意の双曲的単連結領域Dについて σO(D) = δ(D) + 6.
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さて、ここからはある特殊な領域の族についてどの程度のことが分かるか述べていくこと

にしよう。

　

(1) 凸領域Dについては δ(D) ≤ 2である。(Paatero [90], Nehari [81], Lehto [69])

　

(2) K-擬円板については δ(D) ≤ 6K2−1
K2+1

である。(Lehto [70])

　

(3) f ∈ Aが有界境界回転 (bounded boundary rotation)≤ kπ (0 ≤ k ≤ 4)とする、つまり

limr→1

∫ 2π

0
|Re {1+zf ′′(z)/f ′(z)}|dθ ≤ kπとすると、δ(f(D)) ≤ 2k+4

6−k
である。(Lehto-Tammi

[71])

　

(4) f ∈ Aが α-近接凸領域 (0 ≤ α ≤ 2)とする。すなわち、ある凸函数 g が存在して

| arg(f ′/g′)| ≤ απ/2が成り立つとする。（α ≤ 1の時が 3章で定義した通常の近接凸函数で

ある。）この時

δ(f(D)) =





2 + 4α, α ≤ 1

2α2 + 4α, α ≥ 1

が成り立つ。(Koepf [64])

　

(5) f ∈ Aが α-強星状とする (0 ≤ α ≤ 1)。すなわち、| arg(zf ′/f)| ≤ απ/2とする。この

時、δ(f(D)) ≤ 6 sin(απ/2)が成り立つ。(Chiang [22])

　

(6) f ∈ Aがα-凸函数とする。つまり、Re (1+zf ′′/f ′) ≥ αが成り立つとする (0 ≤ α ≤ 1)。

この時、

δ(f(D)) ≤




2, 0 ≤ α ≤ 1/2

8α(1− α) 1/2 ≤ α ≤ 1

が成り立つ。(吹田 [98])

　

なお、これらの結果は（少なくとも (5)を除いては）いずれも最良の評価である。なお、

関連する話題についてはChiang [23]も参照のこと。

　

δ(D)は、ある意味で単位円板からどの程度その領域が離れているかを測る一つの量である

と考えられる。そこで一般に2つの単連結領域D1, D2が与えられた時に等角写像f : D1 → D2

が存在することはリーマンの写像定理から分かることであるが、この Schwarz微分のノルム

を測ることによって領域同士の距離を測ることが出来ると期待される。きちんと定義すると、

δ(D1, D2) = inf
f :D1→D2

‖Sf‖2,D1
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によって δを定めることにする。ただし、ここに infはD1からD2への等角写像全てにわたっ

て取るものとする。ここで等角写像 fについては ‖Sf‖2,D1 = ‖Sf−1‖2,D2が成り立つことに注

意しておく。すると、δが三角不等式を満たすことも容易に分かるから、これより少なくと

も δは平面の単連結領域全体（をMöbius同値類で割ったもの）の上に擬距離を定めること

は分かる。これが距離になるか？という問題を Lehtoが [70]の中で提出していたが、これは

Osgood-Stowe [86]によって否定的に解決された。

　

今度は単射性内半径について考えてみよう。まず、σI(D)については次のような上からの

評価があることは分かっている。

命題 4.4.4 (Lehto [69]) Dを単連結領域とすると、σI(D) ≤ min{2, 6− δ(D)}.

しかし、この内半径を下から評価するのは一般的に非常に難しい。特殊な領域については

ある程度計算されているので紹介しておこう。

　

(1) （無限セクター）開き角 kπ (0 < k ≤ 2)の無限扇形Dkとすれば、σI(Dk) = 2k(1−
|1− k|)である。(Lehtinen [66], Lehto [70])

　

(2)（三角形）Tをユークリッド三角形とし、最小の角度をkπとすれば、σI(T ) = 2k2, σI(T
∗) =

4k − 2k2である。ただし、ここに T ∗は外部を表す。(Lehtinen [68])

　

(3)（正多角形）Pnをユークリッド正n角形とすると、σI(Pn) = 2(n−2
n

)2, σI(P
∗
n) = 2−8/n2

である。(Calvis [19], Lehtinen [68])

　

(4)（楕円の外部）0 < r ≤ 1としてEr = {z = x + iy ∈ C; (rx)2 + y2 < 1}を楕円とする。
この時、

16

π
arctan q − 32

π2
(arctan q)2 ≤ σI(E

∗
r ) ≤

16

π
arctan r − 32

π2
(arctan r)2

が成り立つ。ただしここに q = r(2− r2)−1/2とする。(Lehtinen [67])

　

(5) （双曲線の外部）Gc = {z = x + iy ∈ C; x < 0または (cx)2 − y2 < 1}とする。ただし
ここに c > 0とする。これに対して

σI(Gc) =
8

π
arctan c− 8

π2
(arctan c)2, σI(G

∗
c) =

8

π2
(arctan c)2

が成り立つ。(Lehtinen [67])
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なお、これらの中で最も基本的な結果は (1)であり、この評価を元に他の評価が導き出せ

ることも多い。また、この結果は例えばHinkkanen-Rossi [58]によって無限セクターにおけ

る整函数 ϕに対する方程式 2y′′ + ϕy = 0の零点分布に関する情報を引き出すのに用いられ

ている。

　

以上のような結果は多重連結領域になるとほとんど知られていないと言ってよい。多重連

結領域については例えば、Gehring [37]やOsgood [85]などの結果があるくらいである。例

えば、有限連結の場合は σI(D) > 0であるための必要十分条件は各境界成分が擬円周または

1点のみからなることなどが分かっている。しかし、具体的な評価になるとほとんど何も分

かっていないのが現状である。例えば、円環領域についてすら筆者は結果を知らない。

なお、多重連結領域について δ(D) < ∞になるための必要十分条件はPommerenkeによっ

て非常に深く研究されている。これは一様完全 (uniformly perfect)という概念で特徴づけら

れることが分かっているが、これについては Pommerenke [93], [94]などを見て頂きたい。

また、当初詳しく述べる予定であったTeichmüller空間と Schwarz微分の関係についてほ

とんど述べることが出来なかった。詳細については例えば Lehto [70]などをご覧になって頂

きたい。また、Tf でも上記と同様の領域定数が定義出来るが、これについては Schwarz微分

ほど詳しく研究されていないようである。これについては、例えばAstala-Gehring [9]など

を参照して頂きたい。
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