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Baernstein のいわゆる �-function method(最近では I-function とも呼ぶ)は, 複素函数
論の様々な分野における極値問題, 特に極値函数が何らかの意味で対称性を持つと予想
できる問題を解く上で有効である. (cf. Baernstein [8],本書 Part I). �-functionのアイデ
アを基本的な場合について述べてみよう. u(z) を円環領域 A = fz 2 C : r1 < jzj < r2g
上の函数で, 各 r, r1 < r < r2 について u(rei�) は � について可積分とする. このとき

u�(rei�) := sup
E

Z

E
u(reit) dt

とおく. ここで sup は (��; �] の可測部分集合で jEj = meas(E) = 2� をみたす全ての
E に渡り, とるものとする. この u� は symmetric decreasing rearrangement と深い関
係がある. 実際 u#(rei�) を u(rei�) の symmetric decreasing rearrangement とすると

u�(rei�) = uI(rei�) :=
Z �

��
u#(reit) dt

となり, u� は u# の不定積分として定義される uI と等しい (cf. Appendix A, C). さて
�-function methodの基本定理として \ uが劣調和であれば u� もA+ = fz = rei� : r1 <

r < r2; 0 < � < �gで劣調和である". が成立する. 例えば S を単位円板 D内の正規化
された単葉函数族とし, f 2 S について原点に極を持つ f(D)の Green函数を C�f(D)

においては 0 として拡張した函数を u としよう. また Koebe 函数について k 2 S に
ついて同様な操作を行って得られる函数を v とする. このとき A = f0 < jzj < 1g と
して u� は A+ で劣調和である. 一方 v は, A で調和であり対称性と j�j に関する減少
性から v�(rei�) =

R �
�� v(re

it) dt が成り立ち, v� も A+ で調和となる. 従って u� � v� は
A+ で劣調和となる. 詳しくは Part II で触れるが, u� � v� � 0 が @A+ で成立するこ
とが証明でき, 劣調和函数に関する最大値の原理から, u� � v� が結論できる. この結
果を単位円板に持ち込むと

Z �

��
(log jf j)#(reit) dt �

Z �

��
(log jkj)#(reit) dt; 0 < � < �

が成り立つという結果を導くことができる. 一般に
R �

�� g
#(t)dt � R �

�� h
#(t)dt が任意の

0 < � < � について成り立つとき Hardy-Littlewood の意味で h は g を majorize する
というが, これは \

R �
�� �(g(t))dt � R �

�� �(h(t))dt が 任意の増加凸函数 � について成り
立つ" と同値である. 従って

(1)
Z �

��
�(log jf(reit)j) dt �

Z �

��
�(log jk(reit)j) dt

となる. この結果から f 2 S の fjzj = rg における Lp ノルムが f = k のとき最大と
なること等, 興味深い結果が数多く導かれる. (cf. [7], 本書 第 6 章).
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この �-function method は, 最初は値分布論における, spread relation を解く為に導
入され,その後 Baernstein本人により, 上で見たような単葉函数論への応用等がなされ,

他にも数多くの結果が様々な函数論の研究者により得られてきた. また高次元への拡張
についてはWeitsman の [77], [78] 等の論文がある. この 2 つの論文では楕円型の偏微
分方程式の比較定理への応用が述べられている. 注目すべきは, 長年の Baernstein 自身
の研究により作用素 u 7! u� が劣調和性を保存するという定理の証明の手法が洗練され,

はじめは実 2次元に依存した方法であったのが, n次元への拡張にも直ちに有効であり,

かつ他の種類の symmetrization(Schwarz, Spherical, Steiner, cap, etc.) についても使
える方法に進化を遂げたことである. 特に最新の [14] には, この拡張された基本定理と
Weitsman [77] のアイデアの一般化により楕円型のみならず放物型の微分方程式の比較
定理の証明も行えるということが述べられている. このような比較定理を証明する方法
として, 今までは等周不等式と幾何学的測度論の余面積定理等の大道具を使う論文が殆
どであり, しかも数ある symmetrization の中でも一番簡単な Schwarz symmetrization

について述べたものが多かった. 最近 A. Alvino, P. -L. Lions, and G. Trombetti [3] に
より, 大道具を使うこと無しに比較定理を証明する新しい方法が発表され, このような
現状に対する不満も過去のものとなりつつあるが, Baernstein の �-function method も
[3] で述べられた手法に匹敵する大道具を使わない elemantary な方法ということがで
きる.

ここで本書の構成を簡単に述べよう. Part I(柳原)では様々な symmetrization につ
いて, 定義と基本的な性質をまとめる. 次に様々な symmetrization について I-function

を定義し, 劣調和性保存定理を導くときに基本的な役割を演ずる不等式を証明する.

そしてこの基本不等式を用いて (k; n)-cap symmetrization についての I-function の
majorization についての基本定理を証明し, 最後に偏微分方程式の比較定理への応用に
ついて, 簡単に触れる. ここで Part I では R

n における symmetrization の不定積分で
ある I-function を扱うが I-function と �-function は一致するのであるから, Part I の
(1; 2)-cap symmetrization の結果は直ちに, Part II での函数論への応用に用いることが
できることに注意しておこう. 実際の歴史的な順番は Part I と前後するが, Part II で
は, Baernstein の �-function の函数論への応用をまとめる. 内容は, まずBaernstein の
値分布論についての Spread Conjecture の解決とその周辺を述べ (藤解), 次に単葉函数
論についての応用を前記の f 2 S についての積分不等式 (1) を中心に述べる (小中澤).

最後に, 本書は平成 6 年度科学研究費補助金 �総合研究 (A)「多様体上のポテンシャ
ル論の総合的研究」(課題番号 06302011, 代表者 広島大学総合科学部 水田 義弘) から
補助を受け, 研究集会の為の資料として作成された.
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第1章 Symmetrization

この節では, rearrangement と symmetrization の定義と簡単な性質を後で必要となる
事柄に絞ってまとめる. 函数の rearrangement についてはChong and Rice [23] が最も
詳しい. 数列の rearangement についてはMarshall and Olkin [59]が詳しく参考になる.

両者を簡単に解説しているものとして [48] があるが, 少々読みにくい. symmetrization

とその応用に関しての成書としては, [68], [17], [54] が挙げられよう.

1.1 Decreasing rearrangement の定義
Rで実数の全体を表わすとし, B(R)で, Rの位相的 Borel加法族 (つまり全ての open

subset を含む最小の�-加法族) を表わす. また (X;F ; �)を測度空間とする. つまり, X

を集合とし, F を X 上の �-加法族で � を (X;F) 上の (正)測度とする. さて可測函数
f : X ! R が与えられているとしよう. (正確には (F ;B(R)) 可測と言うべきだが, 以
後単に可測と言うことにする.) このとき f により (R;B(R)) 上の測度 � � f�1 が次の
ようにして定まる.

� � f�1(A) = �(f�1(A)); A 2 B(R):

これを f の像測度, または分布と言う. 一般に 2 つの可測函数 f , g (異なる可測空間の
上で定義されていても良い) の像測度が等しい時, f , g は互いに equimeasurable であ
ると言う.

さて各 t 2 R について (t;1) の測度を � � f�1 で測ることにより，f の分布函数
�f(t) が得られる. つまり

�f(t) = �(f > t) = �(fx 2 X : f(x) > tg); t 2 R

である. このとき �f (t) は [0; �(X)] に値を持つ右連続な減少函数である. 但し, Part I

において減少とは \任意の t1 < t2 について �f(t1) � �f(t2)" が成り立つという広義の
意味で用い, \> " が成り立つ時は, 狭義減少と言うことにする. また増加, 狭義増加に
ついても同じである.

定義 1.1.1 一般に 2 つの可測函数 f と g (異なる測度空間上の函数でも良い )につ
いて

�f(t) = �g(t); 8t 2 R

が成り立つ時, f と g は互いに rearrangement であると言う.

一見すると互いに rearrangement とは, 分布函数が等しいということであるから, f , g

が (R;B(R)) に誘導する分布 (像測度)が等しいこと, つまり equimeasurable である
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と思いがちだが, これは正しくない. 例えば f(x) = x, g(x) = x2 とおいて R 上の
Lebesgue 測度の下で考えれば, �f(t) = �g(t) = +1, 8t 2 R となるが, 明らかに f , g

の誘導する分布は互いに異なる. そこでこれから考える函数は全て

仮定 1 �f (t) < +1，8 t > ess inf f

という仮定をみたすものだけを扱うことにする. f が非負で f 2 Lp(X;F ; �), 0 < p <

+1 のときこの仮定がみたされることに注意しておく. また �(X) < +1 のときには,

この仮定は当然満たされ, \互いに rearrngement () equimeasurable" が成り立つ.

注意 1.1.2 f , g がそれぞれ可測空間 (X;F ; �), (Y;G; �) 上の可測函数で, 互いに rear-

rangement で, かつともに仮定 1 を満たすとする. このとき ess inf f = ess inf g(= m)

で � � f�1((a; b]) = � � g�1((a; b]) が, 任意の m � a < b � 1 について成り立つ, つ
まり f , g が (m;1] に誘導する測度は等しい. 従って � が, �(m) = 0 を満たす Borel

可測な函数とすると,
Z

X
�(f(x)) d�(x) =

Z

Y
�(g(y)) d�(y)

が成り立つ. これは積分の定義から容易にわかる.

定義 1.1.3 可測空間 (X;F ; �) 上の可測函数 f で 仮定 1 をみたすものについて

f �(s) =

8
>><
>>:

ess sup f; s = 0

infft 2 R : �f(t) � sg; s 2 (0; �(X))

ess inf f; s = �(X)

とおく. 但し inf R = �1, inf ; = +1 とする. f �(s) を f の decreasing rearrangement

と呼ぶ.

f � は減少で f と互いに rearrangement である. これらの性質を命題の形にまとめ,

証明を与えておこう. 勿論 f は 仮定 1 をみたすとする.

命題 1.1.4 f �(s) は, (0; �(X)) で有限値, 右連続, 減少函数である. また lims#0 f
�(s) =

ess sup f , lims"�(X) f
�(s) = ess inf f が成り立ち, s = 0, �(X) で連続である.

証明. まず任意の s0 2 R について ft 2 R : �f (t) � s0g は, ;, R または [t0;+1) の形
をしていることに注意する. 特に最後の場合 t0 = infft 2 R : �f (t) � s0g = f �(s0) で
ある. これは �f (t) が右連続で減少であることから容易にわかる. では ess sup f = M ,

ess inf f = m とおいて, 次のように分類して証明を進めよう.

Case 1. M = m.

このとき f は至る所有限値ゆえ, この場合 M = m 2 R であり, f は a.e. に定数函数
である. また t � M について �f (t) = 0 で t < M について �f(t) = �(X). よって任意
の s 2 (0; �(X)) について ft 2 R : �f(t) � sg = [M;1) となる. ここで両辺の inf を
とることにより f �(s) � M となり, 命題は明らかに成立する.
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Case 2. �1 < m < M < +1.

このときは, t � M について �f (t) = 0, t > m について �f (t) < �(X), t < m につい
て �f (t) = �(X) となる. よって任意の 0 < s1 < s2 < �(X) について

[M;1) � ft 2 R : �f(t) � s1g � ft 2 R : �f (t) � s2g � [m;1)

となるから, 各集合の inf をとることにより

M � f �(s1) � f �(s2) � m:

次に s0 2 (0; �(X)) を任意にとり固定し

[t0;1) = ft 2 R : �f(t) � s0g

となる t0 をとる. つまり t0 = f �(s0) である. このとき �f(t0) � s0 と t < t0 につい
て �f(t) > s0 が成り立つ. 任意の " > 0 について � = �f (t0 � ") � s0 > 0 とおくと,

s 2 [s0; s0 + �) について �f (t0 � ") = s0 + � > s より

[t0;1) � ft 2 R : �f (t) � sg � (t0 � ";1)

となる. よって f �(s0) = t0 � f �(s) � t0 � " = f �(s0) � ". これは f � が s0 で右連続で
あることを示す.

今度は端点での連続性を示そう. 任意の " > 0 について � = �f (M � ") > 0 とおく
と, 0 < s < � をみたす s について

[M;1) � ft 2 R : �f (t) � sg � (M � ";1)

となり, M � f �(s) � M � ". これは lims#0 f
�(s) = M を示す. 次に s = �(X) での

連続性を示す為に, �0 = �f(m) とおく. �0 < �(X) ならば任意の s 2 (�0; �(X)) につ
いて

ft 2 R : �f(t) � sg = [m;1)

が成り立ち, f �(s) � m が区間 (�0; �(X)) で成り立つ. よって f �(s) は s = �(X) で連
続である. �0 = �(X) < 1 ならば, 任意の " > 0 について � = �(X) � �f(m + ") > 0

とおくと �f (m+ ") = �(X) � � < s < �(X) をみたす s について

[m + ";1) � ft 2 R : �f(t) � sg � (m;1)

よってm+" � f �(s) � mが成り立つ. これは lims"�(X) f
�(s) = mを示す. �0 = �(X) =

1 ならば, 任意の " > 0 についてA = �f (m + ") とおくと, A < s < �(X) = 1 をみ
たす s について

[m + ";1) � ft 2 R : �f(t) � sg � (m;1)

よって m + " � f �(s) � m が成り立ち, lims"�(X) f
�(s) = m となる.

Case 3. �1 < m < M = 1.

このときは任意の t 2 R について �f (t) > 0 で limt"1 �f(t) = 0. また t < m について
�f(t) = �(X) が成り立つ. この場合については, f �(s) が s = 0 で連続であることのみ



6 第 1章 Symmetrization

示せば良いであろう. 残りは Case 2 の証明と同様である. さて任意の A 2 R につい
て, � = �f(A) > 0 とおくと 0 < s < � をみたす s について

; 6= ft 2 R : �f (t) � sg � (A;1)

となるから, 1 > f �(s) > A となる. よって lims#0 f
�(s) = 1 = M .

Case 4. �1 = m < M < 1.

この場合は t � M について �f(t) = 0 で, t < M について 0 < �f(t) < �(X) が成り立
つ. この場合につては f �(s) が s = �(X) で連続であることのみ示せば良いであろう.

残りは Case 2 の証明と同様に示せる. まず �(X) < 1 のときは任意の A < M につ
いて � = �(X) � �f (A) > 0 とおくと �f(A) = �(X) � � < s < �(X) をみたす, s につ
いて

[A;1) � ft 2 R : �f(t) � sg 6= R

より, A � f �(s) > �1 が成り立つ. これは lims"�(X) f
�(s) = �1 = m を示す.

�(X) = 1 のときは, 任意の A < M について �f (A) = B とおくとB < s < 1 をみ
たす, s について

[A;1) � ft 2 R : �f(t) � sg 6= R

より A � f �(s) > �1. これは lims"�(X) f
�(s) = �1 = m を示す.

Case 5. �1 = m < M = 1.

この場合は, 0 < �f (t) < �(X) が任意の t について成り立ち, limt"1 �f(t) = 0 ,

limt#1 �f(t) = �(X) が成り立つことに注意すれば, Case 2, 3, 4 での論法を適宜用いれ
ば証明することができる. 2

さて f � は [0; �(X)] 上の函数であるから, [0; �(X)] の Lebesgue 測度に関する分布
函数を考えることができる. このとき

命題 1.1.5 �f (t) � �f�(t) が成り立つ.

証明. f � の定義より, 任意の s 2 (0; �(X)) と t 2 R について f �(s) > t と �f(t) > s

は同値. よって

fs 2 (0; �(X)) : f �(s) > tg = fs 2 (0; �(X)) : �f (t) > sg = (0; �f(t))

となる. ここで最左辺, 最右辺の集合の Lebesgue 測度を比較すると �f�(t) = �f(t).

2

注意 1.1.6 分布函数を �(fx 2 X : jf(x)j > tg) で定義することがあるが, Part I での
定義はこれと異なることに, 注意してほしい.

1.2 Decreasing rearrangement の基本的性質
この節では 2 章以降で用いる rearrangement の基本的な性質をまとめておこう. 前

節と同じく (X;F ; �) を可測空間とする.
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命題 1.2.1 ’ : [0;1) ! [0;1) を Borel 可測函数とし, ’(0) = 0とする. f : X !
[0;1) を可測とし, ess inf f = 0 で 仮定 1. をみたすとする. このとき’�f 2 L1(X; �)

と ’ � f � 2 L1([0; �(X)); ds) は同値であり,
Z

X
’ � f(x)d�(x) =

Z

[0;�(X))
’ � f �(s)ds

が成り立つ.

証明. m1で 1 次元 Lebesgue measure を表わす. f , f � の分布函数は, (0;1) で一致
し, 有限値であるから � � f�1 = m1 � f ��1 は (0; �(X)) で一致する. 従って ’(0) = 0

と積分の定義より上式の両辺の積分値は一致する. 2

次の 2 つの命題は明らかであろう.

命題 1.2.2 f , g を X 上の可測函数でともに仮定 1 を満たすとする. このとき f(x) �
g(x) �-a.e. ならば f �(s) � g�(s) 8s 2 [0; �(X)].

命題 1.2.3 f は 仮定 1 を満たし c > 0 とすると (cf)� = cf �.

decreasing rearrangement と truncation の関係については次のようになる. �1 <

A � B < 1 について

TA;Bf(x) =

8
>><
>>:

B if f(x) > B

f(x) if A � f(x) � B

A if f(x) < A

とおく.

命題 1.2.4 f が 仮定 1. をみたすとすると (TA;Bf)� = TA;B(f �) が成り立つ.

証明. ess inf f < A � B < ess sup f の時のみ示せば十分であろう. このとき
(TA;Bf)�(0) = B = (TA;Bf

�)(0), (TA;Bf)�(�(X)) = A = (TA;Bf
�)(�(X)) が成り立つこ

とは命題 1.1.4 より容易にわかる.

�TA;Bf(t) = 0 for t � B

�TA;Bf(t) = �f (t) for A � t < B

�TA;Bf(t) = �(X) for t < A

に注意すると 0 < s0 < �(X) について (TA;Bf)�(s0) = infft 2 R : �TA;Bf (t) � s0g = t0
とおくと, A � t0 � B である. t0 = B ならば �TA;Bf(B) = 0 と A < t < B について
�f(t) = �TA;Bf(t) > S0 が成り立つことから f �(s0) � B よって TA，B(f �)(s0) = B.

A < t0 < B のとき �f(t0) = �TA;Bf(t0) � s0 と A < t < t0 について �f(t) =

�TA;Bf(t) > s0 より A < f �(s0) = t0 = (TA;Bf)�(s0) < B より TA，B(f �)(s0) =

(TA;Bf)�(s0).

t0 = A ならば �f (A) = �TA;Bf (A) � s0 より f �(s0) = infft 2 R : �f(t) � s0g � A.

よって TA;B(f �)(s0) = A. 2



8 Bh1 >O Symmetrization

1.3 Symmetrization $NDj5A

$5$FK\@a$K$*$$$FX $ORn , n <!85C10L5eSn = f x = (x1; : : : ; xn+1 ) 2 Rn+1 : jxj = 1g
$^$?$On <! 85AP6J6u4V H n $N$I $l $+$r I= $o$9$H$9$k. $=$l $>$l $N>l 9g$K$D$$$FX $K,
I8 =`E*$J5wN%H!?t d(x; y) $H, B,EY� $=$7$F4p=`E@e $r<! $N$h$&$KM?$($F$*$3$&.

1. X = Rn $N$H$-

d(x; y) = jx � yj =
q

(x1 � y1)2 + � � � + (xn � yn )2

� = n-<!85 LebesgueB,EY
e = (0; : : : 0)

2. X = Sn

d(x; y) =x ; y$r7k$V:GC;$NBg1_$ND9$5
� = 5eLL@QB,EY
e = (1; 0; : : : ; 0)

$3$N$H$- x, y $, BP6K$N0LCV$K$"$l $Pd(x!$y) = � $H$J$k.

3. H n = f x 2 Rn : jxj < 1g $K$O4(1 � jxj2)� 2(dx2
1 + � � � + dx2

n ) $G7h$^$k Riemann
7WNL$rF~$l , d, � $O, $3$N7WNL$+$i M6F3$5$l $k5wN%$HBN@QMWAG$H$9$k.

$5$F r � 0 $K$D$$$FB(r ) = f x 2 X : d(x; e) < rg $H$*$/ . 2DB,=89g 
 � X $G
� (
) > 0 $K$D$$$F� (B (r )) = � (
) $H$J$k r � 0 $r$H$k. $3$N$h$&$J r $O0l 0U$KDj
$^$j , 
 $Nvolume radius $H8F$P$l $k. $3$3$G
 # = B(r ) $H$*$/ . C"$7, X = Sn $G

 = Sn $N$H$-$N$_$ONc30$G
 # = Sn $H$*$/ . FC$KB(0) = ; $G$"$k$+$i , � (
) = 0 $J
$i $P
 # = ; $G$"$k$3$H$KCm0U$7$F$*$3$&.

$5$F 
 $r X $N2DB,It J, =89g$G� (
) > 0 $H$9$k. $^$? f : 
 ! R $O2>Dj 1 $r$_$?
$9$H$9$k. $3$N$H$- f # : 
 # ! R $r

f # (x) = f � (� (B (d(e;x))))(1.3.1)

$GDj5A$9$k. Part I $G$O f # $r f $N symmetric decreasingrearrangement $^$?$O
symmetrization $H8F$V. $^$? e $r symmetrization $NCf?4$H8F$V.

L?Bj 1.3.1 H!?t f # $Hf $O8_$$$K rearrangement$G$"$j , f # $OBP>N@-$He $+$i $N5w
N%$K$D$$$F$N8: >/ @-

f # (x1) = f # (x2); if d(x1; e) = d(x2; e)

f # (x1) � f # (x2); if d(x1; e) � d(x2; e)

$r ;} $D.

>ZL@. >e$NEy<0$HITEy<0$Of � (s) $N@-<A$+$i L@$i $+$G$"$k. H!?t f # $, f $Nrearrange-
ment $G$"$k$3$H$r<($=$&. $^$: t0 < essinf f $K$D$$$F$O� f # (t0) = � f (t0) = � (
). <!


