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1 要旨
本論文では，複素一変数多項式に対する数値解法であるDurand-Kerner法の「大
域収束性」について考察する．Durand-Kerner法はNewton法に似た反復解法である．
多項式 pに対するNewton法Npは z ∈ Cに対しNp(z) = z−p′(z)−1 p(z)と定義され，Np

を適当な初期値 z ∈ Cに対し繰り返し作用させてできる軌道 {z,Np(z),Np(Np(z)), . . . }
が pの根に収束するものであり，1次元の力学系と見ることができる．一方 n次
多項式 p(z) =

∏n
i=1(z − αi)に対するDurand-Kerner法 Fpは

Fp(ζ) B ζ −
(

p(ζi)∏n
j=1 j,i (ζi − ζ j)

)n

i=1

と定義され，Fpを適当な初期値 ζ ∈ Cnに繰り返し作用させてできる軌道

{ζ, Fp(ζ), Fp(Fp(ζ)), . . . }

が pの根を並べたベクトル (α1, . . . , αn)に収束するものであり，n次元の力学系と
して見ることができる．

Newton法では多項式の複数の根のうち一つのみが得られるのに対し，Durand-
Kerner法ではすべての根を同時に得られることが特徴である．また，5章で見る
ようにDurand-Kerner法，Newton法ともに多項式が単根のみ持つ場合は局所収束
することが知られている．すなわち，|z − α1|が十分小さいとき zを初期値にもつ
軌道 {z,Np(z),Np(Np(z)), . . . }は α1に収束し，同様に |ζ − (α1, . . . , αn)|が十分小さけ
れば ζを初期値にもつ軌道 {ζ, Fp(ζ), Fp(Fp(ζ)), . . . }は (α1, . . . , αn)に収束する．
一方，Newton法NpまたはDurand-Kerner法 Fpの軌道が，CやCnのほとんどい
たるところの初期値 zまたは ζについて pの何れかの根 αiまたは (ατ(1), . . . , ατ(n))
に収束することを，Npまたは Fpが大域収束するという．ただし，ここで τは変
数の添え字の置換を表す．7章で述べるように，Newton法が「大域収束」しない
多項式の例が知られているのに対し，Durand-Kerner法においては「大域収束性」
を持たない多項式の例は知られていない．したがって，Durand-Kerner法における
「大域収束性」の有無は興味深い．8章，9章で見るように，多項式 pが 2次の場
合と p(z) = z3の場合には，Durand-Kerner法の「大域収束性」について肯定的な
結果が知られている ([1])．本論文では 3次多項式 pが 2重根，単根を一つずつ持
つ場合のDurand-Kerner法 Fpについて調べた．

1



6章で見るように，p(z) =
∑n

i=0 an−iziのとき，Fp(ζ)はDochev平面H B {ζ ∈ Cn |∑n
i=1 ζi = −a1}に属することが知られており，したがって，Fpは n次元の力学系で
あったけれども，H上の力学系，すなわち n−1次元の力学系に帰着される．pが 2
次多項式の場合はこれで Fpはすでに 1次元の力学系に帰着されている．p(z) = z3

の場合はこれだけでは Fpはまだ 2次元の力学系に帰着されたに過ぎないが，次の
対称性，すなわち任意の α ∈ C, ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Fp(αζ) = αFp(ζ). (1.1)

によってさらに 1次元落として，Fpを 1次元の力学系に帰着できる．このように 1
次元の力学系に帰着することによって pが 2次多項式の場合と p(z) = z3の場合に
大域収束性が示された．これに対し pが 2重根，単根を 1つずつ持つ場合は (1.1)
が得られないため二次元の力学系として解析した．大域収束性の有無については
わからず，また，pが重根を持つために非自明な局所的な収束性の有無について
も明らかにはしていないが，Fpの収束領域が開集合を含むことや Fpに埋め込ま
れた力学系の存在は示すことができた．

2 Durand-Kerner法の定義
この章では不動点，軌道などの用語とDurand-Kerner法の定義を述べる．n ∈ N
とする．

定義 2.1. U ⊂ Cnは開集合，F : U −→ Cnは正則写像とする．ζ ∈ Uが Fの不動
点であるとは F(ζ) = ζであることをいう．さらに，ζ ∈ Uに対し F(0)(ζ) B ζと書
き，k ≥ 0に対して，F(k)(ζ) ∈ Uである場合に限り，F(k+1)(ζ) B F(F(k)(ζ))と定め
る．任意の k ∈ Nに対し F(k)(ζ)が定まるとき (F(k)(ζ))∞k=0を初期値 ζでの Fによる
軌道という．

定義 2.2. pは次数 n > 1の複素一変数多項式とし，a0, . . . , an ∈ C, a0 = 1とし，
z ∈ Cに対し p(z) =

∑n
i=0 an−izi であるとする．このとき 1 ≤ i < j ≤ nならば ζi , ζ j

であるような ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cnに対し

Fp(ζ) B
(
ζi −

p(ζi)∏n
j=1 j,i (ζi − ζ j)

)n

i=1

(2.1)

と定める．Fpを pに対するDurand-Kerner法，または略してDK法という．また，

Dom(Fp) B {ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn | i , jならばζi , ζ j}

と書く．

α1, . . . , αn ∈ C, 0 ≤ i < j ≤ nならば αi , α j, p(z) =
∏n

i=1 (z − αi)とすると
(α1, . . . , αn)は Fpの不動点である．また，

S n B {τ : {1, . . . , n} −→ {1, . . . , n} | τは全単射 }

とかき，τ ∈ S nに対し ατ B (ατ(1), . . . , ατ(n))とかく．このとき ατもまた Fpの不動
点である．
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図 1: 3次多項式P(z) = z3−1に関して，初期値を (ζ(0)
1 , ζ

(0)
2 , ζ

(0)
3 ) = (2e

4
9πi, 2e

10
9 πi, 2e

16
9 πi)

としてDurand-Kerner法を行った．MATLABを用いた．赤が第一成分黄色が第二
成分，紫が第三成分を表す．

3 準備
この章では吸引的不動点や共役などの用語の定義をする．[2]の第 6章を参照．

n ∈ Nとする．

定義 3.1. U ⊂ Cn は開集合とする．正則写像 F : U −→ Cn，双正則写像 Φ :
U ∪ F(U) −→ Φ(U ∪ F(U)) ⊂ Cnに対し FのΦによる共役G : Φ(U) −→ Φ(F(U))
を ζ ∈ Φ(U)に対し

G(ζ) = Φ ◦ F ◦Φ−1(ζ)

と定める．

定義 3.2. U,V ⊂ Cnは開集合とし，正則写像 F : U −→ Cn,G : V −→ Cnに対して
FとGが共役であるとは，双正則写像Φ : U ∪ F(U) −→ Φ(U ∪ F(U)) ⊂ Cnが存
在してGが FのΦによる共役であることをいう．

命題 3.3. U,V ⊂ Cnは開集合とし，正則写像 F : U −→ Cn,G : V −→ Cnに対して
FとGが共役であるという関係は同値関係である．

命題 3.4. U ⊂ Cn は開集合とする．正則写像 F : U −→ Cn，双正則写像 Φ :
U ∪ F(U) −→ Φ(U ∪ F(U)) ⊂ Cn, FのΦによる共役Gに対し (i), (ii)は同値である．

(i) ζ ∈ Uが Fの不動点．
(ii) Φ(ζ) ∈ Φ(U)がGの不動点．
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定義 3.5. U ⊂ Cnは開集合とする．また，α ∈ Uは正則写像 F : U −→ Cnの不動
点とする．このとき αが Fの吸引的不動点であるとはヤコビ行列 F′(α)の固有値
がすべて絶対値 1未満であることと定める．また，αが Fの吸引的不動点のとき
αの吸引領域を {ζ ∈ Cn | limk→∞F(k)(ζ) = α}と定める．

命題 3.6. U ⊂ Cnは開集合とする．また，α ∈ Uは正則写像 F : U −→ Cnの吸引
的不動点とし，Dは αの吸引領域とする．このとき 0 < s < 1と 0 < δが存在して
次の (i)から (iii)が成立する．

(i) |α − ζ | < δならば |F(ζ) − α| < s|α − ζ |.
(ii) {ζ ∈ Cn | |α − ζ | < δ} ⊂ D.
(iii) Dは開集合である．

命題 3.7. U ⊂ Cn は開集合とする．正則写像 F : U −→ Cn，双正則写像 Φ :
U ∪ F(U) −→ Φ(U ∪ F(U)) ⊂ Cn, FのΦによる共役Gに対し (i),(ii)は同値である．

(i) αが Fの吸引的不動点．
(ii) Φ(α)がGの吸引的不動点．

また，αが Fの吸引的不動点のとき (iii),(vi)は同値である．

(iii) Dがαの（Fに関する）吸引領域．
(vi) Φ(D)がΦ(α)の（Gに関する）吸引領域．

4 Durand-Kerner法の一般的な性質
Duraand-Kerner法が持ついくつかの対称性を挙げる．n ∈ N, pは次数 n > 1の複
素一変数多項式とする．また α1, . . . , αn ∈ Cとし，z ∈ Cに対し p(z) =

∏n
i=1(z − αi)

とする．

命題 4.1. τ ∈ S nとし，Φ : Cn −→ Cn，Φ(ζ1, . . . , ζn) B (ζτ(1), . . . , ζτ(n))と定めると
ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Φ ◦ Fp ◦Φ−1(ζ) = Fp(ζ). (4.1)

Proof.

Φ ◦ Fp ◦Φ−1(ζ) = Φ ◦ Fp(ζτ(1), . . . , ζτ(n))

= Φ

(
ζτ−1(i) −

p(ζτ−1(i))∏n
j=1, j,i(ζτ−1(i) − ζτ−1( j))

)n

i=1

=

(
ζτ−1(τ(i)) −

p(ζτ−1(τ(i)))∏n
j=1, j,i(ζτ−1(τ(i)) − ζτ−1(τ( j)))

)n

i=1

=

(
ζi −

p(ζi)∏n
j=1, j,i(ζi − ζ j)

)n

i=1

.

□
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命題 4.2. α ∈ Cとし，φ : C −→ C，φ(z) B z+α，Φ : Cn −→ Cn，Φ(ζ) B (ζi +α)n
i=1

と定めると ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Φ ◦ Fp◦φ ◦Φ−1(ζ) = Fp(ζ). (4.2)

Proof.

Φ ◦ Fp◦φ ◦Φ−1(ζ) = Φ
(
ζi − α −

p ◦ φ(ζi − α)∏n
j=1, j,i((ζi − α) − (ζ j − α))

)n

i=1

=

(
ζi − α −

p ◦ φ(ζi − α)∏n
j=1, j,i((ζi − α) − (ζ j − α))

+ α

)n

i=1

=

(
ζi −

p(ζi)∏n
j=1, j,i(ζi − ζ j)

)n

i=1

.

□

命題 4.3. t ∈ C，q(z) =
∏n

i=1 (z − tαi),また T : Cn −→ Cn，T (ζ) B (tζi)n
i=1 と定める

と ζ ∈ Dom(Fp)に対し
T ◦ Fp ◦ T−1(ζ) = Fq(ζ). (4.3)

Proof.

T ◦ Fp ◦ T−1(ζ) = T
(
t−1ζi −

p(t−1ζi)∏n
j=1, j,i(t−1ζi − t−1ζ j)

)n

i=1

=

(
ζi −

tp(t−1ζi)∏n
j=1, j,i(t−1ζi − t−1ζ j)

)n

i=1

=

(
ζi −

t
∏n

i=1 (t−1ζi − αi)
(t−(n−1) ∏n

j=1, j,i(ζi − ζ j))

)n

i=1

=

(
ζi −

∏n
i=1 (ζi − tαi)∏n
j=1, j,i(ζi − ζ j)

)n

i=1

.

□

命題 4.4. pの次数は n ≥ 3とする．q(z) B
∏n−1

i=1 (z − αi)，Q : {ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Cn |
ζn = αn} −→ Cn−1，Q(ζ) B (ζi)n−1

i=1 と定めると ζ ∈ Dom(Fq)に対し

Q ◦ Fp ◦ Q−1(ζ) = Fq(ζ). (4.4)

Proof.
Q ◦ Fp ◦ Q−1(ζ) = Q ◦ Fp(ζ1, . . . , ζn−1, αn)

= Q
(
ζi −

p(ζi)∏n
j=1, j,i(ζi − ζ j)

)n

i=1

∣∣∣∣
ζn=αn

=

(
ζi −

p(ζi)∏n
j=1, j,i(ζi − ζ j)

)n−1

i=1

∣∣∣∣
ζn=αn

=

ζi − q(ζi)(ζn − αn)
(ζn − αn)

∏n−1
j=1, j,i(ζi − ζ j)

n−1

i=1

=

ζi − q(ζi)∏n−1
j=1, j,i(ζi − ζ j)

n−1

i=1

.

□
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5 Durand-Kerner法とNewton法
多項式 pが単根のみ持つ場合，Durand-Kerner法は局所収束性を持つが，これ
はDuranad-Kerner法が高次元のNewton法として書けることから従う．この章で
はこのことを見る．n ∈ Nとする．

定義 5.1. UはCnの開集合，G : U −→ Cnとする．このときヤコビ行列G′(ζ)が正
則行列であるような ζ ∈ Uに対し

NG(ζ) = ζ −G′(ζ)−1G(ζ)

と定め，NGをGに対するNewton法と呼ぶ．

定理 5.2. Uは Cnの開集合，G : U −→ Cnは正則関数とする．また，点 β ∈ Uは
G(β) = (0, . . . , 0)かつG′(β)は正則行列なるものとする．このとき βはNGの吸引的
不動点であり，さらにNGは βにおいて局所二次収束する．すなわち，ある δ, c > 0
が存在して ζ ∈ Uに対し

|ζ − β| < δならば |NG(ζ) − β| ≤ c|ζ − β|2.

Proof. 任意の n行m列行列 Aに対し，

||A|| B max{|Aξ| | ξ ∈ Cm, |ξ| = 1}

と定める．すると det(G′(α)) , 0ゆえ ||G′(α)|| , 0である．またG′(ζ)は ζに関して
連続だから，ある δ > 0が存在して |ζ − α| < δとなる任意の δに対し

||G′(ζ)|| > ||G
′(α)||
2

(5.1)

となる．そこで |ζ − α| < δととると，

|α − (ζ −G′(ζ)−1G(ζ))| = |G′(ζ)−1(G′(ζ)(α − ζ) +G(ζ))|
≤ ||G′(ζ)−1|| |G′(ζ)(α − ζ) +G(ζ)| (5.2)

である．G = (G1, . . . ,Gn)とかくと，各 i ∈ {1, . . . , n}に対しGiは正則ゆえ，ν =
(ν1, . . . , νn) ∈ (N ∪ {0})nに対し

|ν| B
n∑

k=1

νk

ci,ν B
1

ν1! · · · νn!
∂Gi(α)
∂ζν11 · · · ∂ζ

νn
n

とかくと

Gi(ζ) =
∑

ν1,...,νn≥0

ci,ν(ζ1 − α1)ν1 · · · (ζn − αn)νn

= Gi(α) +
n∑

k=1

∂Gi(α)
∂ζk

(ζk − αk) +
∑

ν1,...,νn≥0
|ν|>1

ci,ν(ζ1 − α1)ν1 · · · (ζn − αn)νn
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である．したがって E(ζ) = G′(α)(α − ζ) +G(ζ)とおくと Eの各成分は αを中心と
した冪級数展開において二次以上の項しか持たないから，ある c > 0が存在して
|ζ − α| < δのとき

|E(ζ)| ≤ c|ζ − α|2.

よって (5.2)，(5.1)から

|α − (ζ −G′(ζ)−1G(ζ))| ≤ ||G′(ζ)−1|| |G′(ζ)(α − ζ) +G(ζ)|
≤ ||G′(ζ)−1||c|ζ − α|2
≤ 2c||G′(α)−1|| |ζ − α|2.

□

命題 5.3 ([3]). pは次数 n > 1の複素一変数多項式とし，a0, . . . , an ∈ C, a0 = 1とし，
z ∈ Cに対し p(z) =

∑n
i=0 an−izi であるとする．m, l ∈ N,m ≤ lに対し

φm(ζ1, . . . , ζl) B
∑

1≤i1<···<im≤l

ζi1 · · · ζim (5.3)

とおき，1 ≤ i ≤ nに対し

fi(ζ) B (−1)iφi(ζ1, . . . , ζn) − ai (5.4)

とおき
G(ζ) B ( f1(ζ), . . . , fn(ζ)) (5.5)

とおく．このとき，G′でGのヤコビアン (∂ fi/∂ζ j)i jを表すと，任意の ζ ∈ Dom(Fp)
に対して

Fp(ζ) = ζ −G′(ζ)−1G(ζ) = NG(ζ). (5.6)

Proof. まず

G′(ζ)−1
=

−ζn− j
i

/ n∏
k=1,k,i

(ζi − ζk)


i, j

(5.7)

が証明できる．(5.7)の証明は難しくないが付録にゆずる．さて (5.7)から

G′(ζ)−1G(ζ) =

∑n
j=1(−ζn− j

i f j(ζ))∏n
k=1,k,i(ζi − ζk)

n

i=1

である．第 i成分の分子を整理すると
n∑

j=1

(−ζn− j
i f j(ζ)) =

n∑
j=1

(−ζn− j
i (−1) jφ j(ζ1, . . . , ζn)) +

n∑
j=1

ζ
n− j
i a j

= −
n∏

j=1

(ζi − ζ j) + p(ζi)

= p(ζi).

よってG′(ζ)−1G(ζ) =
(

p(ζi)∏n
k=1,k,i(ζi − ζk)

)n

i=1

がいえた． □
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定理 5.4. pは次数 n > 1の複素一変数多項式，α1, . . . , αn ∈ C, p(z) =
∏n

i=1 (z − αi)
とし，1 ≤ i < j ≤ nのとき αi , α j とする．このとき任意の τ ∈ S n に対し，
ατ B (ατ(1), . . . , ατ(n))とかくと，ある δ, c > 0が存在して任意の ζ ∈ Cn に対し
|ζ − ατ| < δならば |Fp(ζ) − ατ| ≤ c|ζ − ατ|2．

Proof. 命題 5.3とNewton法の局所二次収束性すなわち定理 5.2から従う． □

特に，重根を持たない多項式に対する Durand-Kerner法は局所収束することが
従う．

系 5.5. pは次数 n > 1の複素一変数多項式，α1, . . . , αn ∈ C, p(z) =
∏n

i=1 (z − αi)と
し，任意の 1 ≤ i < j ≤ nに対し αi , α jとする．このとき任意の τ ∈ S nに対しあ
る δ > 0が存在して ζ ∈ Cnに対し

|ζ − ατ| < δならば lim
k→∞

F(k)
p (ζ) = ατ.

6 Dochev平面
Durand-Kerner法の持つ強い性質として，Fp(ζ)が Dochev平面に落ちることが
ある．これによって Durand-Kerner法は Dom(Fp)より一次元低い Dochev平面上
の力学系に帰着できる．[3]にしたがう．pは次数 n > 1の複素一変数多項式，
a0, . . . , an ∈ C, an = 1とし，z ∈ Cに対し p(z) =

∑n
i=0 an−izi であるとする．

定理 6.1. ζ ∈ Dom(Fp)にたいし Fp(ζ) = (ζ(1)
1 , . . . , ζ

(1)
n )とかくと

n∑
i=1

ζ(1)
i = −a1. (6.1)

Proof. Gは命題 5.3で定めたものとすると，命題 5.3から Fp(ζ) = ζ −G′(ζ)−1G(ζ)
だから，両辺にG′(ζ)をかけて

G′(ζ)(Fp(ζ) − ζ) = −G(ζ) (6.2)

である．ここでGの第一成分はGのとり方によって f1(ζ) = −∑n
i=1 ζi − a1であるこ

とに注意するとG′(ζ)の 1行目は (∂ f1/∂ζ1, . . . , ∂ f1/∂ζn) = (−1, . . . ,−1)である．よっ
て (6.2)の左辺第一成分は

∑n
i=1(−(ζ(1)

i − ζi))であるから，(6.2)の両辺の第一成分の
比較によって，

n∑
i=1

(−(ζ(1)
i − ζi)) = − f1(ζ)

=

n∑
i=1

ζi + a1.

□
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定義 6.2.

Hp B

ζ ∈ Cn

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ζi = −a1


とおき Hpを FpのDochev平面と呼ぶ．多項式 pが何を指すか文脈により明らか
なとき，pを省略して単に Hと書くことがある．

系 6.3. ζ ∈ Dom(Fp)に対し
Fp(ζ) ∈ Hp.

7 大域収束性
大域収束性を定義しNewton法が大域収束しないような多項式の例 [4]を見る．

定義 7.1. pは次数 n > 1の複素一変数多項式，α1, . . . , αn ∈ C, p(z) =
∏n

i=1 (z − αi)
とする．このときNewton法 Npが大域収束するとは，a.e. z ∈ Cに対しある jが存
在し，limk→∞N(k)

p (z) = α jとなることと定める．Durand-Kerner法 Fpが大域収束す
るとは，a.e. ζ ∈ Cnに対しある τ ∈ S nが存在し，limk→∞F(k)

p (ζ) = ατとなることと
定める．

Newton法は一般には大域収束しないことが知られている．

定義 7.2. n ∈ N,U ⊂ Cnは開集合とし，F : U −→ Cnは正則写像とする．k ∈ N
に対し α ∈ U が F の k 周期点であるとは F(k)(α) = αであって 0 ≤ j < k で
ある jに対し F( j)(α) , αとなることと定める．また，αが F の k周期点のとき
{F(0)(α), . . . , F(k−1)(α)}は Fの k周期軌道であるという．さらに，O = {α0, . . . , αk−1}
がFのk周期軌道のときOがFの吸引的なk周期軌道であるとはヤコビ行列F(k)′(α j)
の全ての固有値の絶対値が 1未満であることと定める．

命題 7.3. n, k ∈ N,U ⊂ Cnは開集合とし，O = {F(0)(α), . . . , F(k−1)(α)}は正則写像
F : U −→ Cnの吸引的な k周期軌道とする．このとき 0 < s < 1と 0 < δが存在し
て次の (i)，(ii)が成立する．

(i) 任意の jに対し |F( j)(α) − ζ | < δならば |F( j+k)(ζ) − α| ≤ s|F( j)(ζ) − α|.
(ii) 任意の jに対し |F( j)(α) − ζ | < δならばlim

i→∞
F( j+ik)(ζ) = F( j)(α).
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例 7.4 ([4]). n = 1の場合を考える．多項式 pを p(z) = z3 − 2z + 2とおき α1, α2, α3

を pの根とする．このときある空でない開集合O ⊂ Cが存在して，任意の z ∈ O
に対し初期値 zでの pに対するNewton法の軌道 (N(k)

p (z))∞k=0は α1, α2, α3のいずれ
にも収束しない．

Proof. 多項式 p(z) = z3 − 2z + 2に対するNewton法 f = Npは

f (z) = z − z3 − 2z + 2
3z2 − 2

である． f が吸引的な二周期軌道をもつことをいえば十分である．いま， f (0) =
1, f (1) = 0であることから {0, 1}は f の二周期軌道である．{0, 1}が吸引的であるこ
とをいうには | f ′(0) f ′(1)| < 1であればよい．いま f ′(z) = (6z4−12z2+12z)/(3z2−2)2

だから f ′(0) = 0．とくに f ′(0) f ′(1) = 0だから {0, 1}は吸引的な 2周期軌道である
ことがいえた． □

8 2次多項式に対するDurand-Kerner法の大域収束性
定理 8.1. α1, α2 ∈ Cとし，p(z) = (z − α1)(z − α2)とする．このとき a.e. ζ ∈ C2に対
し，ある τ ∈ S 2が存在し

lim
n→∞

F(n)
p (ζ) = (ατ(1), ατ(2)).

Proof. (1) α1 = α2の場合
q(z) = z2, Φ(ζ) B (ζ1 + α1, ζ2 + α1)とおくと，命題 4.2から ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Φ ◦ Fq ◦Φ−1(ζ) = Fp(ζ).

よって Fpと Fqは共役だから p(z) = z2すなわち α1 = α2 = 0と仮定してよい．さ
て pに対するDurand-Kerner法 Fpは

Fp(ζ) = ζ −
(
ζ2

1

ζ1 − ζ2
,
ζ2

2

ζ2 − ζ1

)
でありDochev平面は

H = {ζ ∈ C2 | ζ1 + ζ2 = 0}

である．いま Fpを Hに制限して FH B Fp|Hとおくと，(ζ1,−ζ1) ∈ Dom(FH)に
対し，

FH(ζ1,−ζ1) = 2−1ζ1(1,−1).

そこで P : H −→ C, P(ζ1,−ζ1) = ζ1と定め，FHの共役G B P ◦ FH ◦ P−1をとると，
z ∈ C − {0}に対し

G(z) = 2−1z.
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よって FH は z 7−→ z/2に共役である．z ∈ C − {0}に対しG(n)(z) → 0 (n → ∞)で
あることに注意すると，ζ ∈ Dom(FH) = H ∩ Dom(Fp) = {(ζ1,−ζ1) ∈ C2 | ζ1 , 0}
に対し F(n)

H (ζ)→ P−1(0) = (0, 0) (n→ ∞)である．よって Fp(ζ) , (0, 0)となるとき
F(n)

p (ζ) → (0, 0) (n → ∞)．一方 Fp(ζ) < Dom(FH)すなわち Fp(ζ) = (0, 0)となる ζ
は {ζ1 = 0} ∪ {ζ2 = 0}の点に限られるが，この集合は測度 0である．

(2) α1 , α2の場合
q(z) = (z − (α1 − α2)/2)(z − (α2 − α1)/2),Φ(ζ) B ζ + ((α1 + α2)/2, (α1 + α2)/2)とお
くと命題 4.2から

Φ ◦ Fq ◦ Φ−1 = Fp

ゆえ Fpと Fqは共役．さらに r(z) = (z+ 1)(z− 1),Ψ(ζ) B ((α1 − α2)/2)−1ζとおくと
命題 4.3から

Ψ ◦ Fq ◦ Ψ = Fr

ゆえ Fqと Frは共役である．以上から Fpと Frは共役だから，α1 = 1, α2 = −1と
仮定してよい．さて ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Fp(ζ) = ζ −
(
ζ2

1 − 1
ζ1 − ζ2

,
ζ2

2 − 1
ζ2 − ζ1

)
であり，Dochev平面H = {ζ ∈ C2 | ζ1 + ζ2 = 0}である．そこで FpをHに制限して
FH B Fp|Hとおくと

FH(ζ) = FH(ζ1,−ζ1) =
ζ2

1 + 1
2ζ1

(1,−1)

である．そこで α1 = α2の場合と同じ PによってG B P ◦ FH ◦ P−1とおくと

G(z) = (z2 + 1)/2z

である．さらにメビウス変換 φ(z) = (z + 1)/(z − 1)によって g B φ ◦ G ◦ φ−1とお
けば

g(w) = w2

である．以上からFHはw 7→ w2に共役である．Ĉ上の力学系w 7→ w2の吸引的不動
点は0,∞であり，∞の吸引領域は {w ∈ C | |w| > 1}，0の吸引領域は {w ∈ C | |w| < 1}
であることに注意する．FHの吸引的不動点は (1,−1), (−1, 1)であり，(1,−1)の吸
引領域は {ζ ∈ C2 | Re(ζ1) > 0}で (−1, 1)の吸引領域は {ζ ∈ C2 | Re(ζ1) < 0}である．
F−1

p ({ζ ∈ C2 | Re(ζ1) = 0})は測度 0だから a.e. ζ ∈ C2に対し F(n)
p → (1,−1)または

F(n)
p → (−1, 1) (n→ ∞)がいえた． □

9 3重根を持つ3次多項式に対するDurand-Kerner法の
大域収束性

[1]に従い p(z) = z3に対するDurand-Kerner法の大域収束性を示す．
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図 2: balancedな軌道が原点へ収束する状況．成分ごとに色を変えている．

定理 9.1 ([1]). p(z) = z3のとき，a.e. ζ ∈ C3に対し，

lim
n→∞

F(n)
p (ζ) = (0, 0, 0).

Proof. pに対するDurand-Kerner法 Fpは ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Fp(ζ) = ζ −
(

ζ3
1

(ζ1 − ζ2)(ζ1 − ζ3)
,

ζ3
2

(ζ2 − ζ1)(ζ2 − ζ3)
,

ζ3
3

(ζ3 − ζ1)(ζ3 − ζ2)

)
.

Fpは ζ ∈ Dom(Fp), α ∈ Cに対し次の強い性質を持つ．

Fp(αζ) = αFp(ζ) (9.1)

ω = exp(2πi/3)と置くとき α ∈ Cに対し ζ = α(1, ω, ω2)または ζ = α(1, ω2, ω)とか
ける ζを，balancedであるという．balancedな点においては Fpは 2/3倍する作用
として働く．

Fp(α(1, ω, ω2)) = (2/3)α(1, ω, ω2). (9.2)

したがって Fpにおいて balancedな点を初期値にもつ軌道は具体的に計算できる
特殊な軌道であり，

F(n)
p (α(1, ω, ω2)) = (2/3)nα(1, ω, ω2) (9.3)

が成立する．したがって特に F(n)
p (ζ) → (0, 0, 0) (n → ∞)であることに注意する．

また，
|Fp(1, ω, ω2)|
|(1, ω, ω2)| =

2
3

で，|Fp(ζ)||ζ |−1が (1, ω, ω2)で連続であることに注意すると 2/3 < s < 1に対しある
δ > 0が存在して，|ζ − (1, ω, ω2)| < δのとき

|Fp(ζ)|
|ζ | < s (9.4)
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であることに注意する．さて FpのDochev平面 Hは {ζ ∈ C3 | ζ1 + ζ2 + ζ3 = 0}で
ある．Fpを Hに制限して FH B Fp|Hとかく．まず次のことを示す．

任意のζ ∈ {ζ ∈ C3 | Im(ζ2/ζ1) , 0, ζ1 , 0}に対し lim
n→∞

F(n)
H (ζ) = (0, 0, 0). (9.5)

まず P : H −→ C2, P(ζ1, ζ2, ζ3) −→ (ζ1, ζ2)と定め，FC2 B P ◦ FH ◦ P−1とおくと，
ρ = (ρ1, ρ2) ∈ Dom(FC2)に対し

FC2(ρ) = ρ −
(

ρ3
1

(ρ1 − ρ2)(2ρ1 + ρ2)
,

ρ3
2

(ρ2 − ρ1)(ρ1 + 2ρ2)

)
である．Pは線形だから (9.1)は FC2 に引き継がれ，α ∈ C, ρ ∈ Dom(FC2)に対し

FC2(αρ) = αFC2(ρ). (9.6)

そこで C2 − {(0, 0)}における同値関係 ∼を ρ, σ ∈ C2 に対し σ = αρとなる α ∈
C−{(0, 0)}が存在するとき ρ ∼ σとさだめる．また，FC2は (0, 0)を値にとらないこ
とに注意する．(9.6)からQ : C2 − {(0, 0)} −→ (C2 − {(0, 0)})/ ∼,Q(ρ) = [ρ] = [ρ1, ρ2]
は ρ = (ρ1, ρ2)の代表元と定めたとき図式 Q ◦ FC2 = G ◦ Qを成り立たせるGが一
意に存在する．R : (C2 − {(0, 0)})/ ∼−→ Ĉを

R[ρ1, ρ2] =

ρ2/ρ1 ρ1 , 0のとき

∞ ρ1 = 0のとき
(9.7)

とし，f̂ B R◦G◦R−1と定めると f̂ : Ĉ−{1,−2,−1/2} −→ Ĉでu ∈ Ĉ−{1,−2,−1/2,∞}
に対し

f̂ (u) = R ◦G[1, u]
= R[FC2(1, u)]

= R
[

(1 − u − u2)
(1 − u)(2 + u)

,
(u3 − u2 − u)

(u − 1)(1 + 2u)

]
=

u(2 + u)(u2 − u − 1)
(1 + 2u)(u2 + u − 1)

(9.8)

であるから f̂ は有理関数

f̂ (u) =
u(2 + u)(u2 − u − 1)
(1 + 2u)(u2 + u − 1)

である．さてメビウス変換φ : Ĉ −→ Ĉをφ(z) = (z−ω2)/(z−ω)と定め f = φ◦ f̂ ◦φ−1

とおくと f は次の Blaschke積

f (v) =
v(2v3 + 1)

v3 + 2

である．この右辺は有理関数だから，{φ(1), φ(−2), φ(−1/2)}での値を補って f を Ĉ
上に拡張したものを f̃ とかく． f̃ は二つの吸引的不動点 0,∞を持ち 0の吸引領域
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は D0 = {v ∈ C | |v| < 1}，∞の吸引領域は D∞ = {v ∈ C | |v| > 1} ∪ {∞}であり
C = {v ∈ C | |v| = 1},D0,D∞はそれぞれ f̃ の不変集合である．φ({Im(u) = 0}) = C
ゆえ φ(1), φ(−2), φ(−1/2) ∈ Cであることに注意すると f においても 0,∞の吸引領
域はそれぞれ D0,D∞である． f̂ は f の φ−1による共役だったから f̂ の吸引的不動
点は φ−1(0) = ω2, φ−1(∞) = ωであり ω2, ωの吸引領域はそれぞれ φ(D0) = {u ∈ C |
Im(u) < 0}, φ−1(D∞) = {u ∈ C | Im(u) > 0}である．いま n ∈ N, ρ ∈ Dom(FC2)に対し

f̂ (n)(R[ρ]) = R ◦G(n) ◦ R−1(R[ρ])
= R ◦G(n)[ρ]
= R[F(n)

C2 (ρ)].

さらに ρをR[ρ] ∈ {Im(u) , 0}ととると {Im(u) , 0}は f̂ の不変集合ゆえ f̂ (n)(R[ρ]) ∈
{Im(u) , 0}だから，とくに f̂ (n)(R[ρ]) , ∞であり，F(n)

C2 (ρ) = (F(n)
C2,1(ρ), F(n)

C2,2(ρ))と
かくと F(n)

C2,1(ρ) , 0である．したがって

f̂ (n)(R[ρ]) = R[F(n)
C2 (ρ)]

= F(n)
C2,2(ρ)/F(n)

C2,1(ρ)

である．以上から ζ ∈ Dom(FH)を R[P(ζ)] ∈ {u ∈ C | Im(u) , 0}ととると

F(n)
H (ζ) = P−1 ◦ F(n)

C2 ◦ P(ζ)
= (F(n)

C2,1(P(ζ)) , F(n)
C2,2(P(ζ)) , −F(n)

C2,1(P(ζ)) − F(n)
C2,2(P(ζ)))

= F(n)
C2,1(P(ζ)) (1 , f̂ (n)(R[P(ζ)]) , −1 − f̂ (n)(R[P(ζ)])).

(1) R[P(ζ)] ∈ {u ∈ C | Im(u) > 0}の場合
R[P(ζ)]は f̂ に関して ωの吸引領域に属するから，ある N ∈ Nが存在して任意

の n ≥ Nに対し |ω − f̂ (n)(R[P(ζ)])| < 2−1δとなる．よって任意の n ≥ Nに対し

|(1, ω, ω2) − (1, f̂ (n)(R[P(ζ)]),−1 − f̂ (n)(R[P(ζ)]))| < δ

だから任意の n ≥ Nに対し

|F(n+1)
H (ζ)| = |FH(F(n)

C2,1(P(ζ))(1, f̂ (n)(R[P(ζ)]),−1 − f̂ (n)(R[P(ζ)])))|
≤ s|F(n)

C2,1(P(ζ))(1, f̂ (n)(R[P(ζ)]),−1 − f̂ (n)(R[P(ζ)]))|
= s|F(n)

H (ζ)|.

よって任意の j ≥ Nに対し |F(N+ j)
H (ζ)| ≤ s j|F(N)

H (ζ)|だから limn→∞F(n)
H (ζ) = (0, 0, 0).

(2) R[P(ζ)] ∈ {u ∈ C | Im(u) < 0}の場合
(1)と同様にして limn→∞F(n)

H (ζ) = (0, 0, 0)が得られる．
(1),(2)から (9.5)が得られた．したがってa.e. ζ ∈ Dom(FH)に対して limn→∞F(n)

H (ζ) =
(0, 0, 0)である．さて ζ ∈ Dom(Fp)に対し F′p(ζ) = ( fi j(ζ))とかくと，

f12(ζ) f23(ζ) f31(ζ)
f32(ζ) f13(ζ) f21(ζ)

= −1 , 1

であることから F′p(ζ)のランクは 1ではありえず，したがってランク 2の行列であ
ることに注意すると，a.e. ζ ∈ Dom(Fp)に対し limn→∞ F(n)

p (ζ) = (0, 0, 0)を得る． □
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10 2重根と単根を持つ3次多項式に対するDurand-Kerner
法について

この章では 2重根と単根を一つずつ持つ 3次多項式 pに対するDurand-Kerner法
を調べる．

定理 10.1. α1, α2 ∈ C, α1 , α2とし，三次多項式 pを p(z) = (z − α1)2(z − α2)とおく
と，任意の τ ∈ S 3に対しある開集合U ⊂ C3が存在し次の性質をみたす．便宜的
に α3 B α1とおく．

(i) Fp(U) ⊂ U.

(ii) 任意のζ ∈ Uに対し lim
n→∞

F(n)
p (ζ) = (ατ(1), ατ(2), ατ(3)).

Proof. 4章の命題4.2，命題4.3から，p(z) = z2(z+3)と仮定してよいことに注意する．
また，この Fpにおける軌道が収束すると期待される (−3, 0, 0), (0,−3, 0), (0, 0,−3)
は命題 4.1によって対称性を持つので，(0, 0,−3)に収束する軌道について成り立
つことは残りの二点に収束する軌道についても成り立つ．したがって定理は次の
命題 10.3に帰着される． □

命題 4.4の特別な場合として，2次多項式に対するDurand-Kerner法と共役な力
学系が，Fz2(z+3)に (0, 0,−3)を通るように埋め込まれる。

命題 10.2. Fz2(z+3)|{ζ1=0}，Fz2(z+3)|{ζ2=0}は Fz(z+3) に共役である．また Fz2(z+3)|{ζ3=−3}は
Fz2 に共役である．

Proof. 命題 4.4から直ちに従う． □

とくに Fz2(z+3)において {ζ3 = −3}の上の軌道は吸引的な性質を持っており，命
題 10.3で主要な役割をもつ．

命題 10.3. 多項式 p(z) = z3 + 3z2に対し，以下の性質を満たす開集合U ⊂ C3が存
在する．

(i) Fp(U) ⊂ U.

(ii) 任意のζ ∈ Uに対し lim
n→∞

F(n)
p (ζ) = (0, 0,−3).

Proof. p(z) = z2(z + 3)とする．このとき ζ ∈ Dom(Fp)に対し

Fp(ζ) = ζ −
(

ζ3
1 + 3ζ2

1

(ζ1 − ζ2)(ζ1 − ζ3)
,

ζ3
2 + 3ζ2

2

(ζ2 − ζ1)(ζ2 − ζ3)
,

ζ3
3 + 3ζ2

3

(ζ3 − ζ1)(ζ3 − ζ2)

)
.

Dochev平面は H = {(ζ1, ζ2, ζ3) ∈ C3 | ζ1 + ζ2 + ζ3 = −3}である．FH B Fp|Hとかく.
PH : H −→ C2，PH(ζi)3

i=1 B (ζi)2
i=1と定めると PHはHからC2への双正則写像であ
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る．そこで FC2 B PH ◦ FH ◦ PH
−1と定める．このとき ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Dom(FC2)に

対し

FC2(ξ) = ξ −
(

ξ3
1 + 3ξ2

1

(ξ1 − ξ2)(2ξ1 + ξ2 + 3)
,

ξ3
2 + 3ξ2

2

(ξ2 − ξ1)(ξ1 + 2ξ2 + 3)

)
.

さらに A : (C − {0}) × C −→ (C − {0}) × C，A(ξ1, ξ2) B (ξ1, ξ2/ξ1)と定めると Aは
(C − {0}) × Cから (C − {0}) × Cへの双正則写像である．そこで FA B A ◦ FC2 ◦ A−1

と定める．(z, t) ∈ Dom(FA)に対し

FA(z, t) =
(

z(z − tz − t2z − 3t)
(1 − t)(3 + z(2 + t))

,
−t(t2z − tz − z − 3)(3 + z(2 + t))
(z − zt − t2z − 3t)(3 + z(2t + 1))

)
(10.1)

であることに注意すると FAは z = 0である点にも解析的に拡張できる．さらに FA

は (0,−1)を不動点に持つことと，FAの (0,−1)でのヤコビアン FA
′(0,−1)が

FA
′(0,−1) =

 1/2 0
0 0

 (10.2)

であることから (0,−1)は FAの吸引的不動点であることがいえる．
そこで DAを FAによる (0,−1)の吸引領域とすると，命題 3.6より DAは開集合
である．いま F−1

A {z = 0} = {z = 0}であることに注意すると，D̃A B DA − {z = 0}と
おいたとき D̃Aは開集合で

FA(D̃A) ⊂ D̃A

任意の (z, t) ∈ D̃Aに対し lim
n→∞

F(n)
A (ζ) = (0,−1)

をみたす．いま Aの逆写像 A−1 を C2 全体上に拡張して Ã−1 と書くと任意の ξ ∈
A−1(D̃A)に対し，

lim
n→∞

F(n)
C2 (ξ) = lim

n→∞
A−1 ◦ F(n)

C2 ◦ A(ξ)

= Ã−1( lim
n→∞

F(n)
C2 ◦ A(ξ))

= Ã−1(0,−1)
= (0, 0).

ゆえに
任意のξ ∈ A−1(D̃A)に対し lim

n→∞
F(n)
C2 (ζ) = (0, 0).

同様に P−1
H も (0, 0)を含む C2全体で解析的，特に連続に定まるから，

任意のζ ∈ P−1
H ◦ A−1(D̃A)に対し lim

n→∞
F(n)

H (ζ) = (0, 0,−3)

となる．以上からU B F−1
p (P−1

H ◦ A−1(D̃A))とおくと，

• Fp(U) ⊂ U

• 任意のζ ∈ Uに対し lim
n→∞

F(n)
p (ζ) = (0, 0,−3)

となることが得られた． □
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11 二重根と単根を持つ三次多項式に対するDurand-Kerner
法の収束領域の描画

この章では，定理 10.1で得られた開集合を経由して収束する点を収束先ごとに
色分けして描画する．以下，FA, FC2 , PHは命題 10.3の証明で用いた記号とする．

D B {(z, t) ∈ C2 | |z| < 1/4, |t + 1| < 1/4, z , 0}

とおくとノルムの評価により次が成り立つ．

• FA(D) ⊂ D.

• ∀(z, t) ∈ D, lim
n→∞

F(n)
A (z, t) = (0,−1).

そこで E B A−1(D)とおくと，

• E = {(ξ1, ξ2) ∈ C2 | |ξ1| < 1/4, |ξ2 + ξ1|/|ξ1| < 1/4, ξ , 0}

• FC2(E) ⊂ E.

• ∀ξ ∈ E, lim
n→∞

F(n)
C2 (ξ) = (0, 0).

命題4.1，すなわちDurand-Kerner法の自己共役性から，各τ ∈ S 3に対しΦτ(ζ1, ζ2, ζ3) =
(ζτ(1), ζτ(2), ζτ(3))とおき，Eτ B PH ◦Φτ ◦ P−1

H (E)とおくと，

• FC2(Eτ) ⊂ Eτ.

• ∀ξ ∈ Eτ, lim
n→∞

F(n)
C2 (ξ) = PH ◦Φτ ◦ P−1

H (0, 0).

F(n)
C2 (ξ) ∈ Eτとなるような n ∈ Nが存在するとき ξは (0, 0), (0,−3), (−3, 0)のうち τ
に対応するものに収束することを利用して各 ξ ∈ C2の収束先を調べることができ
る．図 3はMATLABを用いて描画した．用いたMATLABソースコードは付録に
上げる．

12 付録

12.1 命題 5.3の証明中の (5.7)の証明

Proof. これを示すには (−δi j
∏n

k=1,k,i(ζi − ζk)−1)i j(ζ
n− j
i )i jG′(ζ) = Iが得られれば十分

である．そこで，両辺 (−δi j
∏n

k=1,k,i(ζi − ζk))i jをかけて

(ζn− j
i )i jG′(ζ) =

−δi j

n∏
k=1,k,i

(ζi − ζk)


i j
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図 3: R2の閉区間 ξ ∈ [−4, 4]× [−4, 4]を各成分 800等分し，F(24)
C2 (ξ)が {Eτ}τ∈S 3のど

れに属しているかで着色している．(0, 0)に収束する点は黄色，(−3, 0)に収束する
点は青，(0,−3)に収束する点は赤で表し，F(24)

C2 (ξ)が {Eτ}τ∈S 3 のどれにも属してい
ない点は紫である．(0,0)が (400,400)に，(0,-3)が (400,100)に対応する．
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を示せばよい．いま φ0 B 1とおくと，

G′(ζ) = (∂ fi(ζ)/∂ζ j)i j

= ((−1)i∂φi(ζ1, . . . , ζn)/∂ζ j)i j

= ((−1)iφi−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn))i j

だから (ζn− j
i )i jG′(ζ) = (

∑n
k=1 ζ

n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn))i jそこで，(5.7)を

得るには，任意の 1 ≤ i < j ≤ nに対して

n∑
k=1

ζn−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn) = −δi j

n∏
k=1,k,i

(ζi − ζk) (12.1)

がいえればよい．
i , jの場合

(12.1)の左辺 = ζn−1
i (−1)φ0(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn)+∑n−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn)+

1(−1)nφn−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn)

= −ζn−1
i +∑n−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζn)+

(−1)n ∏n
k=1,k, j(ζk)

(12.2)

である．(12.2)の右辺第二項を整理すると，

(12.2)の右辺第二項 =
∑n−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kζiφk−2(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζi−1, ζi+1, . . . , ζn)+∑n−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζi−1, ζi+1, . . . , ζn)

= (−1)
∑n−2

k=1 ζ
n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζi−1, ζi+1, . . . , ζn)+∑n−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζi−1, ζi+1, . . . , ζn)

= (−1)ζn−1
i (−1)φ0(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζi−1, ζi+1, . . . , ζn)+

ζi(−1)n−1φn−2(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζi−1, ζi+1, . . . , ζn)

= ζn−1
i + (−1)n−1 ∏n

k=1,k, j(ζk).

ゆえに (12.2)の左辺の右辺は 0である．よって i , jのとき (12.1)がなりたつ．
i = jの場合
nに関する帰納法によって示す．
n = 2のとき，mは {1, 2} = {i,m}なるものとすると

(12.1)の左辺 = ζi(−1)φ0(ζm) + (−1)2φ1(ζm)
= −ζi + ζm
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だから (12.1)は n = 2のとき成り立っている．
n = m− 1のとき (12.1)が成り立つとする．このとき必要ならば変数の取り換えて
i , mと仮定してよいことに注意すると，

(12.1)の右辺 = −∏m
k=1,k,i(ζi − ζk)

= (ζi − ζm)(−1)
∏m−1

k=1,k,i(ζi − ζk)
= (ζi − ζm)

∑m−1
k=1 ζ

m−1−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)

=
∑m−1

k=1 ζ
m−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)+∑m

k=2 ζmζ
m−k
i (−1)kφk(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)

= ζm−1
i (−1)φ0(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)+∑m−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)+∑m−1

k=2 ζ
n−k
i (−1)kζmφk−2(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)+

ζm(−1)mφm−2(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm−1)

= ζm−1
i (−1)+∑m−1

k=2 ζ
m−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm)+

(−1)m ∏m
k=1,k,i ζk

=
∑m

k=1 ζ
m−k
i (−1)kφk−1(ζ1, . . . , ζ j−1, ζ j+1, . . . , ζm).

よって i = jのとき (12.1)が成り立つことが帰納的に示された．以上で (5.7)が言
えた． □

12.2 MATLABソースコード

%{パラメータ (cは使っていない)%}
W=2ˆ3;

H=2ˆ3;

S=24;

c=10ˆ(-5/2)

M=800;

X=1:M;

Y=(1:M)’;

%{初期値はいずれの成分も実数とする%}
x01=((X*W/M)-W/2)+0;

x02=((Y*H/M)-H/2)+0;
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%{後で参照するためこちらは変更しない%}
X01=x01;

X02=x02;

xx1=x01;

xx2=x02;

%{全ての初期値に対し，FC2 を S回適用する．%}
for k=1:S

x1=x01-(x01.ˆ3+3*x01.ˆ2)./((x01-x02).*(2*x01+x02+3));

x2=x02-(x02.ˆ3+3*x02.ˆ2)./((x02-x01).*(2*x02+x01+3));

xx1=x1;

xx2=x2;

x01=x1;

x02=x2;

end

%{収束領域の色分け。何れかの開集合 Eτに到達した初期値にその τに対応する不
動点の番号を振る。%}

cloc=ones(M)*(3+1);

cloc(abs(xx2(:,:))<1/4 & abs((-xx1(:,:)-3)./xx2(:,:))<1/4)=1;

cloc(abs(-xx1(:,:)-xx2(:,:)-3)<1/4 & abs((-xx1(:,:)-3)./(-xx1(:,:)-

xx2(:,:)-3))<1/4)=1;

cloc(abs(-xx1(:,:)-xx2(:,:)-3)<1/4 & abs((-xx2(:,:)-3)./(-xx1(:,:)-

xx2(:,:)-3))<1/4)=2;

cloc(abs(xx1(:,:))<1/4 & abs((-xx2(:,:)-3)./xx1(:,:))<1/4)=2;

cloc(abs(xx1(:,:))<1/4 & abs((xx1(:,:)+xx2(:,:))./xx1(:,:))<1/4)=3;

cloc(abs(xx2(:,:))<1/4 & abs((xx2(:,:)+xx1(:,:))./xx2(:,:))<1/4)=3;

%{1から 3で表した収束先を三色で描画する．%}
image(cloc)

title ([’DK法　 zˆ2(z+3)=0 W=’,num2str(W),’, H=’,num2str(H),’, M=
’,num2str(M),’, S=’,num2str(S),’, c=’,num2str(c),newline,’by

no20190125 1.m’])
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%{コンソールへの出力（なくともよい）%}
DISP([’zˆ2(z+3)=0 W=’,num2str(W),’, H=’,num2str(H),’, M=’,num2str(M),’,

S=’,num2str(S),’, c=’,num2str(c),’ by no20190125 1.m’])
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