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序
Markoff方程式と呼ばれる a2 + b2 + c2 = 3abcをみたす正の整数解 (a, b, c)（ただし a ≤ b ≤ cとする）

をMarkoffの三つ組といい，「Markoffの三つ組 (a, b, c)（ただし a ≤ b ≤ cとする）は，cにより一意に定

まる．」という主張をMarkoff予想 (G. Frobenius, 1913)という．この主張の完全な証明はまだ与えられて

おらず，場合を限定して証明が与えられている．既に証明が与えられている場合の一つに c = pn（p : 素数

, n :整数）があり，整数論の観点から証明したものだけでなく、双曲幾何学的観点から証明したものも存在

する．本論文ではM.L.Lang , S.P.Tanが与えた双曲幾何学と合同式を用いた手法による証明 [1] を 4章で

取り上げている．Markoff樹を考えることにより，(1,1,1)からMarkoff方程式の解は生成されることが知

られており，これにより生成されたMarkoff数と一点穴あきトーラス上の単純閉曲線が対応することを用

いて示したものである．このMarkoff数と一点穴あきトーラス上の単純閉曲線の対応を構成するうえで重

要な役割を果たしているのがMarkoff行列である．本論文では [1]を参考に c = 2pnの場合は示すことがで

きたが，c = 5pn, 13pn の証明には至らなかった．その原因の一つとしてMarkoff行列を具体的に扱うこと

が難しい点が挙げられる．今後 c = 5pn, 13pn, · · · の場合を考えるにあたり，どんなMarkoff数に対しても

Markoff行列の具体例が作れること（これは任意の有理数に対応するMarkoff行列の具体例を作ることにも

値する），そしてある行列がMarkoff行列であるかを代数的情報から判定できることは非常に有用であると

考える．そこで本論文では，既によく知られているW-構成 (W-scheme [2])という，行列を列挙する方法

により，Markoff行列を全て列挙できること，そしてMarkoff行列であるか否かを判定するにあたり問題と

なっていることについて主結果として 7章で述べる．尚，この主結果は新しい数学的結果ではないものの，

数学的に意義のある考察結果と具体的計算であると考える．

本論文の全体像を以下に述べる．まず，1章では双曲距離を定義し，ユークリッド平面における二点間の

最短距離が双曲平面上では最短であるとは限らないことや，直線や三角形の双曲平面上での基本的性質に

ついてみていく．2章では，等長変換の分類やフックス群の極限集合の分類を行った後，PSL(2,Z)の極限
集合と有理数，無理数の関係を述べることを目標とする．3章では，2章でみた関係から，さらに有理数，

無理数の連分数展開を双曲幾何学的に解釈する手法を述べることを目標とする．この手法を使えば，有理数

または無理数と iを結ぶ測地線と Fareyグラフとの交点を考えることで，連分数展開を導くことができる．

これら 1,2,3章はいずれも [4]を参考にした．

4章では既に述べた通り，[1]を参考に c = pn, 2pn の場合のMarkoff予想を証明することを目標とする．5

章では，4章で登場するMarkoff樹の基本的性質について [5]を参考に述べる．6章では，7章で必要となる

W-構成を定義し，W-構成と密接に関係する V-構成も定義したあと，例を用いて具体的な計算方法を紹介

する．この章では [2],[6]を参考にした．最後に，7章では主結果を述べる．
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1 双曲平面の基本性質

この章では，双曲平面の基本的な性質のうち，後の話題に関係するものを簡単に紹介する．特に，双曲距

離を定義し，ユークリッド平面における二点間の最短距離が双曲長さでは最短距離にならないことや，ユー

クリッド平面における直線は双曲平面上では直線であるとは限らないことを確認していく．尚，この章で紹

介するものは，いずれも [4]を参考にした．

1.1 双曲距離と測地線の定義

G :=

{
h(z) :=

az + b

cz + d

∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}
H := {z ∈ C | Im z > 0}

と定め，Hを上半平面と呼ぶ．このとき，上半平面上の任意の点 z ∈ Hに対し，その接平面 TzH上で定義
された内積

gz(u⃗, v⃗) :=
1

Im z2
⟨u⃗, v⃗⟩ (ただし ∀u⃗, v⃗ ∈ R2 , ⟨·, ·⟩はユークリッド内積とする．)

により，Gは等長写像としてHに作用する．尚，このGは円又は C上のユークリッド直線の族を保ち，ま
た，Gは H上の等角写像でもある．このとき一般的な定義として以下がある．

定義 1.1. 区分的滑らかな曲線 c : [a, b] → H, c(t) = x(t) + i y(t)の双曲長さ (hyperbolic length)を

length(c) :=

∫ b

a

√
gc(t)(ċ(t), ċ(t))dt =

∫ b

a

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

y(t)
dt

と定める．また，領域=B の双曲面積 (hyperbolic area)を

A(B) :=

∫∫
B

dxdy

y2

と定める．

上の定義からも明らかな通り，ユークリッド平面において二点間のユークリッド線分が最短距離であって

も，上半平面上の双曲長さでは最短距離になるとは限らないことが分かる．そこで，ユークリッド平面にお

いて直線と呼ばれるものを上半平面上でも定義していく．

命題 1.2. 任意の z, z′に対し，length(C) = infc∈S length(c)を満たすような区分的滑らかな曲線 C がただ

一つ存在する．ただし，z, z′を端点とする区分的滑らかなパラメーター付けされた曲線の集合を Sとした．

(i) Re z = Re z′ の場合：

上の C は zと z′ を結ぶ虚軸と平行な線分である．

(ii) その他の場合：

zと z′ を通り，かつ中心を実軸上に持つ半円を考える．このとき，上の C はその半円上の zと z′ を

端点とする円弧である．

証明 証明の概略を記す．まず z = is, z′ = is′ (s, s′ ∈ R, s, s′ > 0)の場合について区分的滑らかな曲線

の定義に従って示す．その後，実部が等しい二点を任意にとり，実軸に沿った平行移動を考えると，最初の

場合に帰着でき (i)は示せる．(ii)はGのHにおける推移性と，i周りにおける回転を表す等長変換を用い

ることで上半平面上の任意の二点を虚軸上に移すことができる．後は Gの円円対応を用いると，実軸に垂

直な半直線と実軸に中心を持つ半円の族を Gは保つことから (ii)は示せる．
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定義 1.3. Hにおいて，実軸に平行な半直線と，実軸上に中心を持つ半円のことを測地線 (geodesic)という．

上記の測地線の定義より，ユークリッド平面における「平行」な直線は，H上では必ずしも平行だとは
限らないと分かる．以後，任意の z, z′ ∈ Hに対し，zと z′を通る測地線で，この二点を端点とする円弧又

は線分のことを双曲的線分 (hyperbolic segment)といい，[z, z′]h と表記することにする．よって双曲的線

分は zと z′ を端点とする最も短い区分的滑らかな幾何曲線であると分かる．

次に z と z′ 間の双曲距離を定義する．d(z, z′) = infc∈S length(c)で定義された関数 d : H×H → R+ は距

離関数であるので，以下を定めることができる．

定義 1.4. 任意の z, z′ ∈ Hに対し，z, z′ の双曲距離 d(z, z′)は距離関数 d : H×H → R+ により，

d(z, z′) = inf
c∈S

length(c)

と定める．

双曲距離の定め方から，∀z, z′ ∈ H,∀g ∈ Gに対し，

d(g(z), g(z′)) = d(z, z′)

が成り立つ．これは任意の g ∈ Gに対し，gは等距離写像であるので length(g(c)) = length(c)（c : z と z′

を結ぶ任意の曲線）が成り立つことから従う．

例 1.5. z = it, z′ = it′(t, t′ > 0)のとき d(z, z′)は以下のように計算できる．（図 1）

d(z, z′) = d(it, it′)

= inf
c∈S

length(c)

= length(zと z′を結ぶユークリッド線分)

= | log t− log t′|

=

∣∣∣∣ log t

t′

∣∣∣∣
さらに，d(it, it′) =

∣∣ log t
t′

∣∣→ ∞(t → ∞又は t → 0)となる．

図 1: 双曲距離の例
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例 1.6. z = it, z′ = it+ 1のとき d(z, z′)は以下のように評価できる．（図 1）

d(z, z′) = d(it, it+ 1)

= inf
c∈S

length(c)

= length(zと z′を端点とする円弧)

≤ length(zと z′を端点とする線分)

=
1

t

さらに，d(it, it+ 1) ≤ 1
t → 0 (t → ∞)となる．

定義 1.7. 集合 A ⊂ Hの無限遠境界 (boundary at infinity)とは

A(∞) := Ā ∩H(∞)

で定義される集合 A(∞)のことである．ただし，Āは Aの Ĉにおける閉包を表すこととする．

上のように定義すると，測地線の無限遠境界とはその測地線の端点と呼ばれる 2 つの要素を含む集合

である．また，その 2つの端点が決まると，測地線は一意に定まると分かる．具体的には，2つの端点が

∞, z0 ∈ H(∞)の場合，∞を通ることから測地線は半直線だと分かり，z0を通り実軸に垂直な半直線は 1本

しか引けない．同様に，2つの端点が z0, z1 ∈ H(∞)の場合，z0, z1 を通り実軸と垂直に交わる半円は，そ

の半円の中心も実軸上に存在し，よってユークリッド線分 z0z1 は直径となり，半円は一意に定まることが

分かる．

∀x−, x+ ∈ H(∞), x− ̸= x+ をとる．このとき，端点を x−, x+ とし，x−から x+ へ向きづけられた測地

線を (x−x+)と表記することにする．また，z ∈ Hのとき，zを始点とし端点 x+へ向かう測地線を [z, x+)

と表記することにする．同様に，x+を始点とし端点 zへ向かう測地線を (x+, z]と表記することにする（図

2参照）．

図 2: 測地線の向き

1.2 双曲三角形の性質

前節では双曲距離を定義して，ユークリッド距離との違いを確認した．この節では，双曲平面上の三角

形もユークリッド平面における三角形とは異なる性質を持つことを確認していく．

H上の測地線は Hを 2つの連結成分に分割する．これらの成分のことをそれぞれ半平面 (half-plane)と

呼ぶ．双曲面積が 0でない 3つの閉半平面の共通部分を双曲三角形 (hyperbolic triangles)と定義する．
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命題 1.8. T を双曲三角形とするとき，T の無限遠境界 T (∞)は高々3つの点を含む．さらに，F (T ) := T−T̊

（T̊ : T の内部を表すとする）とするとき，次が成り立つ：

(i) T (∞) = {x1, x2, x3}のとき

F (T ) = (x1x2) ∪ (x2x3) ∪ (x3x1) , A(T ) = π

(ii) T (∞) = {x1, x2}のとき

∃z ∈ H s.t. F (T ) = (x1, z] ∪ [z, x2) ∪ (x2x1) , A(T ) = π − α

(iii) T (∞) = {x1}のとき

∃z1, z2 ∈ H s.t. F (T ) = (x1, z1] ∪ [z1, z2]h ∪ [z2, x1) , A(T ) = π − (α1 + α2)

(iv) T (∞) = øのとき

∃z1, z2, z3 ∈ H s.t. F (T ) = [z1, z2]h ∪ [z2, z3]h ∪ [z3, z1]h , A(T ) = π − (α1 + α2 + α3)

図 3: 双曲三角形の分類

証明 双曲三角形と測地線の定義より，T (∞)が高々3点からなるのは明らか．(i)～(iv)の場合について

それぞれ示す．

(iv) T (∞) = øのとき：

まず，図のように Hのように各辺々のなす角の大きさ α1, α2, α3 となるように z1, z2, z3 ∈ Hをとる
と，双曲三角形△z1z2z3 ができ，F (△z1z2z3) = [z1, z2]h ∪ [z2, z3]h ∪ [z3, z1]h となる．このとき，

A(△z1z2z3) = π − (α1 + α2 + α3)

であることを示す．まず，[z1, z3]hの上部にある領域，すなわち (∞z1], [z1, z3]h, [z3∞)に囲まれた領

域を Ez1z3 とし，A(Ez1z3)を求める．Gの元を用いて拡大縮小，平行移動することにより，z1と z3

は単位円周上にあると考えることができる．これは，Gの元は等角写像かつ面積を保つことから従う．
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このように，単位円周上にあるとした z1, z3 の極形式をそれぞれ ei(π−θ1), eiϕ3 とする．このとき

A(Ez1z3) =

∫∫
Ez1z3

1

y2
dxdy

=

∫ cosϕ3

cos(π−θ1)

(

∫ ∞

√
1−x2

dy

y2
)dx

=

∫ cosϕ3

cos(π−θ1)

[
−1

y

]∞
√
1−x2

dx

=

∫ cosϕ3

cos(π−θ1)

dx√
1− x2

=

∫ ϕ3

π−θ1

− sin t

sin t
dt　 (ただし x = cos tとおいた)

= −ϕ3 + (π − θ1)

また，z1, z3の偏角はそれぞれ (π−θ1), ϕ3であり，かつ z1, z3における内角の大きさはそれぞれ θ1, ϕ3

であるので，上の計算と同様にして

A(Ez1z2) = −ϕ2 + π − (θ1 + α1)

A(Ez2z3) = −(ϕ3 + α3) + π − θ2

が成り立つ．よって

A(△z1z2z3) = A(Ez1z2) +A(Ez2z3) +A(Ez1z3)

= −ϕ2 + π − θ1 − α1 − ϕ3 − α3 + π − θ2 + ϕ3 − π + θ1

= −ϕ2 + π − α1 − α3 − θ2

= π − (α1 + α3 + θ2 + ϕ2)

= π − (α1 + α3 + α2)

よって (iv)の場合は示せた．

(iii) T (∞) = {x1}のとき
∀z1, z2 ∈ Hをとり，双曲三角形 △x1z1z2 の z1, z2 における内角の大きさをそれぞれ α1, α2 とする．

このとき x1 = ∞の場合と x1 ∈ Rの場合の 2通りが考えられる．

まず x1 = ∞のとき，(iv)の証明より

A(T ) = π − (α1 + α2)

が成り立つ．次に，x1 ∈ Rのとき，x1 における双曲三角形の内角は 0であることに注意すると，

A(T ) = π − (α1 + α2 + 0)

= π − (α1 + α2)

よって (iii)の場合も示せた．

(ii) T (∞) = {x1, x2}のとき
∀z ∈ Hをとり，z における双曲三角形の内角を α1 とする．x1 = ∞, x2 ∈ Rのとき，x2 における双

曲三角形の内角はの大きさは 0であることに注意すると，

A(T ) = π − (α1 + 0)

= π − α1

同様に，x1, x2 ∈ Rのとき，x1, x2 における双曲三角形の内角はの大きさは 0であることに注意する

と，A(T ) = π − (α1 + 0 + 0) = π − α1 となる．よって，(ii)の場合も示せた．
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(i) T (∞) = {x1, x2, x3}のとき
まず x1 = ∞, x2, x3 ∈ Rの場合を考えると，x2, x3における双曲三角形の内角はの大きさは 0である

ことに注意すると，A(T ) = π− (0+0) = πとなる．次に x1, x2, x3 ∈ Rの場合を考えると，x1, x2, x3

における双曲三角形の内角はの大きさは 0であることに注意すると，A(T ) = π − (0 + 0 + 0) = πと

なる．よって，（i)の場合も示せた．

命題 1.8より，ユークリッド平面ではR2上コンパクトな三角形の面積が有限であるのに対し，双曲平面に

おいては双曲三角形はコンパクトな三角形でなくても面積が有限になることが分かる．特に，H上コンパク
トな双曲三角形 T の内角の大きさをそれぞれ α, β, γとすると，A(T ) = π− (α+ β + γ)となり，A(T ) > 0

より

0 ≤ α+ β + γ < π

と分かる．よって，H上コンパクトな双曲三角形の内角の和は 180度未満であるといえる．

1.3 ホロサイクルとBusemannコサイクル

この節では，次章以降頻繁に出てくるホロサイクルと Busemannコサイクルを定義する．

水平な直線や（接点を除く）実軸に接する円はホロサイクル (horocycle)と呼ばれ，その無限遠境界は中

心 (center)と呼ばれる．{r(t)}t≥0を端点を x ∈ H(∞)とし，弧長によりパラメーター付けされた測地線と

する．このとき，任意の z, z′ ∈ Hに対し，

f(t) := d(z, r(t))− d(z′, r(t))

は t → ∞のとき収束する．この極限は中心を xとし，z, z′ において計算される Busemannコサイクル

(Busemann cocycle)と呼び，Bx(z, z
′)と記す．こうして定めた Busemannコサイクルは，測地線の始点

r(0)に依らない．また，定め方より，関数Bx(z, ·)は中心を xとするホロサイクルに沿って一定である．以

後，任意の t > 0に対し，
{
z ∈ H | Bx(i, z) = log t

}
で定義された xを中心とするホロサイクルをHt(x)と

記す．また，
{
z ∈ H | Bx(i, z) ≥ log t

}
で定義された xを中心とするホロディスク (horodisk)をH+

t (x)と

記す．

2 等長変換とフックス群

この章では等長変換，極限集合の分類を定義し，最終的に PSL(2,Z)の極限集合と有理数，無理数の関
係をみることを目標とする．

2.1 等長変換の分類

Gの部分群として次を定義する．

K :=

{
r(z) =

z cos θ − sin θ

z sin θ + cos θ
　

∣∣∣∣θ ∈ R
}

A := {h(z) = az | a > 0}

N := {t(z) = z + b | b ∈ R}

このとき，∀g ∈ Gに対し，「g ∈ A ⇔ gは 0,∞を固定する」が成立する．また，∀g′ ∈ G, g′ ≠ idに対し，

「g′ ∈ N ⇔ H̄において g′ は∞のみを固定する」が成立する．
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命題 2.1. 群 Gは正の等長変換群である．

証明 Hの正の等長変換群はH上の正則自己同型変換であり，さらにH上の正則自己同型写像はメビウ
ス変換であることから従う．

H における等長変換を分類するために，まずは g ∈ G の H̄ := H ∪ H(∞) における固定点を調べる．

g(z) = az+b
cz+d ∈ Gを任意にとる．ただし，a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1, g ̸= idを満たすとする．c ̸= 0のとき，

az0+b
cz0+d = z0 を変形することにより

g(z0) = z0 (z0 ∈ H̄) ⇔ z0 =
a− d±

√
(a+ d)2 − 4

2c

であると分かる．さらに c = 0のとき，g(z) = a
dz +

b
d となることから，g ∈ A又は g ∈ N となる．ここ

で，c = 0の場合の固定点について考えるために

|tr(g)| := |a+ d|

と定義すると，以下の性質が成り立つ：

g ∈ G \ {id}とするとき，|tr(g)|は次のように分類できる．

(i) |tr(g)| > 2 ⇒ gは H̄において H(∞)上の 2点を固定し，また Aの元と Gにおいて共役である．

(ii) |tr(g)| < 2 ⇒ gは H̄において H上の 1点のみを固定し，またK の元と Gにおいて共役である．

(iii) |tr(g)| = 2 ⇒ gは H̄において H(∞)上の 1点のみを固定し，またN の元と Gにおいて共役である．

上記の性質を用いて，g ∈ G \ {id}を |tr(g)|により次の 3つに分類し，それぞれの性質を述べる．

(i) |tr(g)| > 2のとき（双曲型等長変換 (hyperbolic isometry)とよぶ）：

このような双曲型等長変換 gはH(∞)上の 2つの固定点を端点とする測地線を保つ．これは，この測

地線と実軸がなす角を gは保ち，さらにGの元は円円対応であることから従う．この 2つの固定点を

端点とするような測地線を gの変換軸 (axis of translation)，あるいは gの軸 (axis)と呼ぶ．各双曲型

変換はそれぞれの軸に作用する．この軸上に任意の点 z ∈ Hをとり，数列 {gn(z)}n≥1, {g−n(z)}n≥1

を考えると，{gn(z)}n≥1, {g−n(z)}n≥1はそれぞれ gの固定点に収束する．このとき，{gn(z)}n≥1の

極限は吸引的不動点 (attractive fix point)となり，{g−n(z)}n≥1の極限は反発的不動点 (repulsive fix

point)となる．この吸引的不動点を g+，反発的不動点を g− と表記することにする．

(ii) |tr(g)| < 2のとき（楕円型等長変換 (elliptic isometry)とよぶ）：

このような楕円型変換 gはH上の 1点 z0 :=
a−d±

√
4−(a+d)2i

2c のみを固定するので，z0を通る任意の

測地線の gによる像は z0 を通る測地線となる．これは g(z0) = z0 かつ gが円円対応であることから

従う．さらに，z0を通るようなある測地線 lと gによる像 g(l)のなす角は，元の測地線 lに依らない．

これは gが等角写像でありかつ等距離写像であることから従う．

(iii) |tr(g)| = 2のとき（放物型等長変換 (parabolic isometry)とよぶ）：

このような放物型変換 gは t(z) = z + b ∈ N と共役であるので，固定点 a−d
2c ∈ Rを中心とする各ホ

ロサイクルを gは保つ．このとき，gはこの各ホロサイクルに作用する．

Gの離散的部分群のことをフックス群 (Fuchsian group)といい，Γと表記することにする．次の (i), (ii), (iii)

を満たすような Hの部分集合 F が存在するとき，フックス群 Γは Hを敷き詰める (tessellate)という．

(i) F は Hの空でない閉連結部分集合である．

(ii) ∪
γ∈Γ

γF = H
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(iii) ∀γ ∈ Γ− {id}に対し，F̊ ∩ γF̊ = ø

上の条件を満たす領域 F を Γの基本領域 (fundamental domain)といい，このような領域を得る方法の

一つとして次のものがある．まず Γ− {id}の各元の不動点とならないような z0 ∈ Hを選び，z0 を含む半

平面を

Hz0(γ) = {z ∈ H | d(z, z0) ≤ d(z, γ(z0))}

とおく．ここでHz0(γ)は双曲線分 [z0, γ(z0)]hの垂直二等分線Mz0(γ)により分離される．上で示したこと

より，

Hz0(γ) = H− D̊z0(γ)

が成り立つ．線分 [z0, γ(z0)]hの垂直二等分線は測地線であるから，集合Hz0(γ)は凸集合である．よって全

ての Hz0(γ)の共通部分もまた凸集合である．この共通部分を

Dz0(Γ) := ∩
γ∈Γ,γ ̸=id

Hz0(γ)

と定義する．この集合 Dz0(Γ)を z0 を中心とする Γのディリクレ領域 (Dirichlet domain)という．このよ

うに定義すると，ディリクレ領域は Γの凸基本領域であるといえる．

例 2.2. t(z) = z + 1のとき，Mi(t) = {1/2 + iy | y > 0, y ∈ R}であるから，Hi(t) = {x + iy ∈ H | x ≤
1/2, y > 0}となる．

定義 2.3. フックス群 Γのディリクレ領域Dz(Γ)の面積が有限であるとき，Γを格子 (lattice)とよぶ．さ

らに，このディリクレ領域がコンパクトであるとき，格子 Γは一様である (uniform)という．

2.2 極限集合の分類と諸性質

定義 2.4. Γの極限集合 (limit set)L(Γ)を

L(Γ) := Γz ∩H(∞)

で定義される H(∞)の閉部分集合と定義する．尚，この L(Γ)は空集合でもよいとする．

このように定めると，極限集合 L(Γ)は z の取り方に依らず，Γ−不変量である．また，γ ∈ Γが楕円型

等長変換でないとき，L(Γ)は γ の固定点を含む．これは，γ が双曲型等長変換であるとき，γ は H(∞)上

の 2点のみを固定し，∀z ∈ Hに対し {γn(z)}n≥1, {γ−n(z)}n≥1は γ の固定点に収束したことから従う．同

様に，γが放物型等長変換であるとき，γはH(∞)上の 1点のみを固定し，∀z ∈ Hに対し，{γn(z)}n≥1は

その固定点に収束したことから従う．

次に，L(Γ)の点を zの軌道 Γzにおける数列の近づき方により分類する．

定義 2.5. 極限集合 L(Γ)を次の 3つに分類し，それぞれ定める．

(i) x ∈ L(Γ)が球接的極限点 (horocyclic limit point) であるとは，∀z ∈ Hに対し Γzが xを中心とする

すべてのホロディスクと交わることをいう．このような球接的極限点の集合を Lh(Γ)と表記すること

にする．

(ii) x ∈ L(Γ)が非接的極限点 (conical limit point)であるとは，z ∈ Hに対し「γn(z) → x(n → ∞)か

つ d(γn(z), [z, x)) ≤ ϵ」を満たすような ϵ > 0, {γn}n≥0 ⊂ Γが存在することをいう．このような非接

的極限点の集合を Lc(Γ)と表記することにする．

(iii) x ∈ L(Γ)が放物的極限点 (parabolic limit point) であるとは，γ(x) = xを満たすような放物型変換

γ ̸= id, γ ∈ Γが存在することをいう．このような放物的極限点の集合をLp(Γ)と表記することにする．
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定義 2.6. 非初等的フックス群 Γに関して，次の集合を定める：

Ω̃ := {z ∈ H | ∃x, y ∈ L(Γ) s.t. z ∈ (xy)}

このとき双曲線分の意味において，Ω̃の凸包を ΓのNielsen領域 (Nielsen region)といい，N(Γ)と記す．

Nielsen領域と極限集合を関連付ける命題として次を示す．

命題 2.7. N(Γ) = H ⇔ L(Γ) = H(∞)が成り立つ．

証明 (⇐)は Nielsen領域の定義から明らかなので，(⇒)について対偶「L(Γ) ̸= H(∞) ⇒ N(Γ) ̸= H」
を示す．まず L(Γ) ̸= H(∞) であるとする．このとき，L(Γ) ⊊ H(∞)なので，I ̸= øかつ I ∩ L(Γ) = øを

満たすような開区間 I ⊂ Rが取れる．このような開区間を 1つ取り，I = (x1, x2) (ただし x1 < x2とする

)と表せたとする．このとき測地線 (x1x2)を境界とする閉半平面に集合 Ω̃(Γ)は含まれる．これは測地線

(x1x2)と一点で接する (x1x2)とは異なる測地線が取れないことから従う．よって，この半平面は凸集合で

あるので，Γの Nielsen領域もこの半平面の部分集合となる．ゆえにN(Γ) ⊊ HとなりN(Γ) ̸= H.

定義 2.8. フックス群 Γが初等的であるか，あるいは集合N(Γ)∩Dz(Γ)の面積が有限であるようなディリ

クレ領域Dz(Γ)が存在するかのどちらかが成り立つとき，Γは幾何学的有限 (geometrically finite)である

という．また，フックス群 Γが非初等的であるとき，集合N(Γ)∩Dz(Γ)がコンパクトとなるようなDz(Γ)

が存在するとき，Γを凸ココンパクト (convex-cocompact)という．

例 2.9. 格子は幾何学的有限である．これは格子の定義より Area(DΓ) < ∞ であるので，Area(N(Γ) ∩
Dz(Γ)) < ∞であることから従う．

以下に，極限集合に関する既によく知られている諸定理を述べる．いずれも証明は [4]1.4章を参照．

定理 2.10. Γ:非初等的フックス群とする．このとき，次の (i),(ii)は同値である．

(i)Dz(Γ) ∩N(Γ)の面積は有限である．

(ii)ディリクレ領域Dz(Γ)は高々有限個の辺を持つ．

命題 2.11. Γをフックス群，z ∈ Hとする．このとき以下が成り立つ：

x ∈ Dz(Γ)(∞) ⇔ sup
γ∈Γ

Bx(z, γ(z)) = 0

命題 2.12. Γ : 格子 ⇒ L(Γ) = H(∞) が成り立つ．このとき，Lp(Γ)は空集合か，高々有限個の Γ−軌道
の和集合である．

定理 2.13. Γ：フックス群とする．このとき次の (i),(ii),(iii)は同値である．

(i) Γは幾何学的有限である．

(ii) L(Γ) = Lp(Γ) ∪ Lh(Γ)

(iii) L(Γ) = Lp(Γ) ∪ Lc(Γ)

系 2.14. Γ：フックス群とするとき次がそれぞれ成り立つ．

(1) Γ :凸ココンパクト⇔ L(Γ) = Lc(Γ)

(2) Γ :格子⇔ H(∞) = Lp(Γ) ∪ Lc(Γ)

2.3 PSL(2,Z)の極限集合と有理数の関係

この節では，前節で紹介した諸定理を PSL(2,Z)に用いることで，有理数との関係をみることを目的と
する．まず，PSL(2,Z)に関するいくつかの事実を確認する．

PSL(2,Z) :=
{
h(z) :=

az + b

cz + d

∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
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はフックス群で，2iを中心とするディリクレ領域D2i(PSL(2,Z))は

D2i(PSL(2,Z)) =
{
z ∈ H | |z| ≥ 1,−1/2 ≤ Rez ≤ 1/2

}
である．よって定義から PSL(2,Z)は一様でない格子である．また，

∆ := D2i(PSL(2,Z)) ∩
{
z ∈ H | Rez ≥ 0

}
∩ T1

(
D2i(PSL(2,Z))

)
∩
{
z ∈ H | Rez ≤ 0

}
は PSL(2,Z)の基本領域である．ただし，T1(z) := z + 1とする．

定理 2.15. 次の (i)(ii)がそれぞれ成り立つ．

(i) PSL(2,Z)の放物的等長変換は PSL(2,Z)において T1 のべき乗と共役である．

(ii) Lp(PSL(2,Z)) = Q ∪ {∞}

証明 (i)を示す．∀p ∈ PSL(2,Z)を放物的等長変換とし，固定点を x0とする．このとき命題 2.11より

{γ(x0) | γ ∈ PSL(2,Z)} ∩D2i(PSL(2,Z))(∞) ̸= ø

が成り立つ．いまD2i(PSL(2,Z))(∞) = ∞であるので，γ(x0) = ∞を満たすような γ ∈ PSL(2,Z)が取
れる．∞は T1(z) := z + 1の固定点で，PSL(2,Z)の∞の固定化群は T1 により生成された：

{γ′ ∈ PSL(2,Z) | γ′(∞) = ∞} = ⟨ T1 ⟩

ここで，

γpγ−1(∞) = γp(x0) = γ(x0) = ∞

より γpγ−1 ∈ {γ′ ∈ PSL(2,Z) | γ′(∞) = ∞}となり，γpγ−1 = T l
1 を満たすような l ∈ Zが取れる．

(ii)を示す．Lp(PSL(2,Z)) ⊂ Q∪{∞}を示す．(i)の議論より，任意の放物的極限点はγ(∞) (γ ∈ PSL(2,Z))
の形で表される．γ(∞) ̸= ∞の場合，γ は γ(z) = az+b

cz+d , c ̸= 0と書けて，γ(∞) = a
c ∈ Qが成り立つ．

γ(∞) = ∞と合わせると，Lp(PSL(2,Z)) ⊂ Q ∪ {∞}は示せた．Lp(PSL(2,Z)) ⊃ Q ∪ {∞}を示す．任
意の p/q ∈ Qに対し，pと qは互いに素であるとする．また，pq′ − qp′ = 1を満たす p′, q′ ∈ Zをとり，

g(z) :=
pz + p′

qz + q′

と定める．このとき g ∈ PSL(2,Z), g(∞) = p/qが成り立つ．よって

gT1g
−1

(
p

q

)
= gT1(∞) = g(∞) =

p

q

となり，p/q ∈ Lp(PSL(2,Z))である．∞ ∈ Lp(PSL(2,Z))と合わせると Lp(PSL(2,Z)) ⊃ Q∪ {∞}は示
せた．

命題 2.12，系 2.14から

L(PSL(2,Z)) = H(∞)

L(PSL(2,Z)) = Lp(PSL(2,Z)) ∪ Lc(PSL(2,Z))

なので，

H(∞) = Lp(PSL(2,Z)) ∪ Lc(PSL(2,Z))

が成り立つ．H(∞) = Rかつ，定理 2.15から Lp(PSL(2,Z)) = Q ∪ {∞}なので，Lc(PSL(2,Z))は無理
数と一致することが分かる．
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3 連分数展開と双曲幾何学の関係

前節で

Lp(PSL(2,Z)) = Q ∪ {∞} , Lc(PSL(2,Z)) = R \Q

を示したので，この章では連分数展開と双曲幾何学の関係について [4]を参考に紹介する．

3.1 連分数展開の定義

まず，連分数展開の表し方について定める．

x：無理数 , E(x)：xの整数部分

x0 := x , n0 := E(x0)

xi :=
1

xi−1 − ni−1
, ni := E(xi) (∀i ≥ 1)

とする．また，有理数 [n0;n1, n2, · · · , nk]を

[n0;n1, n2, · · · , nk] = n0+
1

n1 +
1

n2+
1

n3+ 1
···+ 1

nk−1+ 1
nk

と定める．このとき有理数列 {[n0;n1, n2, · · · , nk]}k≥1 は

lim
k→∞

([n0;n1, n2, · · · , nk]) = x

を満たす．

3.2 連分数展開の幾何学的解釈

この節では Farey線，Fareyグラフを定義し，これらが連分数展開の各項と幾何学的にどう関係するのか

についてみていく．

r = z−1
z ∈ PSL(2,Z), ∆ := {z ∈ H | 0 ≤ Rez ≤ 1, |z| ≥ 1, |z − 1| ≥ 1}とすると，∆は PSL(2,Z)の

基本領域であった．また，T : ∞, 1, 0を頂点とする双曲三角形とすると，T = ∆ ∪ r∆ ∪ r2∆であった（図

4）．∆は PSL(2,Z)の基本領域なので，

∪
γ∈PSL(2,Z)

γT = H , γT̊ ∩ T̊ ̸= ø ⇒ γ ∈ {id, r, r2}

が成り立つ．このような T による Hのファイル張りを Fareyタイル張り (Farey tiling)という．

L を 0 と∞ を端点とする実軸に垂直な測地線とするとき，PSL(2,Z) による L の像を Farey 線 (Farey

lines)という．ここで T1(z) := z + 1, T−1(z) :=
z

z+1 とすると，T1((0 ∞)) = (1 ∞), T−1((0 ∞)) = (0 1)

となる．よって T とγT (γ ∈ PSL(2,Z))の各辺は Farey線である．Farey線により作られる図 5のような

グラフを Fareyグラフ (Farey graph)という（図 5）．

Farey線の重要な性質として以下がある：

Lを 0,∞を結ぶ測地線，L+を Lの 0から∞へ向きをつけたものとする．このとき，向きづけられた任意
の Farey線 (x y)に対し，(x y) = γ(L+)を満たすような γ ∈ PSL(2,Z)が一意に定まる．
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証明 g(L+) = (x y)を満たすような g ∈ PSL(2,Z)が一意に定まることを示す．h ̸= g, h(L+) = (x y)

を満たす h ∈ PSL(2,Z)が存在したと仮定して，矛盾を導く．γ := h−1gとおくと，γ ̸= idかつ

γ(0) = h−1g(0) = h−1(x) = 0

γ(∞) = h−1g(∞) = h−1(y) = ∞

が成り立つ．g, h ∈ PSL(2,Z)より γ ∈ PSL(2,Z)であるが，これは PSL(2,Z)が id以外に 0,∞の両方を
保つような変換を持たないことに反する．よって，このような h ∈ PSL(2,Z)は存在せず，g ∈ PSL(2,Z)
は一意に定まることが示せた．

図 4: 領域∆ 図 5: Fareyグラフ

定義 3.1.

L+
i = γT i

ϵL
+ (1 ≤ ∀i ≤ n)

を満たすような γ ∈ PSL(2,Z), ϵ ∈ {±1}が存在するとき，向きづけられた n個のFarey線L+
1 , L

+
2 , · · · , L+

n

の集合を連続である (consecutive)という．

上のように定義するとき，以下が成り立つ．

L+
i := (xi yi)とおき，L+

1 , L
+
2 , · · · , L+

n が連続であるとする．このとき，

ϵ = 1 ⇒ yi = γ(∞) (1 ≤ ∀i ≤ n)

ϵ = −1 ⇒ xi = γ(0) (1 ≤ ∀i ≤ n)

これらは，T1(∞) = ∞より T i
1(∞) = ∞が成り立つこと，T−1(0) = 0より T i

−1(0) = 0が成り立つことか

ら明らかである．以下に連続な Farey線の例を挙げる．

例 3.2. 連続な Farey線の例として以下の (1), (2), (3)を考える．以下の計算から，L+
1 , L

+
2 , L

+
3 はそれぞれ

以下の図 6のようになる．

(1) ϵ = 1, γ = idの場合：

0
T17−→ 1

T17−→ 2
T17−→ 3 , ∞ T17−→ ∞ T17−→ ∞ T17−→ ∞

(2) ϵ = −1, γ = idの場合：

0
T−17−−→ 0

T−17−−→ 0
T−17−−→ 0 , ∞ T−17−−→ 1

T−17−−→ 1

2

T−17−−→ 1

3

15



(3) ϵ = 1, γ = T−1 の場合：

(0 ∞)
T17−→ (1 ∞)

T−17−−→ (1/2 1)

(0 ∞)
T17−→ (2 ∞)

T−17−−→ (2/3 1)

(0 ∞)
T17−→ (3 ∞)

T−17−−→ (3/4 1)

図 6: 連続した Farey線の例

次に，x ∈ H(∞)とするとき，xが有理数か無理数であるかは，測地線 [i, x)と何本の Farey線が交わっ

たかにより定まることをみていく．

命題 3.3. x ∈ H(∞)とする．このとき，以下が成り立つ：

測地線 [i, x)は有限個の Farey線と交わる⇔ x ∈ Q ∪ {∞}

証明 (⇐)を示す．まず，x ∈ Q ∪∞とする．x = ∞の場合は明らかなので，x := p/q ∈ Qの場合を考
える．このとき，pq′ − p′q = 1を満たすような p′, q′ ∈ Zを 1つずつ取り，

γ(z) :=
pz + p′

qz + q′

とおくと，γ ∈ PSL(2,Z)で γ(∞) = p/q = xとなる．すると，γ−1(x) = ∞であるので，γ−1([i, x))は

γ−1(i)を通る実軸に垂直な測地線となる．よって，実軸に沿った平行移動を考えると，

Tn
1 γ

−1(z) ∈ T
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を満たすような n ∈ Z, z ∈ [i, x)がそれぞれ取れる．ここで領域 E を 1/2 +
√
3i/2,−1/2 +

√
3i/2,∞を測

地線で結ぶことで得られる双曲三角形とすると，領域 E は PSL(2,Z)のディリクレ領域なので局所有限で
ある．よって，∆も局所有限であるので，Tn

1 γ
−1([i, z]h)が交わる PSL(2,Z)による T の像は有限個だと

分かる．[z, x) ⊂ T と合わせると，Tn
1 γ

−1([i, x))は有限個の Farey線と交わると分かる．よって，[i, x)も

有限個の Farey線と交わる．

(⇒) を示す．[i, x) が有限個の Farey 線と交わるとする．このとき，[z, x) ⊂ γ(T ) を満たすような z ∈
[i, x), γ ∈ PSL(2,Z) が取れる．すると，[γ(z), γ(x)) ⊂ T となり，γ−1(x) ∈ {0, 1,∞} となる．よって
x ∈ {γ(0), γ(1), γ(∞)} ⊂ Q ∪ {∞}である．

次は，特に xが正の無理数の場合についてみていく．

x ∈ R \ Qとする．また，r : [0,+∞) → [i, x)を [i, x)の弧長パラメーターとする．このとき，命題 3.3よ

り，[i, x)は無限個の Farey線と交わるので，測地線 [i, x)に沿って {r(t)}t>0の t ∈ (0,∞)の値を大きくし

ていくと，Farey線と無限回交わる．このとき t ∈ (0,∞)を大きくするのに従って交わった順で，Farey線

を L1, L2, · · · と定めることにより，Farey線の無限列 {Ln}n≥1 を定める．この各 nに対し，Farey線 Ln

に向きを付けたものを L+
n := (xn yn)とする．また，[i, x)と Ln の交点を r(tn)と表し，[r(tn), xn)から

[r(tn), yn)への向きづけられた角度を θn と表すことにする．このとき，θn = πとすると x ∈ Qとなり，x

の取り方に反することに注意すると，0 < θn < πが成り立つ．以上のように定めると，

・L+
n：実軸に垂直な測地線⇒ yn = ∞

・L+
n：実軸に中心を持つような半円の形をした測地線⇒ xn < yn

となる．Farey線の性質より，γn(L
+) = L+

n を満たすような γn ∈ PSL(2,Z)が取れる．このような γn ∈
PSL(2,Z)をとると，L+

n ∩ [i, x) = r(tn)なので，

L+ ∩ γ−1
n ([i, x)) = γ−1

n (r(tn))

また θn ∈ (0, π)より(
[γ−1

n (r(tn)), γ
−1
n (x))から [γ−1

n (r(tn)),∞)へのなす角
)
∈ (0, π)

が成り立つ．よってγ−1
n ([i, x))はT−1(L

+) = (0 1)かT1(L
+) = (1∞)のどちらかと交わり，T−1(L

+) = (0 1)

と交わる場合 γ−1
n (L+

n+1) = T−1(L
+)が成り立ち，T1(L

+) = (1 ∞)と交わる場合は γ−1
n (L+

n+1) = T1(L
+)

が成り立つ．よっていずれの場合も γn+1 = γTϵn (ϵn = ±1)が成り立つ．このとき以下のように

n0 := max{n ≥ 1 | ∀k ∈ [1, n], ϵk = 1} (if ϵ1 = 1)

n0 := 0 (if ϵ1 = −1)

np := max
{
n ≥ 1 | ∀k ∈

(
Σp−1

k=0nk,Σ
p−1
k=0nk + n

]
, ϵk = (−1)p

}
(if p ≥ 1)

定める．このように定めると，任意の k ≥ 1に対し，L+

Σk−1
l=0 nl+1

, L+

Σk−1
l=0 nl+2

, · · · , L+

Σk−1
l=0 nl+nk

は連続なFarey

線となることが分かる．

例 3.4. 図 7の場合，n0, n1, n2, L
+
1 , · · · , L

+
4 は以下のように定めることができる．

iを通るような測地線と交わる Farey線を順に L+
1 , · · · , L

+
4 とする．このとき，L+

1 は実軸上に中心を持つ

半円の形をした測地線なので，

L+
1 = T−1(L

+)

となり，n0 = 0．次に，L+
1 から L+

2 への変換を考えると，1を固定しているので，

L+
2 = T−1T1(L

+)

17



が成り立ち，n1 = 1．同様に L+
2 から L+

3 への変換を考えると，1を固定しているので，

L+
3 = T−1T

2
1 (L

+)

が成り立ち，L+
3 から L+

4 への変換を考えると，2/3を固定しているので，

L+
4 = T−1T

2
1 T−1(L

+)

が成り立つ．よって n2 = 2．このように測地線と交わる Farey線 L+
k が L+

k+1 に移るときに，右または左

のどちらの点を固定しているかにより，L+ と L+
k+1 の間の変換が分かる．

図 7: {nk}k≥1 の例

上の例からも分かるように，nk の定め方から，任意の k ≥ 1に対し，

γnk
= Tn0

1 Tn1
−1T

n2
1 · · ·Tnk

(−1)k

となる．また，区間 [γnk
(0), γnk

(∞)]は R上，階層化している．このことから次の補題が成り立つ．

補題 3.5. k ≥ 2とする．このとき以下が成り立つ．

・k：偶数 ⇒ γnk
(0) = [n0;n1, · · · , nk], γnk

(∞) = [n0;n1, · · · , nk−1]

・k：奇数 ⇒ γnk
(0) = [n0;n1, · · · , nk−1], γnk

(∞) = [n0;n1, · · · , nk]

証明 まず任意の n ∈ Nに対し，

T1
n =

(
1 1

0 1

)n

=

(
1 n

0 1

)
, T−1

n =

(
1 0

1 1

)n

=

(
1 0

n 1

)

であるので，

T1
n(z) = z + n , T−1

n(z) =
z

nz + 1
=

1

n+ 1
z

.
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(i) k：偶数のとき：

上の計算結果より，

0
T1

nk

7−−−→ nk
T−1

nk−1

7−−−−−−→ 1

nk−1 +
1
nk

T1
nk−2

7−−−−−→ nk−2 +
1

nk−1 +
1
nk

T−1
nk−3

7−−−−−−→ 1

nk−3 +
1

nk−2+
1

nk−1+ 1
nk

∞ T1
nk

7−−−→ ∞ T−1
nk−1

7−−−−−−→ 1

nk−1

T1
nk−2

7−−−−−→ nk−2 +
1

nk−1

T−1
nk−3

7−−−−−−→ 1

nk−3 +
1

nk−2+
1

nk−1

が成り立つ．これ繰り返すと，γnk
(0) = [n0;n1, · · · , nk], γnk

(∞) = [n0;n1, · · · , nk−1]が得られる．

(ii) k：奇数のとき：

上の計算結果より，

0
T−1

nk

7−−−−→ 0
T1

nk−1

7−−−−−→ nk−1
T−1

nk−2

7−−−−−−→ 1

nk−2 +
1

nk−1

T1
nk−3

7−−−−−→ nk−3 +
1

nk−2 +
1

nk−1

∞ T−1
nk

7−−−−→ 1

nk

T1
nk−1

7−−−−−→ nk−1 +
1

nk

T−1
nk−2

7−−−−−−→ 1

nk−2 +
1

nk−1+
1

nk

T1
nk−3

7−−−−−→ nk−3 +
1

nk−2 +
1

nk−1+
1

nk

が成り立つ．これ繰り返すと，γnk
(0) = [n0;n1, · · · , nk−1], γnk

(∞) = [n0;n1, · · · , nk]が得られる．

命題 3.6. 有理数列 {[n0;n1, · · · , nk]}k≥1は xに収束する．さらに，このような有理数列は一意的に定まる．

証明 まず収束することを示す．任意の k ≥ 1に対し γnk
の定め方より，

x ∈ [γnk
(0), γnk

(∞)] ⊂ R

が成り立ち，また各 k ≥ 1に対し，区間 [γnk
(0), γnk

(∞)]は階層化しているので， lim
k→∞

|γnk
(0)− γnk

(∞)| = 0

を示せばよい．ここで簡単のため γnk
= gk と表記することにする．|gkp

(0)− gkp
(∞)| > dを満たすような

d > 0,列 {gkp
}p≥1 が存在したと仮定し，矛盾を導く．補題 3.5より，任意の k ≥ 1に対し，

gk(0) , gk(∞) ∈ [n0, n0 + 1]

であるので，n0 +
d
2 i, n0 + 1+ d

2 iを端点とするようなユークリッド線分を I とすると，gkp
(L)と I は交点

を持つ．すなわち, I ∩ gkp
̸= øを満たす p ≥ 1は無数に存在する．また Lは T の線分の一部であるので，

よって γ(∆)とコンパクト集合 I が交わるような γ ∈ PSL(2,Z)は無限個存在する．しかしながら，これは
∆が局所有限であることに反する．よって lim

k→∞
|γnk

(0)− γnk
(∞)| = 0である．

次に一意性を示す． lim
k′→∞

[n′
0;n

′
1, · · · , n′

k] = x (n′
0 ∈ N≥0, ∀k ≥ 1, nk ∈ N)を満たす列 {n′

k}k≥1 が存在す

るとする．このとき，

lim
p→+∞

T
n′
0

1 T
n′
1

−1 · · ·T
n′
2p

1 (0) = lim
p→+∞

Tn0
1 Tn1

−1 · · ·T
n2p

1 (0)

が成り立つ．補題 3.5より，

T
n′
0

1 T
n′
1

−1 · · ·T
n′
2p

1 (0) ∈ (n′
0 , n′

0 + 1)

Tn0
1 Tn1

−1 · · ·T
n2p

1 (0) ∈ (n0 , n0 + 1)

であるので n′
0 = n0 である．n′

0 = n0 より，

lim
p→+∞

T
n′
1

−1 · · ·T
n′
2p

1 (0) = lim
p→+∞

Tn1
−1 · · ·T

n2p

1 (0)
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が成り立ち，先ほどと同様のことを{
1

[0;n′
1, · · · , n′

2p]

}
p≥1

=
{
[n′

1;n
′
2, · · · , n′

2p]
}
p≥1{

1

[0;n1, · · · , n2p]

}
p≥1

=
{
[n1;n2, · · · , n2p]

}
p≥1

に対して行うと，n′
1 = n1 である．これを繰り返すと nk = n′

k (∀k ≥ 1)となり，一意性も示せた．

このように，正の無理数 xと iを通る測地線と交わる Farey線から {nk}k≥1 を構成し，連分数展開との

関係をみてきた．最後にこれを負の無理数に拡張して，この章を終える．

S+ :=
{
(ni)i≥0 | n0 ∈ N≥0, ∀i ≥ 1, ni ∈ N

}
とすると，上で構成した xと [n0;n1, n2, · · · ]の関係は以下の

写像として表せる：

F : R+ −Q+ → S+, x 7→ (ni)i≥0

このとき，上の構成の仕方からも明らかなとおり，F は全単射である．この写像を負の無理数に拡張する．

負の無理数を y < 0とし，yの整数部分 E(y)をm0と記すこととする．ただし，yの整数部分というのは，

y以下の最も大きい整数を選ぶこととする．また (mi)i≥1 := F (y −m0)と定める．このようにして

R− −Q− → S+, y 7→ (mi)i≥0

と拡張でき，負の無理数に対しても上記と同様の性質が成り立つ．

4 c = pn, c = 2pnの場合のMarkoff予想

「Markoffの三つ組 (a, b, c)（ただし a ≤ b ≤ cとする）は，cにより一意に定まる．」という主張をMarkoff

予想 (G. Frobenius, 1913)という．この主張の完全な証明はまだ与えられておらず，場合を限定して証明が

与えられている．既に証明が与えられている場合の一つに c = pn（p : 素数, n : 整数）がある．c = pn の場

合は整数論の観点から証明したものもあるが、本論文ではM.L.Lang , S.P.Tanが与えた双曲幾何学と合同

式を用いた手法による証明 [1] を取り上げる．Markoff樹を考えることにより，(1,1,1)からMarkoff方程式

の解は生成されることが知られており，これにより生成されたMarkoff数と一点穴あきトーラス上の単純

閉曲線が対応することを用いて示したものである．M.L.Lang , S.P.Tanが c = pnの場合に与えた証明をも

とに c = 2pn の証明を与えることをこの章の目標とする．

4.1 Markoff数とMarkoff予想

この節ではMarkoff数とMarkoff予想の定義をし，その具体例を挙げる．尚，ここでの定義は [1]を参考

にした．

定義 4.1. Markoff方程式と呼ばれる a2 + b2 + c2 = 3abc をみたす正の整数解 (a, b, c)（ただし a ≤ b ≤ c

とする）をMarkoff の三つ組 (Markoff triples) といい，各 a, b, c をそれぞれぞれMarkoff 数 (Markoff

numbers)という．

例 4.2. (Markoff の三つ組)

Markoffの三つ組の例として，図 8 の三つ組が挙げられる．

また以下の各数 1, 2, 5, 13, 29, 34, 89, 169,…はMarkoff数である．

上のようにMarkoffの三つ組を定義したとき，「Markoffの三つ組 (a, b, c)（ただし a ≤ b ≤ cとする）は，

cにより一意に定まる」という主張をMarkoff 予想 (G. Frobenius, 1913)という．次の 2つの場合が成り

立つことを [1]の手法を用いてこの章では示していく．
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図 8: Markoffの三つ組の例

定理 4.3. c = pn(p :素数, n :∈ Z)のとき，Markoff予想は成り立つ．

定理 4.4. c = 2pn(p :素数, n :∈ Z)のとき，Markoff予想は成り立つ．

4.2 定理 4.3(c = pnの場合)の証明の準備

定理 4.5 ( H. Cohn [3]).

(a, b, c) 7→ (b, c, 3bc− a)

(a, b, c) 7→ (a, c, 3ac− b)

(a, b, c) 7→ (a, b, 3ab− c)

から成る二分木を考えることにより，Markoffの三つ組 (a, b, c)は (1, 1, 1)から生成される．

H2を双曲計量をもつ上半平面，Tを一点穴あきトーラスとする．またA :=

(
2 1

1 1

)
, B :=

(
1 1

1 2

)
，G :=

⟨A,B⟩◁ SL(2,Z) =: Γとする．このとき，T = H2/G, G = [Γ,Γ]である．
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定義 4.6. 行列M ∈ Gが任意のN ∈ Gに対しM = Nn ⇒ n = ±1をみたすとき，原始的 (primitive)であ

るという．さらに，原始的な行列Mが 次の 2つをみたすとき，行列MはMarkoff行列 (Markoff matrix)

であるという．

• 一点穴あきトーラス T上，Mは単純閉曲線 γ と対応する．

• Mの軸は lM は γ の持ち上げと H2 上，最大の高さで対応する．

上の定義の (ii)は幾何学的には，被覆空間 H2 における軸 lM からカスプへの最短測地線が H2 上実軸と

垂直な方法にのびる測地線である状況を表している．

上の定義から，M : Markoff行列⇒ M−1 : Markoff行列が成り立つことが分かる．

Tα =

(
1 α

0 1

)
とすると，

[A,B−1] = AB−1A−1B =

(
−1 −6

0 −1

)
= −T6

が成り立つ．よってカスプは幅 6である．このことを用いて次の命題を示す．

4.3 定理 4.3(c = pnの場合)の証明の概要

まず定理 4.3を示すために必要な命題，補題を [1]に基づいて述べる．

命題 4.7. 次の (i)(ii)(iii)がそれぞれ成り立つ.

(i) M =

(
a b

c d

)
：Markoff行列である⇒ |c| : Markoff数かつ a+ d = 3c.

(ii) 逆に，任意のMarkoff数 cに対し，

trM = 3cかつM =

(
* *

c *

)
をみたすMarkoff 行列Mが存在する．

(iii) Markoff 行列M, Nに対し，M, Nは T上で同じ単純閉曲線に対応する．

⇔ M± = T 3nNT−3n, n ∈ Z.（ただし，T =

(
1 1

0 1

)
とする.）

証明 (i) M をMarkoff行列とする．このときMarkoff行列の定義の 1つ目の条件よりM は固定点に∞
を持たないので，c ̸= 0と分かる．必要ならば c > 0仮定し，M の反発的固定点が吸引的固定点の左に位

置するようにしておく．

一点穴あきトーラス T上にM に対応する測地線 γ を取る．さらに任意のカスプ領域を固定し、このカス
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プ 領域と測地線 γ と垂直に交わる最短測地線を 2本とる．γ に沿って切ると，カスプを境界の一つにもつ

ような三点穴あき球面ができ，この三点穴あき球面の残りの境界を γ+, γ−とする．このとき，最初にとっ

た 2本の最短測地線に加え，さらに γ+とγ−に垂直に交わるような測地線をとる．この 3本の測地線に沿っ

て三点穴あき球面を切ると，合同な形をした 2つの双曲六角形ができ，これは基本領域である．この基本

領域の H2 への持ち上げをとる．ただし，カスプは∞へ，γ+ は lM へ移すような持ち上げを考える．す

ると，γ− は T 3MT−3 の固定軸 lT 3MT−3 に移ることが分かる．さらに，カスプ 領域と測地線 γ を結ぶ 2

本の最短測地線は持ち上げをとると，∞と lM ,lT 3MT−3 をそれぞれ結ぶ実軸に垂直な測地線（2本の間は

幅 3）になると分かる（図 9参照）．もう一つの基本領域はこの双曲六角形を右に（左に）3だけずらし

たものとみなすことができる．向き付きのこの 3つの境界要素の積は PSL(2,Z)において自明であるので，

(T−6)(T 3MT−3)M =

(
−1 0

0 −1

)
が成り立つ．よって

T 3MT−3M = T 6

(
−1 0

0 −1

)

=

(
1 6

0 1

)(
−1 0

0 −1

)

=

(
−1 −6

0 −1

)

ここでM =

(
a b

c d

)
, T =

(
1 1

0 1

)
を代入すると

(
a+ 3c b+ 3(d− a− 3c)

c d− 3c

)(
a b

c d

)
=

(
−1 −6

0 −1

)

さらに (2, 1)成分を計算すると，ac + cd − 3c2 = 0となる．いま c ̸= 0なので，a + d − 3c = 0となり，

a+ d = 3cとなることが示せた．

(ii)

(trA)2 + (trB)2 + (trAB)2 − trA trB trAB = 2 + tr[A,B] = 0

tr(AB) + tr(AB−1) = trA trB

が成り立つことから，

(a, b, c) 7→ (b, c, bc− a), (a, b, c) 7→ (a, c, ac− b), (a, b, c) 7→ (a, b, ab− c)

から成る無限二分木を考えることにより T上の単純閉曲線の トレースは (3, 3, 3)から生成される．

行列のトレースは共役不変であるので，単純閉曲線 γ のMarkoff行列のトレースは 3cとなる．よって (i)

より，Markoff行列の (2,1)成分は ±cとなる．

(iii) ∞に対応するカスプは幅 6であるので，(i) のように Tの基本領域によるH2の張り合わせを考えれ

ばよい．各単純閉曲線はカスプからの最短測地線を常に 2本持ち，H2への持ち上げをとると，その幅は幅

3である．（図 9参照）よって，lN = lT 3nT 3MT−3T 3n が成り立ち，M±1 = T 3nNT−3n(n ∈ Z)
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図 9: 命題 4.7(i),(iii)の証明

定理 2.1と命題 3.1(ii)の証明から、次の対応が成り立つことが分かる．また，次の章でも述べるが，こ

のような二分木をMarkoff樹という．（[5]参照）

命題 4.8. M =

(
a b

c d

)
(c > 0) : Markoff行列とする．

このとき，c ̸= 4n (n ∈ Z)かつ cの任意の奇数素数因子は 4m+ 1 (m ∈ Z)型である．
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証明 MはMarkoff行列であるので 3c = a + d．これを代入すると，1 = ad − bc = (3c − d)d − bc =

3cd− d2 − bcより d2 ≡ −1 (mod c). よって X2 ≡ −1 (mod c)が解けるような cの条件を考えると，cは

4m+ 1型になることが分かる．

定義 4.9. M =

(
a b

c d

)
： Markoff行列とする．

各 k ∈ Zに対し

Mk : =

(
1 k/c

0 1

)(
a b

c d

)(
1 −k/c

0 1

)
=

(
a+ k b+ k(d− a− k)/c

c d− k

)

と定める．このとき，d− a− k ∈ cZ ⇒ Mk ∈ SL(2,Z)である．

命題 4.10. M =

(
a b

c d

)
: Markoff行列，k ∈ Zとする．このとき，GCD(c, k, d− a− k) = 1又は 2で

ある．特に，Mk ∈ SL(2,Z)ならば， kか d− a− kのどちらか一方と互いに素であるような cの約数 pm（

p :奇数素数）が存在する．

証明 GCD(c, k, d− a− k) ̸= 1とする.このとき xを c, k, d− a− kの公約数とし，x = 2であることを

示す．仮定より，k ≡ 0 (mod x), d− a− k ≡ 0 (mod x)であるから，d− a ≡ 0 (mod x).

また，M は Markoff 行列であることと c ≡ 0 (mod x) より，a + d = 3c ≡ 0 (mod x). よって 2a =

(a + d) + (a − d) ≡ 0 (mod x). 以上より，c と 2a はともに x を約数にもつ．一方，ad − bc = 1 より

GCD(a, c) = 1であるので x = 2となる．

定義 4.11. Markoff 行列M, Nに対し，

M ∼ N ⇔ N± = TnMT−n又はN± = TnM ′T−n, n ∈ Z

と定める．(ただし T =

(
1 1

0 1

)
とする.さらにM =

(
a b

c d

)
としたときM ′ =

(
d b

c a

)
とする. )

補題 4.12. M, N ： Markoff 行列とする．このとき trM = trN = 3pn(p :素数) ⇒ M ∼ N.

証明 M =

(
a b

c d

)
, N =

(
a′ b′

c′ d′

)
とする. このとき trM = trN = 3pnより 3|c| = a + d =

a′+d′ = 3|c′|であるので，必要ならばM−1, N−1を考えることにより c = c′ > 0とする．さらにa+d = a′+d′

より任意の k ∈ Zを用いて a′ = a+ k, d′ = d− kと表すことにする．

このとき，az+b
cz+d = zを計算すると，M の固定点は

(a−d)±
√

(a+d)2−4

2c と分かり，M の軸の高さは
√

(a+d)2−4

2c

となる．同様に N の固定点は
(a′−d′)±

√
(a′+d′)2−4

2c ，軸の高さは
√

(a′+d′)2−4

2c となる．いま a+ d = a′ + d′

だったのでM,N の軸の高さは等しく，さらに (a′ − d′)− (a− d) = (a′ − a) + (d− d′) = 2kであるので，

M の軸を k
c だけ平行移動するとN の軸と重なることが分かる．よってM,N は∞を固定する放物的等長

変換によって共役で

N = Mk = Tk/cMT−k/c =

(
a+ k b+ k(d−a−k)

c

c d− k

)
が成立．N ∈ SL(2,Z)より, (1, 2)成分に注目すると

k(d− a− k) = c× (Const.)

= pn × (Const.)
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となることが分かる．ここで命題 4.8より c ̸= 4n(n ∈ N)かつ cの任意の奇数素数因子は 4m+1型 (m ∈ Z)
なので pは奇数素数となる．また命題 4.10より，c = pnは kまたは d− a− kを割り切る．

• k = cn′, n′ ∈ Zのとき :

N =

(
a+ k b+ k(d−a−k)

c

c d− k

)

=

(
a+ cn′ b+ n′(d− a− k)

c d− cn′

)
= Tn′

MT−n′

よってM ∼ N となる.

• d− a− k = cn′, n′ ∈ Zのとき :

N =

(
a+ k b+ k(d−a−k)

c

c d− k

)

=

(
a+ (d− a− cn′) b+ kcn′

c

c d− (d− a− cn′)

)

=

(
d+ (−cn′) b+ (−cn′)(a−d+cn′)

c

c a− (−cn′)

)
= T−n′

M ′Tn′

よって，この場合もM ∼ N となる.

4.4 定理 4.3（c = pn）と定理 4.4(c = 2pn)の証明

まず定理 4.3（c = pn の場合）を示す．

証明 Markoffの三つ組 (a, b, c), (a′, b′, c′)（a ≤ b ≤ c, a′ ≤ b′ ≤ c′ とする）に対し，c = c′ = pn のとき

に a = a′, b = b′ が成り立つことを示す．

命題 4.7より各 Markoffの三つ組に対応するトレースに関する三つ組 (3a, 3b, 3c), (3a′, 3b′, 3c′)が取れる．

ここでトレースの値 3c, 3c′ に対応する Markoff 行列を M,M ′ とすると，いま 3c = 3c′ = 3pn(trM =

3c, trM ′ = 3c′)であるので，補題 4.12よりM ∼ M ′ となる．トレースに関する Markoff樹を考えると，

3c(= 3c′)の周りの頂点のうち各三つ組の 3つの数の中で最も 3c(= 3c′)が大きくなるような頂点は一意に

定まる．よって 3a = 3a′, 3b = 3b′ となり，a = a′, b = b′ となることが示せた．

定理 4.3は c = pn の場合に関する主張であった．参考文献 [1]で c = 2pn の場合も同様にして示せると

述べられているので，以下では定理 4.3（c = pn の場合）の証明を参考に定理 4.4（c = 2pn の場合）を示

していく．

証明 c = pn の場合を示すために用いた命題 4.7,4.8,4.10 は c = pn であることを使っていないので，

c = 2pn の場合にも成り立つことに注意すると，以下の補題 4.13を示せばよいと分かる．

補題 4.13. M, N ： Markoff 行列とする．このとき trM = trN = 3 · 2pn(p :素数) ⇒ M ∼ N.
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証明 M =

(
a b

c d

)
, N =

(
a′ b′

c′ d′

)
とすると，補題 4.12と同様にしてM,N の軸の高さは等しく，

さらにM の軸を k
c だけ平行移動するとN の軸と重なることが分かる．よってM,N は∞を固定する放物

的等長変換によって共役で

N = Mk = Tk/cMT−k/c =

(
a+ k b+ k(d−a−k)

c

c d− k

)
が成立．N ∈ SL(2,Z)より, (1, 2)成分に注目すると

k(d− a− k) = c× (Const.)

= 2pn × (Const.)

ここで，行列M はMarkoff行列なので

d− a− k = (d+ a)− 2a− k

= 3c− 2a− k

= 2 · 3pn − 2a− k

が成り立つ．よって

d− a− k :偶数⇔ k :偶数

と分かる．さらに命題 4.10より GCD(c, k, d− a− k) = 1又は 2であるから，

• d− a− k ∈ 2Z, k ∈ 2pnZ (i.e. d− a− k ∈ 2Z, k ∈ cZ)

• d− a− k ∈ 2pnZ, k ∈ 2Z (i.e. d− a− k ∈ cZ, k ∈ 2Z)

の 2つの場合を考えればよいと分かる．いずれの場合も以下のように，補題 4.12の場合分け後の計算と全

く同様にしてM ∼ N であると分かる．

• d− a− k ∈ 2Z, k ∈ 2pnZ (i.e. k = cn′, n′ ∈ Z)のとき :

N =

(
a+ k b+ k(d−a−k)

c

c d− k

)

=

(
a+ cn′ b+ n′(d− a− k)

c d− cn′

)
= Tn′

MT−n′

よってM ∼ N となる.

• d− a− k ∈ 2pnZ, k ∈ 2Z (i.e. d− a− k = cn′, n′ ∈ Z)のとき :

N =

(
a+ k b+ k(d−a−k)

c

c d− k

)

=

(
a+ (d− a− cn′) b+ kcn′

c

c d− (d− a− cn′)

)

=

(
d+ (−cn′) b+ (−cn′)(a−d+cn′)

c

c a− (−cn′)

)
= T−n′

M ′Tn′
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よって，この場合もM ∼ N となる.

補題 4.13が示せたので，定理 4.3と全く同様にして定理 4.4は示せる．

5 Markoff樹

前章ではMarkoff数に関するMarkoff樹とそのトレースに対応するMarkoff樹との関係を用いて c = pn, 2pn

の場合に関するMarkoff予想を示した．本章では，そのMarkoff樹の基本的性質について [5]を参考に述べ

る．Markoff樹の枝が全て 1つの頂点に向かう向きであるような頂点は一点しかないことを示すことを目標

とする．

5.1 Markoff樹に関係する言葉の定義

各頂点から 3本の辺が出ている単純な木のことを二分木 (binary tree)といい，Σで記すことにする．ま

た Σ の頂点集合，辺集合をそれぞれ V (Σ), E(Σ)と記すことにする．さらに，Σの補集合の連結成分の閉

包を補領域 (complementary region)といい，Ωで記すことにする．一点穴あきトーラス T上の単純閉曲線
のアイソトピー類の集合を C とする．このとき，理想三角形による双曲平面上の張り合わせに対する双対
をとると Σになる．このようにして，Ωの元は無限遠上の円の有理点と全単射に対応する．よって Ωと C
の間に自然な全単射が存在する．Γ := π1(T)の自由基底 {a, b}を選ぶと，X,Y, Z,W ∈ Ωに対応する単純

閉曲線は a, b, ab, ab−1 ∈ C で表される．
写像 ρ : Γ → PSL(2,Z)を ρ[a0, b0]を放物型等長変換に対応させる離散的忠実な表現であるとする．また，

写像 ϕを ϕ : Ω → (0,∞), X 7→ |tr(ρ(g))| (ただし g : X に対応する単純閉曲線とする)とし，Markoff 写

像 (Markoff map)と呼ぶ．いま ρ(g)は双曲型等長変換なので ϕ(X) = |tr(ρ(g))| > 2となる．

次に辺と頂点に関する関係式を定義する．v ∈ V (Σ)に対し，{v} = X ∩ Y ∩ Z ならば

x2 + y2 + z2 = xyz　 (ただし x := ϕ(X), y := ϕ(Y ), z := ϕ(Z)とする．)

が成り立つ．この式 x2 + y2 + z2 = xyzを頂点に関する関係式 (vertex relation)という．三つ組 (x, y, z)が

頂点に関する関係式を満たすとき，この三つ組 (x, y, z)をMarkoffの三つ組 (Markoff triple)という．尚，

前章ではMarkoff方程式 x2 + y2 + z2 = 3xyzを満たす三つ組 (x, y, z)をMarkoffの三つ組といったが，こ

の章ではトレースに関するMarkoff方程式を考えているので x2 + y2 + z2 = xyz を満たす三つ組 (x, y, z)

をMarkoffの三つ組と言っても差し支えない．e ∈ E(Σ)に対し，X,Y, Z,W ∈ Ωが eを共有するとき，

xy = z + w　 (ただし x := ϕ(X), y := ϕ(Y ), z := ϕ(Z)とする．)

が成り立つ．この式 xy = z + wを辺に関する関係式 (edge relation)という（図 10参照）．

図 10: 頂点，辺に関する関係式
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e ∈ E(Σ)に向きを定義する．図のように X,Y, Z,W ∈ Ω, e ∈ E(Σ)を定めたとき，z > wならば Z か

らW の方向に正の向きを定めることとする．このとき eeeと記す（図 11参照）．

図 11: 辺の向き

5.2 Markoff樹の基本的性質

補題 5.1. Σの任意の頂点 aに対し，aを離れる辺は高々1本である．

証明 X,Y, Z ∈ Ω, a ∈ V (Σ), {a} = X∩Y ∩Zであるとする．このとき，XとZの共通部分の辺，Y とZ

の共通部分の辺の向きを頂点 aから伸びる方向に仮定し，矛盾を導く．仮定より，X と Z の共通部分の辺

の向きに注目すると，xz ≤ 2yが成り立つ，同様に，Y と Z の共通部分の辺の向きに注目すると，yz ≤ 2x

が成り立つ，よって，z2 ≤ 2y
x · 2x

y = 4となる．しかしこれは，ϕ : Ω → (0,∞)がMarkoff写像であること

z > 2に反する．よって aを離れる辺は高々1本である．

補題 5.2. 任意の i ∈ Nに対し，eeeiを ei−1から ei+1 の方向に向きを定義したとき，異なる辺から成る無限

列 eee1, eee2, eee3, . . .はΣ上存在しない．

証明 2つの段階に分けて考える．

• Case1 : ある領域X ∈ Ωの周りに巻き付いた辺のみ考えるとき

X,Y, Z,W ∈ ΩをX,Y, Z が隣接するように，X,Y,W が隣接するようにとる．また，X と Y の共通

部分となっている辺を eとする．このとき，|z| ≤ |w|ならば eの向きはW から Z へ向かう方向に定

まり，

|z| ≤ |w| ⇔ 2|z| ≤ |xy| ≤ 2|w|

が成り立った．これを用いると，

|x · yn+1| ≤ 2|yn|　⇔ |x| ≤ 2 ·
∣∣∣∣ yn
yn+1

∣∣∣∣
が成立．ここで |yn| ≤ |yn+1|と仮定すると，

∣∣ yn

yn+1

∣∣ ≤ 1が成り立つので，上の式より

|x| ≤ 2 ·
∣∣∣∣ yn
yn+1

∣∣∣∣ ≤ 2

となり，これは 2 ≤ |x|に反する．よって任意の nに対し，|yn| ≥ |yn+1|が成り立つ．ゆえに，{yn}n∈N

がX の周りに巻き付いている場合，{yn}n∈N は単調減少列かつ 2 ≤ |yn|より，無限列 {yn}n∈N は取

れない．
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• Case2 : 一般の辺を考えるとき

補題 5.3. （[7],Lemma3.3）

{eeen}n∈N ⊂ Σを無限列とする．ただし eeen+1の向きは en+2から enの方向に向かうように定義する．さ

らに，{eeen}n∈N からなる折れ線を β とする．

このとき，|ϕ(X)| ≤ 2かつX ∩ β ̸= ∅を満たすX が少なくとも 1つ取れる．

証明 βと少なくとも 1辺は共有する領域をXj
i（j ∈ {1, 2, 3}, i ∈ N）とする．ただし添え字 j の定め

方は，Σ上の領域を隣接するものは異なる色で塗り分けたとき同じ色の領域を同じ番号とするように

定める．（実際，このように隣接する領域の色を異なるように塗り分けたとき，少なくとも 3色あれば

塗り分けることができる．）また，添え字 iの定め方は，各 jに対して βの向きに沿って 1, 2, 3, . . . と

定める．このとき，任意の i ∈ N,任意の j ∈ {1, 2, 3}に対し，|xj
i | ≥ 2であると仮定し，矛盾を導く．

ここで，簡単のため記号を定義する．X,Y, Z,W ∈ Ωに対し，X,Y, Zが隣接するように，X,Y,W が

隣接するようにとる．また，X と Y の共通部分となっている辺を eeen とする．ただし，いまは Z か

らW の方向に向きを定義するものとする．このとき，eeen, X, Y, Z,W の位置関係を eeen ↔ (X,Y ;Z,W )

という記号で表すこととする．

図 12: eeen, X, Y, Z,W の位置関係を表す記号

eeen ↔ (X,Y ;W,Z)とすると，一般性を失わずX ∩ Z ⊆ β とできる．このとき，

– |z| ≤ |w| ≤ |z|+ η　 (η :十分小とする)より，|xy| ≤ |z + w| ≤ |z|+ |w| ≤ 2|z|+ η

– |xz| ≤ 2|y|

が成り立つので，

4 ≤ |x|2 ≤ 2|y|
|z|

· 2|z|+ η

|y|
= 4 +

2η

|z|
≤ 4 + η

よって，|x| ≃ 2(n → ∞)とできる．先程と同様にして，

– |x| ≤ |x′| ≤ |x|+ η　 (η :十分小とする)より，|y′w| ≤ |x+ x′| ≤ |x|+ |x′| ≤ 2|x|+ η

– |xw| ≤ 2|y′|

が成り立つので，4 ≤ |w| ≤ 4 + η となり，ゆえに |w| ≃ 2．2 ≤ |z| ≤ |w| より |z| ≃ 2．さらに，

4 ≤ |xy| ≤ |z|+ |w| ≃ 4より |y| ≃ 2．X,Y, Z はすべて異なる色の領域であるので，以後任意の xj
i に

対し，xj
i ≃ 2の場合を考える．辺の関係式より，

– z
xy + w

xy = 1から z
xy ≃ 1

2

– y
xz + y′

xz = 1から y
xz ≃ 1

2

が成り立つので， 1
x2 ≃ 1

4 となり，ゆえに x ≃ ±2．よって十分大きな n ∈ Nに対し，X は eeen, eeen+1を

境界にもつ．よって，x ≃ ±2, y ≃ ±2．さらに |z| ≃ |w| ≃ 2より，z ≃ w ≃ ±2．これは頂点に関す

る関係式 x2 + y2 + z2 = xyzに反する．よって，矛盾が導けたので，背理法により示せた．
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定理 5.4. ∀eee ∈ E(Σ)が頂点 aに向かう向きであるような頂点 a ∈ V (Σ)はただ一点だけ存在する．

証明 補題 5.1,5.2よりある頂点 aに対し，3本とも枝が離れていく向き，2本の枝が離れていく向きで

あることはあり得ないので，3本とも aに向かうような枝を持つ頂点 a ∈ V (Σ)が取れる．このような頂点

が 2点 a1, a2 ∈ V (Σ)とれたとすると，a1, a2 を結ぶ辺 eee1, eee2, · · · , eeen ∈ E(Σ)が取れる．この辺を結んでで
きる折れ線は単純なので，向きを付けると必ずどこか途中で向きが変わらなければならない．しかしなが

ら，これは一つの頂点から離れる向きの枝が 2本以上存在する頂点がないことに反する．よって，このよ

うな頂点は一意的に定まる．

前章で考えたトレースに関する Markoff 樹の場合，このすべての辺が向かうような向きである頂点は

(3, 3, 3)である．この定理により，一点穴あきトーラス上の単純閉曲線に対応するMarkoff行列のトレース

を与えたとき，そのトレースの値を三つ組にもつような頂点と (3, 3, 3)を結ぶMarkoff樹上の最短な道は一

意に定まる．

6 W-構成,V-構成

この章では有理数に対応する切断列と T上の単純閉曲線との関係や，連分数展開との関係をみる．特に，
どの有理数に対応する切断列であるかや，単純閉曲線に対応しているか調べる方法を具体例を用いて説明

する．そのあと，Fareyグラフを用いることにより，有理数に対応する切断列を帰納的に作る方法を紹介す

る．その中でも，特に広く知られている，W-構成と V-構成についてみていく．W-構成と V-構成の関係を

見た後，それぞれの具体的計算方法，W-構成とV-構成により得られる諸定理を紹介することをこの章の目

標とする．尚，これらは [2],[6]を参考にした．

6.1 切断列と一点穴あきトーラス上の単純閉曲線の関係

C上の任意の点m+ ni (m,n ∈ Z)の格子を Lとする．また，a : z 7→ z + 1, b : z 7→ z + iにより生成さ

れる群を T とする．このとき，a, bによる張り合わせを考えると，C/T はトーラスと同相であると分かる．
また，(C\L)/T は一点穴あきトーラスと同相であると分かる．以後，一点穴あきトーラスを Tと表記する
ことにする．この関係を用いて，C上の有理数に対応するスロープと T上の単純閉曲線の関係を本節で紹
介する．まず C.Series [6]を参考に，切断列の定義を述べ，そのあと連分数展開との関係について例を用い

ながら紹介する．

トーラスに対応する基本領域として，4点 {0, 1, 1 + i, i}から成る領域Dを選ぶ．このとき，垂直方向の

左の辺ラベルを A，右の辺のラベルを Ā，水平方向の下の辺のラベルを B，上の辺のラベルを B̄ とする．

この領域Dと同様にラベル付けしたものを平面 Cに敷き詰める．尚，このように張り合わせてできた格子
に注目すると，AとĀは同じ辺を介して隣り合っており，同様にBとB̄も同じ辺を介して隣り合っている．

このとき，この格子上に向き付きの任意のスロープ Lをとり，Lと格子が交わるときのラベルを並べる．先

に述べたように，同じ辺を介してラベルが隣り合っているので，スロープの向きに沿って領域Dを通過し

たときに，最初に領域D内で通過するラベルを並べることにする．（この各領域におけるスロープの一部を

ストランドと呼ぶ．）ただし，Lが頂点で交わった場合，交わらないように直線全体を平行移動するか，交

わった点を AB,BAのどちらかのラベルを付ける．また，途中で再び元のラベルを繰り返す場合，繰り返

す手前で止める．こうしてできた文字列を Lの切断列 (cutting sequence)と呼ぶ．

再び元のラベルを繰り返すようなスロープ Lの切断列を考えたとき，λ := (スロープ (L)の傾き)とすると，

λ = (A の個数)
(B の個数)

が成り立つ．このとき λ > 1ならば，次の２つが成り立つことが簡単な考察から分かる．

• Aが孤立に表れた場合，Aと Aの間には B が少なくとも 1つは存在する．
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• Aと Aの間には，[λ]個か [λ] + 1個の B が存在する．

λ < 1の場合は，Ā, B̄ をとることにより，λ−1 で考えたら良い．この上の 2つの条件を満たすような A,B

の列を概定数数列 (almost constant sequence)とよぶ．また，[λ]（又は [λ−1]）を概定数数列の値 (value)と

いう．Aと B から成る列 S を値 n0 の概定数数列 とする．このとき，A′ := ABn0 , B′ := B として S を

書き換えたものを S′ とする．この S′ を導数列 (derived sequence)といい，導数列もまた概定数数列であ

る．この導数列をとる作業を繰り返してできた列を特性列 (characteristic sequence)といい，各導数列の値

を n0, n1, n2, · · · , nk とすると，λ = (スロープ (L)の傾き) = [n0;n1, n2, · · · , nk]となる．以後，スロープ

Lが有理数 λ = [n0;n1, n2, · · · , nk] = p/qに対応するとき，Lを Lp/q と表記する．このようにして，切断

列と連分数展開を関係づけることができる．以下に具体例を挙げる．尚，ここでは”列”という言葉を用い

たが，以後，語に対しても上と同様に定義し，“列”と“語”を特に区別せずに使用する．

例 6.1. 切断列の例

図 13におけるスロープ Lの切断列は BBABABBABABBAで， 8
5 に対応する．

図 13: 切断列の例

例 6.2. BABBABBBABBABBAB は特性的語で，スロープは [2, 5] = 11
5 に対応する．

証明 まず最初に，BAB = A′とおくと，A′A′BA′A′A′となる．起点をずらすと BA′A′A′A′A′となり，

よって BABBABBBABBABBAB は特性的語で，スロープは [0, 2, 5] = 5
11 に対応すると分かる．

例 6.3. A3BA2BA2BA2BA3BA3BA2BA2BA2BA3BA3BA2BA2BA2BA3BA3BA2BA2BA2BA2BA3B

A3BA2BA2BA2BA3BA3BA2BA2BA2BA3BA3BA2BA2BA2BA2Bは特性的語で，スロープは [0, 2, 4, 3, 2] =
30
67 に対応する．
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証明 まず最初に，B′ = A2Bとおくと，AB′4AB′4AB′4AB′5AB′4AB′4AB′5となる．次に，A′ = AB′4

とおくと，A′4B′A′3B′ となる．最後に，B′′ = A′3B′ とすると，A′B′′B′′ となり，以上より最初の語は特

性的語で [0, 2, 4, 3, 2] = 30
67 に対応する．

先ほど定義したストランドを分類し，T上の単純閉曲線との関係についてみていく．まず，領域Dの横

断の仕方でストランドを以下の 3つに分類する：

• 垂直的ストランド (vertical strand)：

ストランドが B と B̄ を結ぶとき．（向きは B から B̄ に向かう向きでも，その反対の向きでもよい．）

• 水平的ストランド (horizontal strand)：

ストランドが Aと Āを結ぶとき．（向きは Aから Āに向かう向きでも，その反対の向きでもよい．）

• コーナーストランド (corner strand)：

ストランドが Aと B，Aと B̄，Āと B，Āと B̄ を結ぶとき．（向きはどちら向きでもよい．）

図 14: ストランドの分類

このようにストランドを分類すると，Lp/q が T上の単純閉曲線に対応するとき，垂直的ストランドと水
平的ストランドは同時に起きないことが分かる．これは Lp/q が単純閉曲線に対応する場合，スロープ Lp/q

は折れ線ではなく傾き一定の直線になることから明らかである．また，同様に Lp/q が T上の単純閉曲線に
対応するとき，コーナーストランドは 4種類のうち 1種類または 3種類だけが起こることはあり得ない．さ

らに，4種類すべて起こった場合，そのスロープは T上，自明な曲線である．
切断列のラベルの個数とストランドの関係は以下である：

垂直的ストランド 水平的ストランド コーナーストランド

p/q ≥ 1のとき p− q個 0個 2q個

0 ≤ p/q < 1のとき 0個 q − p個 2p個

ただし，スロープ Lp/q の Aの個数を q，Bの個数を pとした．また，p/q < 0の場合は AをĀに，Bを

B̄ に置き換えればよい．

例 6.4. ABABBは単純閉曲線に対応する（図 15）．起点を取りかえたABBABも単純閉曲線に対応する．

これは直線を平行移動すれば確認できる．また，D上のストランドの傾きは一定で水平的ストランドはな

いことも確認できる．
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図 15: 単純閉曲線に対応する例

例 6.5. AAABB は単純閉曲線に対応しない（図 16）．

A,A,A,B,B(, A,A,A,B,B, · · · )を通るような直線を考えると，必ず 1本の直線ではすべて通過すること

できないと分かる．図のように，少なくとも交点を持つ 2本の直線が必要なので，これは単純曲線でない．

図 16: 単純閉曲線に対応しない例

6.2 記号と定義

定義 6.6. V ̸= W かつ W と V は G を生成するような V := V (A,B) ∈ G が存在するとき，語 W :=

W (A,B) ∈ Gは原始的 (primitive)であるという．さらにこのとき，V をW に関して原始的であるという．

この非順序対W,V を原始的な組み合わせ (a pair of primitive associate)という．
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上のように定義すると，W,V が原始的な組み合わせであるならば，WV,WV −1はそれぞれ原始的で，さらに

W,WV ±1と V,WV ±1はそれぞれ原始的な組み合わせとなる．これらは，V = W−1(WV ), W = (WV −1)V

であることから明らかである．

定義 6.7. 語 W := W (A,B) ∈ Gが前から読んでも後ろから読んでも同じ場合，W は回文的 (palindrome)

であるという．

例 6.8. (回文的語の例 )

語 ABBA,BBABABABBは回文的語である．尚，ABBAの起点を取り替えて作った語BBAAは回文的

語ではない．

語 W (A,B) ∈ Gは An1Bm1An2Bm2An3 · · ·AnrBmr (n1, n2, · · · , nr,m1,m2, · · · ,mr ∈ Z)で表される．
語 X1X2 · · ·Xn−1Xn ∈ G において，任意の i ∈ {1, 2,　 · · · , n} に対し Xi ̸= X−1

i+1 が成り立つとき，

X1X2 · · ·Xn−1Xnは自由既約 (freely reduced)であるという．さらに，語X1X2 · · ·Xn−1Xn ∈ Gが自由既

約でありかつX1 ̸= X−1
n を満たすとき，X1X2 · · ·Xn−1Xn は巡回既約 (cyclically reduced)であるという．

語XrXr+1 · · ·XnX1X2 · · ·Xr−1(1 ≤ r ≤ n)をX1X2 · · ·Xn の巡回置換 (cyclic permutation)という．

このように定義したとき，X1X2 · · ·Xnが自由既約であるならば，XrXr+1 · · ·XnX1X2 · · ·Xr−1もまた巡

回既約でかつX1X2 · · ·Xn と共役である．これは，

(X1X2 · · ·Xr−1)(Xr · · ·XnX1 · · ·Xr−1)(X1X2 · · ·Xr−1)
−1 = X1X2 · · ·Xn

が成り立つことから明らかである．

以下，W := W (A,B)が原始的であると仮定し，W の指数部分の特徴づけをしていく．

定義 6.9. p/q ∈ Q, p/q ≥ 1とする．このとき，集合 {Wp/q}を以下で定義する．

{Wp/q} := {Bn0ABn1ABn2 · · ·ABnq}

ただし，n0 ≥ 0, ni > 0, i = 1, · · · , q, p =
∑q

i=1 ni であるとする．

p/q ≤ 1の場合は，上の定義 6.9における Aを A−1 に置き換えることにより拡張できる．また，同様に

して，|p/q| < 1の場合は，定義 6.9の Aと Bを入れ替えることにより定義できる．ただしこのとき，定義

6.9の p =
∑q

i=1 ni は q =
∑p

i=1 ni となる．

6.3 Farey列と連分数展開の関係

本節では Farey列という言葉を定義し，既に述べた Farey グラフと連分数展開の関係を新しい言葉を用

いて改めて整理する．尚，この Farey列はW,V-構成両方の構成に関係する重要な列である．まず最初に,

W-構成で必要となる演算子を定義する．

定義 6.10. p/q, r/s ∈ Q +とする．このとき，Farey和を以下で定義する．

p

q
⊕ r

s
:=

p+ r

q + s

また，|ps− qr| = 1であるとき，p/q, r/sを Farey近傍 (Farey neighbors)という．

上のように定めると，1/0の Farey近傍は n/1である．これは

|1 · s− 0 · r| = 1 ⇒ r/s = n/1(n ∈ Z)
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から明らかである．また，p/q, r/s ∈ Qに対し，p/q < r/s であるとき

p

q
<

p

q
⊕ r

s
<

r

s

が成り立つ．さらに，(p/q, r/s)が互いに Farey近傍の組み合わせであるとき

(
p

q
,
p

q
⊕ r

s
) , (

p

q
⊕ r

s
,
r

s
)

もまたそれぞれ互いに Farey近傍の組み合わせとなる．

Fareyグラフを考えることにより，Farey水準 (Farey level)を定義する．

定義 6.11. Fareyグラフ上において，虚軸上の点 iと p/qを通るような測地線を考え，この測地線が横切

る双曲三角形の数を p/qの Farey水準と定義し，Lev(p/q)と記す．

例 6.12. （Farey水準の例）

図17のように，虚軸上の点 iと2/1を通るような測地線を考えると，この測地線は双曲三角形 (0, 1,∞), (1, 2,∞)

を横切る．よってLev(2/1) = 2である．また，3/2を通る測地線は，双曲三角形 (0, 1,∞), (1, 2,∞), (1, 2, 3/2)

を横切るので，Lev(3/2) = 3である．2/3を通る測地線は，双曲三角形 (0, 1,∞), (0, 1, 1/2), (1/2, 1, 2/3)を

横切るので，Lev(2/3) = 3である．

同様にして，Lev(1/0) = 0,Lev(0/1) = 0,Lev(1/1) = 1,Lev(n/1) = n であることも確認できる．また

p/q < 0の場合も同様にして Lev(−1/2) = 2,Lev(−3/2) = 3であると分かる．

特にx ∈ Q−Z, x = (p/q)⊕(r/s) (ただしp/q, r/s ∈ Q̂, |ps−qr| = 1とする)に対し，Lev(p/q),Lev(r/s) ≤ m

ならば Lev(x) = m+ 1となる．

図 17: Farey水準の例

上のようにFarey水準を定義したとき，Lev(2/1) = 2,Lev(2/3) = 3のように，p/q < r/sだがLev(p/q) >

Lev(r/s)となることがある．そこで，p/q < r/sの大小関係は大きい（resp. 小さい）といい，Lev(p/q) > Lev(r/s)

の大小関係は高い（resp. 低い）ということにする．

定義 6.13. 定義 6.11と同様にして，虚軸上の点 iと p/qを通るような測地線を考え，この測地線が横切る

双曲三角形を考える．この測地線が横切る順に双曲三角形の列を作ったとき，新たな双曲三角形を作るたび
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に追加する点をそれぞれ考えることにより有理数点列が作れる．この帰納的に作った点列を Farey列と定

義する．

例 6.14. （Farey列の例）

図18のように，虚軸上の点 iと5/3を通るような測地線を考えると，この測地線は双曲三角形 (0,∞, 1), (∞, 1, 2),

(1, 2, 3/2), (2, 3/2, 5/3)を横切る．よって有理数点列 1, 2, 3/2ができ，5/3の Farey列は 1, 2, 3/2となる．同

様に，8/5の Farey列は 1, 2, 3/2, 5/3となる．

図 18: Farey列の例

定義 6.15. p/qの最小近傍, 最大近傍を p/qの親 (parents)という．

例 6.16. 5/3の最小近傍は 3/2, 最大近傍は 2/1であるので，5/3の親は 3/2, 2/1である．

Farey列は連分数展開と関連することがよく知られている．p/qが以下のように連分数展開できたとする．

ただし，[1, 3] = [1, 2, 1]のような場合を防ぐため，連分数展開の最後の項が 1以外である場合を考えること

にする．

p

q
= a0 +

1

a1 +
1

a2+
1

a3+···+ 1
ak

= [a0, a1, · · · , ak] (ただし aj > 0, j = 1, · · · , kとする)

このとき，この連分数展開と Lev(p/q)の関係を見ると，

Lev(p/q) =

k∑
j=0

aj

が成り立つ．これは既にみたように，連分数展開の各数は有理数と iを結んだ測地線が交差する Fareyグラ

フの基点を取りかえるまでの交差した数と等しかったことから従う．
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6.4 W-構成

この節では，有理数 p/qの原始的語と Farey列の関連を見ていく．この節では p/q ∈ Q+を考えるが，必

要があれば定義 6.9を用いて拡張できる．

定理 6.17. (W-構成 )（The W-iteration scheme）

G := ⟨A,B⟩における原始的語は Farey列を用いて帰納的に次のように列挙できる：

Mn/1 := BnA , n ∈ Z

とする．また，任意の p/q ∈ Q̂に対し，親をm/n, r/sとする．ただし，

m

n
<

p

q
<

r

s

とする．このとき，

M p
q
= Mm

n ⊕ r
s
= M r

s
·Mm

n

と定める．また，Wp/q,Wr/s が原始的な組み合わせであることと，p/q, r/sが Farey近傍であること（す

なわち |ps− rq| = 1であること）は同値である．

証明 m/n, r/sをFarey近傍とする．このときC上でベクトルm+ni, r+siを考えると，(m+r)+(n+s)i

はm+ni, r+siが張る平行四辺形の原点以外の頂点は通らないので，この領域は格子になっていると分かる．

よって同様に考えると (m+ r)+ (n+ s)i,m+ni，(m+ r)+ (n+ s)i, r+ siはそれぞれ格子を生成すること

が分かる．すなわちこれは生成元を取りかえることに対応する．(m+ r)+(n+s)iはベクトルm+ni, r+si

の和だったので，対応する原始的語はm + ni, r + siの対応する原始的語の積になる．Wp/q,Wr/s が原始

的な組み合わせであることと，p/q, r/sが Farey近傍であることの同値性は，のちに示す系 6.26の中で示

すので，ここでは省略する．

原始的な元の積も原始的であるので，上の定理 6.17で得られるWp/q もまた原始的である．Wm/n ·Wr/s

とWr/s ·Wm/nはG上，共役である．これは，Wm/n ·Wr/s = Wm/n(Wr/s ·Wm/n)W
−1
m/nであることから

明らかである．このようにWm/n ·Wr/sとWr/s ·Wm/n は Gにおいて共役であるので，Wp/q をかぶりな

く羅列するために，定理 6.17は必ず大きいラベルを持つものを左からかけるように定めておく．（後の章で

はW0/1 := B,W1/0 := A,W p
q
= Wm

n ⊕ r
s
= W r

s
·Wm

n
とおいて計算しているが，共役を考えると問題ない．）

尚，定理 6.17のような方法で原始的語を生成する方法をW-構成と呼ぶ．

例 6.18. 定理 6.17の方法で，8/5に対応する原始的語を求める．例 6.14より，8/5のFarey列は 1, 2, 3/2, 5/3

だった．よって

W 1
0
= B

W 1
1
= W 1

0
W 0

1
= BA

W 2
1
= W 1

0
W 1

1
= B ·BA = BBA

W 3
2
= W 2

1
W 1

1
= BBA ·BA = BBABA

W 5
3
= W 2

1
W 3

2
= BBA ·BBABA = BBABBABA

W 8
5
= W 5

3
W 3

2
= BBABBABA ·BBABA = BBABBABABBABA

より，8/5に対応する原始的語は BBABBABABBABAである．

次の定理は原始的語のとの指数部分を連分数展開の係数で表したものである．その準備として，まず次

の補題を示す．
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補題 6.19. p/q = [a0, a1, · · · , ak]とする．このとき，
pj
qj

:= [a0, a1, · · · , aj ]　 (j = 0, 1, · · · , k)

と定めると，以下の式が成り立つ．

p0 = a0, q0 = 1

p1 = a0a1 + 1, q1 = a1

pj = ajpj−1 + pj−2, qj = ajpj−1 + pj−2　 (j = 2, 3, · · · , k)

証明 数学的帰納法により示す．

• j = 0のとき：p0

q0
= [a0] = a0 より成り立つ．

• j = 1のとき：p1

q1
= [a0, a1] = a0 +

1
a1

= a0a1+1
a1

より成り立つ．

• j ≤ kのとき成り立つと仮定し，j = k + 1の場合にも成り立つことを示す：

j ≤ kのとき成り立つとすると，

Ak :=

(
pk pk−1

qk qk−1

)
=

(
a0 1

1 0

)(
a1 1

1 0

)
· · ·

(
ak 1

1 0

)
=

(
akpk−1 + pk−2 ak−1pk−2 + pk−3

akqk−1 + qk−2 ak−1qk−2 + qk−3

)

が成立．j = k + 1のとき

Ak+1 =

(
pk+1 pk

qk+1 qk

)
= Ak

(
ak+1 1

1 0

)
=

(
pk pk−1

qk qk−1

)(
ak+1 1

1 0

)

=

(
ak+1pk + pk−1 pk

ak+1qk + qk−1 qk

)
=

(
ak+1pk + pk−1 akpk−1 + pk−2

ak+1qk + qk−1 akqk−1 + qk−2

)

よって j = k + 1のときも成り立つ．

定理 6.20. p/q = [a0, a1, a · · · , ak] とする．このとき，原始的語 Wp/q は
pj

qj
:= [a0, a1, · · · , aj ](j =

0, 1, · · · , k)により，次のように帰納的に列挙できる：

W 0
1
:= A,　W 1

0
:= B,　W 1

1
:= AB

とおくと，j = 1, · · · , kに対し，

• pj−2

qj−2
> p

qの場合：

W pj
qj

= W pj−2
qj−2

(W pj−1
qj−1

)aj

• pj−2

qj−2
< p

qの場合：

W pj
qj

= (W pj−1
qj−1

)ajW pj−2
qj−2

証明 まず補題 6.19より，
pj
qj

=
ajpj−1 + pj−2

ajqj−1 + qj−2

だった．これと定理 6.17を用いて示す．

• pj−2

qj−2
> p

q の場合：
pj−2

qj−2
> p

q > p+1
q+1 に注意すると

W pj
qj

= W ajpj−1+pj−2
ajqj−1+qj−2

= W pj−2
qj−2

⊕
ajpj−1
ajqj−1

= W pj−2
qj−2

W ajpj−1
ajqj−1

= W pj−2
qj−2

W
(
pj−1
qj−1

)⊕aj = W pj−2
qj−2

(W pj−1
qj−1

)aj

39



• pj−2

qj−2
< p

q の場合：
pj−2

qj−2
< p

q < p+1
q+1 に注意すると

W pj
qj

= W ajpj−1+pj−2
ajqj−1+qj−2

= W pj−2
qj−2

⊕
ajpj−1
ajqj−1

= W ajpj−1
ajqj−1

W pj−2
qj−2

= W
(
pj−1
qj−1

)⊕ajW pj−2
qj−2

= (W pj−1
qj−1

)ajW pj−2
qj−2

例 6.21. 定理 6.20の方法で，8/5に対応する原始的語を求める．まず 8/5を連分数展開すると

8

5
= 1 +

3

5
= 1 +

1
5
3

= 1 +
1

1 + 2
3

= 1 +
1

1 + 1
3
2

= 1 +
1

1 + 1
1+ 1

2

= [1, 1, 1, 2]

となるなので，

p0
q0

= [1] = 1 =
1

1
p1
q1

= [1, 1] = 1 +
1

1
=

2

1
p2
q2

= [1, 1, 1] = 1 +
1

1 + 1
1

=
3

2

p3
q3

= [1, 1, 1, 2] =
8

5

と分かる．これをもとに原始的語を計算する．

W p0
q0

= W 1
1
= AB

W p1
q1

= W 1
0
(W 1

1 )
1 = BAB

W p2
q2

= (W p1
q1

)1W p0
q0

= BAB ·AB = BABAB

W p3
q3

= W p1
q1

(W p2
q2

)2 = BAB · (BABAB)2 = BABBABABBABAB

よって，8/5に対応する原始的語はBABBABABBABABである．これは例6.18で作った原始的語BBABB

ABABBABAの巡回置換になっている．

6.5 V-構成

前節では，W0/1, w1/0を最初に定め，それをもとに Fareyグラフに沿って 1つずつ隣の原始的語を求め，

最終的に求めたかった有理数に対応する原始的語を求めるW-構成を紹介した．この節では，W-構成のよ

うに隣の原始的語を 1歩ずつ求めるのではなく，ある規則に従って飛び飛びで必要な原始的語を求め，最終

的に求めたかった有理数に対応する原始的語を求める V-構成という手法を紹介する．この違いにより，求

めたい有理数の Farey水準が大きいほど（つまり，連分数展開の項が多いほど），W-構成より V-構成の方

が比較的簡単に原始的語を求められることが分かる．これは後ほど，具体例の中で改めて言及することに

する．尚，上記の「ある規則に従って」というのは，連分数展開の各項と原始的語の指数部分を関係づける

ものとなっている．

V-構成を以下のように構成していく:

p/q > 1に対し，p/q = [a0, · · · , ak]であるとする．このとき，V−1 := B, V0 := wp0/q0 = ABa0 とすると，

定理 6.20でみたように j = 1, 2, . . . , kに対し

Vj := Vj−2[Vj−1]
aj
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とおける．p/q ≤ 1の場合についても A,B をĀ, B̄ に置き換える，または Aと B を入れ替えることにより

拡張できたので，一般性を失わずに定義できる．このようにして定義した V−1, V0, V1, V2, · · · を列挙すると
以下のようになる：

V−1 = B

V0 = ABa0

V1 = B(ABa0)a1

V2 = ABa0(B(ABa0)a1)a2

V3 = B(ABa0)a1(ABa0(B(ABa0)a1)a2)a3

ここで（Vjにおける Aの個数）= tj とすると，

t−1 = 0　,　 t0 = 1　,　 t1 = a1

t2 = t0 + t1a2　,　 t3 = t1 + t2a3

となり，2 ≤ ∀j ≤ kに対し

tj+2 = tj−1 + tjaj+1

が成り立つ．よって [a0, a1, · · · , aj ] = pj/qj とすると

t0 = 1 = q0　,　 t1 = a1 = q1　,　 t = aj+2 = tj−1 + tjaj+1 = qj+1

となることが分かる．また上で列挙した V−1, V0, V1, V2, · · · から，V2m のときは Aで始まり B で終わる語

になり，V2m+1のときは Bで始まり Bで終わる語になることが分かる．さらに Vj+1は Vj , Vj−1をもとに

作るので，V0までさかのぼって考えると，Vj+1に出てくる Bは a0個か a0 + 1個連続して表れることが分

かる．このBa0+1は V2mV2m+1のようにBで始まるものを後ろからかけたときに，Bの指数を簡約するこ

とで生じるものである．これに注意すると，以下の定理が成り立つ

定理 6.22. p/q > 1，語 Vj を以下のように展開できるとする．

Vj = Bn0(j)ABn1(j) . . . ABntj
(j)　 (j = 0, 1, 2 · · · , k)

このとき，Vk ∈ {Wp/q}は原始的で，さらに指数は以下のように p/q := [a0, a1, · · · , ak]の連分数展開によっ
て関係づけられる：

• j = 0のとき：t0 = 1 = q0, n0(0) = 0, n1(0) = a0

• j = 1のとき：t1 = a1 = q1, n0(1) = 1, ni(1) = a0(i = 1, 2, · · · t1)

• j = 2のとき：t2 = a2a1 + 1 = q2, n0(2) = 0, nt2(2) = a0, ni(2) = a0 + 1(i = 1, 2, · · · t2 − 1, i ≡ 1

mod t1), ni(2) = a0(i :その他)

• j > 2, · · · , kかつ j :偶数のとき：

– n0(j) = 0

– tj = qj

– i = 1, 2, · · · , tj−2 − 1 ⇒ ni(j) = ni(j − 2)

– i = tj−2, tj−2+1 · · · , tj ⇒ ni(j) = a0+1(i ≡ tj−2 mod tj−1のとき)，ni(j) = ni−tj−2−mtj−1
(j−

1)(i :その他のとき，m = 0, 1, 2, · · · , aj − 1とする)

• j > 2, · · · , kかつ j :奇数のとき：
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– n0(j) = 1

– tj = qj

– i = 1, 2, · · · , tj−2 ⇒ ni(j) = ni(j − 2)

– i = tj−2 + 1 +mtj−1, · · · , tj−2 + (m+ 1)tj−1（ただしm = 0, 1, 2, · · · , aj − 1とする）

⇒ ni(j) = ni−tj−2−mtj−1
(j − 1)

さらに巡回置換を除いて，上の状況を満たす {Wp/q}の元は原始的である．

上のようにして原始的語を列挙する方法をV-構成という．V-構成の特徴は，連分数展開の各項を用いて，

原始的語の指数部分を決定できるという点である．つまり，W-構成のように，Farey列のすべての項の原始

的語を求める必要はない．尚，V-構成で作った原始的語はW-構成で作った原始的語と巡回置換で一致する．

以下に V-構成の具体的な計算方法を述べる．

例 6.23. 8/5の連分数展開は [1, 1, 1, 2]だったので，8/5に対応する原始的語を求めるには V3 を求めれば

よいと分かる．まず t0, t1, t2, t3 を決定する．

[1] = 1より t0 = 1

[1, 1] = 2/1より t1 = 1

[1, 1, 1] = 3/2より t2 = 2

[1, 1, 1, 2] = 8/5より t3 = 5

次に n0(3), n1(3), · · · , n5(3)を決定する．

n0(3) = 1

n1(3) = n1(1) = a0 = 1

n2(3) = n2−1−0·2(2) = n1(2) = a0 + 1 = 2

n3(3) = n3−1−0·2(2) = n2(2) = a0 = 1

n4(3) = n4−1−1·2(2) = n1(2) = a0 + 1 = 2

n5(3) = n5−1−1·2(2) = n2(2) = a0 = 1

よって 8/5に対応する原始的語は BABAB2ABAB2AB である．

定理 6.22から次の系が成り立つ．

系 6.24. Wp/q ∈ {Wp/q}が原始的であるとき，Wp/q の指数部分は nj = [|p/q|]または nj = [|p/q|] + 1(0 <

j ≤ p)を満たす．ただし，Wp/q = Bn0ABn1ABn2 · · ·ABnq とする．

証明 上で述べたように，∀j ≤ k, Vj に出てくる Bは a0 個か a0 + 1個連続して表れることが定理 6.22

から分かる．

系 6.25. 原始的語Wp/q ∈ {Wp/q}は巡回置換と逆元を除いて一意に定まる．

証明 連分数展開は一意に定まることから従う．

系 6.26. 2つの原始的語Wp/q,Wr/s が原始的な組み合わせであることと |ps − qr| = 1であることは同値

である．

証明 以下の 2つを示すことにより証明する．

(1) |ps− qr| = 1 ⇔ p+ qi, r + siは格子を生成する．
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(2) p+ qi, r + siは格子を生成する⇔ Wp/q,Wr/s は原始的な組み合わせである．

まず (1)(⇒)を示す．|ps−qr| = 1のとき pと qは互いに素，rと sは互いに素, , p/q ̸= r/sであるので，C上
でベクトル p+ qi, r + siを考えると，これらは異なるベクトルで，(p+ r) + (q + s)iは p+ qi, r + siで張

られる領域の頂点をを通らない．よって p+ qi, r+ siで張られる領域は格子である．(1)(⇐)も同様にベク

トル p + qi, r + siを考えると，これらは異なるベクトルで，さらに格子を生成しているので，pと q は互

いに素，rと sは互いに素である．

次に (2)(⇒)を示す．A :=

(
p q

r s

)
∈ SL(2,Z)とすると，A

(
1

0

)
=

(
p

q

)
, A

(
0

1

)
=

(
r

s

)
であ

るので， ⟨(
1

0

)
,

(
0

1

)⟩
= A

⟨(
1

0

)
,

(
0

1

)⟩
Z

=

⟨
A

(
1

0

)
, A

(
0

1

)⟩
Z

=

⟨
A

(
p

q

)
, A

(
r

s

)⟩
Z

(2)(⇐)は上の式変形と上の系の原始的語は一意に定まることから従う．

上でW-構成とV-構成は巡回置換で一致すると述べたが，この巡回置換という操作をとることにより，回

文的語を作ることができる場合がある．最後にそれに関する定理を述べる．

定理 6.27. G := ⟨A,B⟩を二元生成自由群とする．このとき，任意の原始的な元W ∈ Gは A,B による回

文的元であるか，あるいは 2つの回文的元の積と共役である．特に，W の長さが p+ qのとき，巡回置換

を除いて，

• W :回文的⇔ p+ q :奇数

• W : 2つの回文的元の積⇔ p+ q :偶数

証明 0 < p/q < 1の場合について示す．積 pqが偶数であるとする（即ち p :偶数⇔ q :奇数）．このと

きWp/q の巡回置換で回文的になっているものが一意に定まることを示したい．

p/qのスロープを考えると，p < qより垂直的ストランド: 0本，水平的ストランド: q− p本，コーナースト

ランド: 2p本存在すると分かる．また，pqが偶数であることより，q− pは奇数であるので，水平的ストラ

ンドの中から中央ストランドが取れる．この中央ストランドの右の点を始点とし，同一視できる左側の点に

進む方向に向きを定め，始点まで一周するように語を並べたものをW とする．同様に中央ストランドの左

の点を始点とし，同一視できる右側の点に進む方向に向きを定め，始点まで一周するように語を並べたもの

を V とする．このとき V はW と反対方向に回っているので，W の AをĀに，BをB̄に書き換えたものが

V となる．また，W,V の定め方よりW = V −1 である．よって，このときW は回文的でなければならな

いとわかる．よって p+ q :奇数の場合は示せた．p+ qが偶数の場合，この語の Farey近傍を p1/q1, p2/q2

とすると，p1 + p2 = p，q1 + q2 = qが成り立つ．このとき

• p, q：偶数のとき．pと qは互いに素なのであり得ない．

• p, q：奇数のとき．p1と q1，p2と q2 がそれぞれ互いにそであることに注意すると p1 : 奇数，q1 : 偶数

，p2 :偶数，q2 :奇数または p1 :偶数，q1 :奇数，p2 :奇数，q2 :偶数となる．このとき，どちらの場合

も p1 + q1, p2 + q2 はともに奇数になるので，前半の結果からWp/q は回文的元の積になる．
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図 19: 中心ストランド

例 6.28. 8/5に対応する原始的語は BABBABABBABAB であった．先頭を左に 8つずらす巡回置換を

とると (BABABB)A(BBABAB)となり，これは回文的である．

7 W-構成によるMarkoff行列の作り方

4章で見た通り，Markoff予想は条件を制限した場合については，双曲幾何学と合同式を用いた手法で証

明が与えられている．この双曲幾何学的な証明を与えるにあたり，とても重要な役割を果たしているのが

Markoff樹とMarkoff行列のトレースに関する二分木との対応といえる．今回，証明には至らなかったが，

今後 c = 5pn, 13pn, ·の場合を考えるにあたり，どんなMarkoff数に対してもMarkoff行列の具体例が作れ

ること，そしてある行列がMarkoff行列であるかを代数的情報から判定できることは非常に有用であると

考える．そこでこの章では，W-構成によりMarkoff行列を全て列挙できること，Markoff行列であるか判

定するにあたり問題となっていることについて紹介する．

定理 6.17で構成したW-構成を用いると，G := ⟨A,B⟩における原始的な行列Mp/q は帰納的に次のよう

に列挙できた．：

Mn/1 := AnB , n ∈ Z

とする．また，任意の p/q ∈ Q̂に対し，親をm/n, r/sとする．ただし，

m

n
<

p

q
<

r

s

とする．このとき，

M p
q
= Mm

n ⊕ r
s
= M r

s
·Mm

n

と定める．尚，本節では定理 6.17で定義づけしたラベルと異なるものを使用するが，共役を考えることに

より一般性は失われない

例 7.1. 上の方法で列挙できる原始的な行列の具体例を挙げる．

図 20のような Fareyグラフから Farey列を考えれば以下が分かる．

M1/1 = AB, M1/2 = M1/1M0/1 = ABB,

M1/3 = M1/2M0/1 = ABBB, M2/5 = M1/2M1/3 = ABBABBB,

M2/3 = M1/1M1/2 = ABABB, M2/1 = M1/0M1/1 = AAB,

M3/2 = M2/1M1/1 = AABAB, M4/3 = M3/2M1/1 = AABABAB,

M−1/1 = M−1/0M0/1 = ĀB, M−1/2 = M0/1M−1/1 = BĀB,

M−2/3 = M−1/2M−1/1 = BĀBĀB, M−2/1 = M−1/0M−1/1 = ĀĀB
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図 20: Farey列

上のようにして原始的な行列Mp/q を作るとき，次の定理が本論文の主結果である．

定理 7.2. 任意の p/q ∈ Q ∪ {∞}に対し，Mp/q は p/qに対応する一点穴あきトーラス上の曲線のMarkoff

行列である．

7.1 主結果（定理 7.2）の証明の準備

主結果を示すのに必要となる行列を次のようにおく．

E :=

(
0 −1

1 0

)
, S :=

(
0 −1

1 −1

)
, T :=

(
1 1

0 1

)
とおくと，ES =

(
−1 1

0 −1

)
= −T̄．

さらに，計算すると

T̄AT =

(
1 −1

0 1

)(
2 1

1 1

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 1

1 2

)
= B

T̄BT =

(
1 −1

0 1

)(
1 1

1 2

)(
1 1

0 1

)
=

(
0 −1

1 3

)
= ĀB

EAĒ =

(
0 −1

1 0

)(
2 1

1 1

)(
0 1

−1 0

)
=

(
1 −1

−1 2

)
= Ā

EBĒ =

(
0 −1

1 0

)(
1 1

1 2

)(
0 1

−1 0

)
=

(
2 −1

−1 1

)
= B̄

SAS̄ =

(
0 −1

1 −1

)(
2 1

1 1

)(
−1 1

1 0

)
=

(
2 −1

−1 1

)
= B̄

SBS̄ =

(
0 −1

1 −1

)(
1 1

1 2

)(
−1 1

−1 0

)
=

(
3 −1

1 0

)
= AB̄
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となる．次に，任意の p/q ∈ Qに対し、

σ(p/q) =
p

q
=

−q

p+ q

とおくと，

σ2(p/q) = σ(σ(p/q)) = σ

(
−q

p+ q

)
=

−(p+ q)

p

となる．このとき，以下の補題が成り立つ．

補題 7.3. 任意の p/q > 0に対し、

T̄Mp/qT = Mσ(p/q)

T̄ 2Mp/qT
2 = Mσ2(p/q)

が成り立つ．

証明 n ≥ 1に対し，次が成り立つ．

T̄Mn/1T = T̄AnBT = (T̄AT )n(T̄BT ) = BnĀB

T̄ 2Mn/1T
2 = T̄ (T̄Mn/1T )T = T̄ (BnĀB)T = (T̄BT )n(T̄ ĀT )(T̄BT ) = (ĀB)n−1ĀĀB

T̄M1/nT = T̄ABnT = (T̄AT )(T̄BT )n = B(ĀB)n

T̄ 2M1/nT
2 = T̄ (T̄M1/nT )T = T̄ (B(ĀB)n)T = (T̄BT )(T̄ ĀBT ) = ĀB(B̄ĀB)n = Ān+1B

Mσ(n/1) = M−1/(n+1) = M0/1M−1/n = BM−1/n = B2M−1/(n−1) = BnM−1/1 = BnĀB

Mσ2(n/1) = M−(n+1)/n = M−1/1M−n/(n−1) = ĀBM−n/(n−1) = (ĀB)(n− 1)M−2/1 = (ĀB)n−1ĀĀB

Mσ(1/n) = M−n/(n+1) = M−(n−1)/nM−1/1 = M−(n−1)/nĀB = M0/1(ĀB)n = B(ĀB)n

Mσ2(1/n) = M−(n+1)/1 = M−1/0M−n/1 = ĀM−n/1 = Ān+1M0/1 = Ān+1B

例 7.1 で確かめたように，M−1/1 = ĀB,M−2/1 = ĀĀB,M0/1 = B であるので，p/q = n/1, 1/n

のとき成り立つことが分かった．次は一般の場合に対して Farey 水準に関する帰納法を用いて示す．任

意の p/q > 0, r/s > 0 に対し，Lev(p/q),Lev(r/s) = 1 の場合は上の計算より成り立つことがわかる．

Lev(p/q),Lev(r/s) ≤ m(m ∈ Z,m ≥ 1)に対し，

T̄Mp/qT = Mσ(p/q)　,　T̄Mr/sT = Mσ(r/s)

T̄ 2Mp/qT
2 = Mσ2(p/q)　,　T̄ 2Mr/sT

2 = Mσ2(r/s)

が成り立つとして，Lev(pq ⊕ r
s ) = m+ 1の場合を示す．σ,⊕の定義より，

σ

(
p

q

)
⊕ σ

(
r

s

)
=

(
−q

p+ q

)
⊕
(

−s

q + s

)
=

−q + (−s)

(p+ q) + (r + s)

=
−(q + s)

(p+ r) + (q + s)

= σ

(
p+ r

q + s

)
= σ

(
p

q
⊕ r

s

)
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σ2

(
p

q

)
⊕ σ2

(
r

s

)
=

(
−(p+ q)

p

)
⊕
(
−(r + s)

r

)
=

−(p+ q)− (r + s)

p+ r

=
−(p+ r + q + s)

p+ r

= σ2

(
p+ r

q + s

)
= σ2

(
p

q
⊕ r

s

)
が成り立つので，

Mσ( p
q⊕

r
s )

= Mσ( p
q )⊕σ( r

s )
= Mσ( p

q )
Mσ( r

s )
= T̄M p

q
T T̄M r

s
T

= T̄M p
q
M r

s
T = T̄M p

q⊕
r
s
T

となる．よって，Lev(pq ⊕ r
s ) = m+ 1の場合についても成り立つことが分かった．

以上から，数学的帰納法により補題は示せた．

系 7.4. 任意の p/q ∈ Q ∪ {∞}に対し，tr(Mp/q)と行列Mp/q の (2, 1)成分は，ともに正の整数である．

証明 補題 7.3より，任意の p/q ∈ Q ∪ {∞}に対し，行列Mp/q の全ての成分は正の整数であることか

ら従う．

定理 7.2の証明をする前に，証明に必要な計算結果を紹介する．SL(2,C)の任意の行列X,Y をそれぞれ

X :=

(
a b

c d

)
, Y :=

(
x y

z w

)

とし，

f(X,Y ) := −c2(1 + w2)− z2(1 + d2) + 3c2zw + 2cdwz − 3cdz2

とおく．さらに，行列X ∈ SL(2,C)の (2, 1)成分を c(X)と表記することにする．

このとき，c(X)c(Y ) ̸= 0, tr(X) = 3c(X), tr(Y ) = 3c(Y )とすると，

tr(XY )− 3c(XY ) =
f(X,Y )

c(X)c(Y )

f(XY, Y ) = 3c(Y )f(X,Y )

f(X,XY ) = 3c(X)f(X,Y )

(7.1)

が成り立つ．

さらに tr(X) = 3c(X), tr(Y ) = 3c(Y ), X, Y ∈ SL(2,C) より，a + d = 3c, x + w = 3z, ad − bc =

1, xw − yz = 1が成り立つので，行列X,Y は以下の形に書き換えることができる：

X =

(
3c− d ((3c− d)d− 1)/c

c d

)
, Y =

(
3z − w ((3z − w)w − 1)/z

z w

)
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7.2 主結果（定理 7.2）の証明

命題 4.7[1]で任意のMarkoff行列M =

(
a b

c d

)
に対し，|c|はMarkoff数であり，かつ a+ d = 3|c|を

満たすことを確かめた．このとき，Markoff行列M の軸の高さは√
(a+ d)2 − 4

2|c|
=

3
√
tr(M)2 − 4

2|tr(M)|

となることも補題 4.12の証明で確かめた．ここで，行列のトレースは共役不変であることから，Mp/q と共

役な行列M の軸の高さが
3
√

tr(M)2−4

2|tr(M)| と等しいとき，M はMp/q と共役なMarkoff行列であると分かる．

よって，系 7.4より，tr(Mp/q)と行列Mp/q の (2, 1)成分はともに正の整数であるので，定理 7.2を示すに

は，Mp/q が

tr(Mp/q) = 3c(Mp/q) (7.2)

を満たすことを示せばよい．ここで簡単のため，t(p/q) := tr(Mp/q), c(p/q) := c(Mp/q) = (行列 Mp/q

の (2, 1)成分)と表記することにする．このとき，(
1 −1

0 1

)(
a b

c d

)(
1 1

0 1

)
=

(
a− c a− c+ b− d

c c+ d

)
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z)

に注意すると，補題 7.3より T̄Mp/qT = Mσ(p/q), T̄
2Mp/qT

2 = Mσ2(p/q) だったので，

t(p/q) = t(σ(p/q)) = t(σ2(p/q))

c(p/q) = c(σ(p/q)) = c(σ2(p/q))

が成り立つことが分かる．よって，p/q ≥ 0について示せば十分である．Farey水準に関する数学的帰納法

を用いて式 (7.2)が成り立つことを示す．

(i) 0 ≤ Lev(p/q) ≤ 1のときに (7.2)が成り立つことを示す．0 ≤ Lev(p/q) ≤ 1を満たす p/q ≥ 0は p/q =

0/1, 1/0, 1/1である．M0/1 = B =

(
1 1

1 2

)
,M1/0 = A =

(
2 1

1 1

)
,M1/1 = AB =

(
3 4

2 3

)
であることから tr(Mp/q) = 3c(Mp/q)は成り立つ．

(ii) 0 ≤ Lev(p/q) ≤ m を満たす全ての p/q ≥ 0 に対し，(7.2) が成り立つとし，m + 1 の場合にも成

り立つことを示す．まず，Lev(x ) = m + 1 を満たす x ∈ Q をとる．このとき，x = p/q ⊕ r/s か

つLev(p/q) ≤ m,Lev(r/s) ≤ mを満たすような p/q, r/s ∈ Q∪{∞}が取れる．p, q, r, s > 0, p/q < r/s

であると仮定しても構わない．さらに x′ = (p − r)/(q − s)とおくと，次の二つの場合が考えられる

（図 21参照）．

(1) p
q < x < r

s < x′．よって r
s = p

q ⊕ x′

(2) x′ < p
q < x < r

s．よって
p
q = r

s ⊕ x′

尚，x′ = ∞ の場合は (1) に含まれるものとする．また Farey 水準の定義から，いずれの場合も

Lev(x ′) ≤ m であると分かる．

(1) r
s = p

q ⊕ x′(pq < x′)のとき：

このときMr/s = Mx′Mp/q なので，(7.1)を用いると

t(x)− 3c(x) =
f(Mr/s,Mp/q)

c(r/s) · c(p/q)
=

f(Mx′Mp/q,Mp/q)

c(r/s) · c(p/q)
=

3c(p/q)

c(r/s) · c(p/q)
f(Mx′ ,Mp/q)

=
3c(x′)c(p/q)

c(r/s)
(t(r/s)− 3c(r/s)) = 0
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図 21: p/q, r/s, x, x′ の位置関係

(2) p
q = x′ ⊕ r

s (x
′ < r

s )のとき：

このときMp/q = Mr/sMx′ なので，(7.1)を用いると

t(x)− 3c(x) =
f(Mr/s,Mp/q)

c(r/s) · c(p/q)
=

f(Mr/s,Mr/sMx′)

c(r/s) · c(p/q)
=

3c(r/s)

c(r/s) · c(p/q)
f(Mr/s,Mx′)

=
3c(r/s)c(x′)

c(p/q)
(t(p/q)− 3c(p/q)) = 0

よって，どちらの場合も t(x)− 3c(x) = 0となり，Lev(x ) = m+ 1のときも (7.2)は成り立つ．

(i),(ii)より，Farey水準に関する数学的帰納法により，定理 7.2は示せた．

□

7.3 W-構成により生成したMarkoff行列とその共役な元

前節ではW-構成を用いてMarkoff行列を列挙できることを確かめた．この手法により，全てのMarkoff

行列を列挙できることが定理 7.2の系として従う．

系 7.5. 各 p/q ∈ Q̂に対し，一点穴あきトーラス上 p/q に対応する曲線の任意のMarkoff行列は以下の形

で書ける．

±T 3nM±1
p/qT̄

3n, n ∈ Z

証明 ±T 3nM±1
p/qT̄

3n, n ∈ Z の形をした行列が p/q の Markoff 行列であることは命題 4.7 でも述べた．

|tr(Mp/q)| ≥ 3であるから，Mp/q の 2つの固定点の間のユークリッド距離は

3
√

tr(Mp/q)2 − 4

|tr(Mp/q)|
≥

√
5

を満たす．よって，Mp/q の共役類の軸はそれぞれ交わらず，T 3 ∈ G, 3
√
5 > 6であることから，p/q の

Markoff行列は ±T 3nM±1
p/qT̄

3n, n ∈ Zで全てである．

先に計算した通り，T̄AT = B, T̄BT = ĀB より

T̄ 3AT 3 = T̄ 2BT 2 = T̄ ĀBT = B̄ĀB

T̄ 3BT 3 = T̄ 2ĀBT 2 = T̄ B̄ĀBT = B̄AB̄ĀB

であるので，上の系により，任意のMarkoff行列は {A, Ā,B, B̄}を用いて表せるといえる．最後に本節で
は，±T 3nM±1

p/qT̄
3n, n ∈ ZとMp/q の関係をMarkoff樹を用いて視覚的に確かめる．
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例 7.6. Markoff数 5に対応する一点穴あきトーラス上の p/q −曲線のMarkoff行列は

M2/1 = AAB M1/2 = ABB M−1/3 = B2ĀB

M−2/3 = BĀBĀB M−3/2 = ĀBĀ2B M−3/1 = Ā3B

だった (図 23,24)．ここで E :=

(
0 −1

1 0

)
, S :=

(
0 −1

1 −1

)
とおいたとき，SAS̄ = B̄, SBS̄ =

AB̄,EAĒ = Ā, EBĒ = B̄ だったので，以下の関係が成り立つ．

ES(M2/1)S̄Ē = E(SAABS̄)Ē = E(B̄2AB̄)Ē = B2ĀB = M−1/3

ES(M−1/3)S̄Ē = E(SBBĀBS̄)Ē = E(AB̄AB̄BAB̄)Ē = E(AB̄AAB̄)Ē = ĀBĀ2B = M−3/2

ES(M−3/2)S̄Ē = E(SĀBĀ2BS̄)Ē = E(BAB̄BBAB̄)Ē = E(BABAB̄)Ē = B̄ĀB̄ĀB = M ′
2/1 ∼ M2/1

またM1/2はM2/1 の A,B を入れ替え反対から読んだものなので，同様にすると

ES(M1/2)S̄Ē = M−2/3

ES(M−2/3)S̄Ē = M−3/1

ES(M−3/2)S̄Ē = M ′
1/2 ∼ M1/2

T̄ 6M1/2T
6 = (ES)6(M1/2)(S̄Ē)6 = (ES)3(M−3/2)(S̄Ē)3 ∼ M−3/2 ∼ M1/2

が成り立つ．このようにして，Markoff行列の共役類とMarkoff樹を関係づけることができる（図 24,23,24）．

図 22: Fareyグラフ（点線）とその双対グラフ（実線）
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図 23: Markoff数に関するMarkoff樹 図 24: p/q −曲線の対応

7.4 Markoff行列であるかの判定における現状の問題点

前節ではMarkoff行列の具体的な作り方を述べた．Markoff行列の作り方からも分かる通り，tr(Mp/q) =

3|c(Mp/q)|という条件は，Mp/q がMarkoff行列であるための必要条件であるが，十分条件ではない．その

ため，帰納的かつ網羅的にMarkoff行列を作ることができても，ある行列の成分をみただけでMarkoff行列

であるかを判定するのは，行列の成分が大きくなればなるほど難しくなる．この節では，行列の成分を見た

だけでMarkoff行列か否かを判定するうえで，現状問題となっていることを具体例を紹介しながら述べる．

行列X ∈ SL(2,Z)がMarkoff行列であるためには

(1) X ∈ ⟨A,B⟩

(2) X は原始的である

(3) X は一点穴あきトーラス上の単純閉曲線に対応する

(4) X は tr(X) = 3|c(X)|を満たす

の全てを満たさなければならない．(2)は一般に知られていることとして次の補題がある．

補題 7.7. Y :=

(
a b

c d

)
, bnを Y nの (1, 2)成分, cnを Y nの (2, 1)成分とする．このとき Y が原始的でな

いならば，bn/b = cn/cかつ bn/b, cn/cは a+ d(= trY )で割り切れる．

この補題を用いることにより，(2)は行列の成分を見るだけで判定できる．また (4)も明らかに成分のみ

で判定できる．しかしながら，(1)(3)は現状では成分を見るだけでは判定できず，実際に X を A, Ā,B, B̄

で書き表し，その語が特性的語であるかを確かめることにより判定しなければならない．この実際にX を

A, Ā,B, B̄で書き表すことは容易ではなく，さらに語が長くなるほど特性的語であるか確かめることも容易

ではない．そのため現状では，ある行列がMarkoff行列であるのか判定することができる例の方が少ない

とも言える．

以下に tr(Mp/q) = 3|c(Mp/q)|をみたすものの，Markoff行列でない例を挙げる．

例 7.8.

X =

(
1168 2119

985 1787

)
∈ SL(2,Z)

は SL(2,Z)上原始的であり，X ∈ ⟨A,B⟩, 1168+1787 = 3× 985を満たすものの，Markoff行列でない．た

だし，985はMarkoff数である．
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証明 上の4つの条件のうち (3)のみ成り立たないことをみていく．まず (2)は上の補題から，1168, 1787は985

とそれぞれ互いに素なので原始的であると分かる．(4)も明らかに 1168 + 1787 = 2955 = 3× 985であるの

で成り立つ．次に (1)を確かめる．準備として，Y :=

(
a b

c d

)
, E :=

(
0 −1

1 0

)
, T :=

(
1 1

0 1

)
と

すると，TnY =

(
a+ nc ＊

c ＊

)
, EY =

(
−c −d

a b

)
となる．このとき，|a| > |c|ならば |a+ nc| < |c|

を満たす最小の nをとり Y の左から ETn を施す．これを (2, 1)成分が 0になるまで繰り返すことにより，

Y を E, T で表すことができる．X に対して行うと，X = TET̄ 5ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2 となる．

これを以下の補題で A, Ā,B, B̄ に書き換える．

補題 7.9. X = TET̄ 5ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2 は A,B, Ā, B̄ を用いて表すことができる．

証明 E4 = (ET̄ )3 = idより ET̄ = TETE，A = −TET̄E,B = −ET̄ET より AB = −TET̄ 2ET であ

るので，以下のように変形する．

X = TET̄ 5ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= −TET̄ 2(ETT̄E)T̄ 3ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= −(TET̄ 2ET )T̄ET̄ 3ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABT̄ET̄ 3ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABT̄ET̄ T̄ 2ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABT̄ (ET̄ )T̄ 2ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABT̄ (TETE)T̄ 2ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABETET̄ 2ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= AB(ETET̄ )T̄ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= −ABĀT̄ET 2ET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABĀT̄ET (EE)TET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= ABĀ(T̄ETE)ETET̄ETET̄ETET̄ 2ET 5ET 2

= −ABĀB̄(ETET̄ )(ETET̄ )(ETET̄ )T̄ET 5ET 2

= ABĀB̄Ā3T̄ET 5ET 2

= −ABĀB̄Ā3T̄ET (EE)T 4ET 2

= −ABĀB̄Ā3(T̄ETE)ET (ET̄TE)T 3ET 2

= ABĀB̄Ā3B̄(ETET̄ )TET 3ET 2

= −ABĀB̄Ā3B̄ĀTET 3ET 2

= ABĀB̄Ā3B̄Ā(ET̄ET̄ )T 3ET 2

= ABĀB̄Ā3B̄ĀET̄ETTET 2

= ABĀB̄Ā3B̄Ā(ET̄ET )(TE)T 2

= −ABĀB̄Ā3B̄ĀB(ET̄ET̄ )T 2

= −ABĀB̄Ā3B̄ĀBET̄ET

= ABĀB̄Ā3B̄ĀB2

よって行列X は A,B, Ā, B̄ を用いてX = ABĀB̄Ā3B̄ĀB2 と表すことができた．
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よって，(1)X ∈ ⟨A,B⟩も示せた．最後に (3)が成り立たないことを調べる．X = ABĀB̄Ā3B̄ĀB2 の

Aに注目すると，Aは一度しか出てこないことが分かる．一方，Āは Ā, Ā3, Āと複数回出てくる．よって，

X = ABĀB̄Ā3B̄ĀB2を短くするような置換は BBA = A′, BA = A′, AB = A′のいずれかとなる．しかし

ながら，いずれの置換もA, Āをすべて置き換えることはできず，特性的語の定義に反する．よってX は特

性的列ではない．ゆえに (3)は満たさないことが分かった．

以上より，X はMarkoff行列でない．

最後に，例 7.8で紹介したようなMarkoff行列の候補となる具体的な行列の作り方を述べる．例 7.8で用い

た c = 985の場合を例に説明する．まず， c = 985の場合のMarkoff行列の候補となる行列を

(
a b

985 d

)

とし，a, b, dを定めていく．

(
a b

985 d

)
がMarkoff行列であるとすると，

a+ d = 3× 985 (7.3)

ad− bc = 1 (7.4)

が成り立つ．(7.3)(7.4)より

a ≡ −d (mod 985)

ad ≡ 1 (mod 985)

と変形できる．よって、

a2 ≡ −1 (mod 985)

の解を求めることで，a定めることができる．今回は、a2 = 985x−1の解の一つである (a, x) = (1168, 1385)

から，a = 1168と定めることにする．(7.3)より

d = 3c− a = 2955− 1168 = 1787.

(7.4)より

b = (ad− 1)/c = (1168× 1787− 1)/985 = 2119

と定まる．以上から Markoff 行列の候補として

(
1168 2119

985 1787

)
ができた．上の例でも見た通り，これ

はMarkoff行列ではない．一方で，a2 = 985x − 1の解の一つとして (a, x) = (1393, 1970)を選んだ場合，

a = 1168, b = 2209, 1562と定まり，この行列は 4/5に対応するMarkoff行列となる．c = 985以外のMarkoff

数に対しても全く同様にMarkoff行列の候補となる行列は作れる．ただし，Markoff行列であることの方が

珍しく，かつ各成分の値が大きくなれば判定は難しい．しかしながら，Lang, Tanの主張した補題 4.12の

証明を c = 5pnの場合に認め，応用することにより，Markoff行列であるか否かを比較的簡単に調べること

もできる．具体的には，c = 5pnの場合，985 = 5× 197であるので，c, d− a− k, kがそれぞれ互いに素と

いう条件だけでは k ∈ Zについて以下の 4通りが考えられる．

(1) d− a− k ∈ Z, k ∈ 985Z

(2) d− a− k ∈ 985Z, k ∈ Z

(3) d− a− k ∈ 197Z, k ∈ 5Z

(4) d− a− k ∈ 5Z, k ∈ 197Z
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例えば (3)から k = −225を選んだ場合，補題 4.12から(
1 −225/985

0 1

)(
1393 2209

985 1562

)(
1 −225/985

0 1

)−1

=

(
1168 2119

985 1787

)
= X

となる．ここで，W-構成により M4/5 =

(
1393 2209

985 1562

)
で，Markoff 行列だった．よって X,M4/5

は SL(2,Z) において共役ではあるが，⟨A,B⟩ においては共役ではないので X は Markoff 行列ではない

と考えられる．

結
本研究では，c = pnの場合のMarkoff予想の証明をもとに，c = 2pnの場合を示し，c = 5pnの場合を示

すことを試みた．今回は c = 5pn を証明するには至らなかったが，最終章で記したように，行列が一点穴

あきトーラス上の単純閉曲線に対応する場合の代数的情報が得られれば，より多くの具体例を成分の値の

大きさに関わらず構成できるため，c = 5pn の場合の証明の手助けになると思われる．

本論文で紹介した c = pnの場合のMarkoff予想の証明は，代数的情報を幾何的情報に言い換えて証明して

いるため，本論文で紹介したMarkoff行列に関する考察が今後の双曲幾何学の発展に役立てば幸いである．
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